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Prefazione alla sesta edizione 


La prima edizione di questo libro è uscita quasi trent'anni fa. 
Nelle edizioni successive il libro è stato rielaborato e ampliato; ora il 
suo volume è quasi raddoppiato rispetto alla prima edizione. Non è 
mai sorta però la necessità di modificare il metodo della costruzione 
della teoria proposto da Landau e lo stile dell’esposizione da egli 
ispirato, il cui tratto fondamentale è la tendenza alla chiarezza e alla 
semplicità. Anche nelle rielaborazioni del testo, che ho dovuto fare da 
solo, ho sempre cercato di conservare il più possibile lo stile originale. 

In confronto alla precedente edizione i primi nove capitoli del 
libro dedicati all'elettrodinamica sono rimasti quasi immutati. Quanto 
ai capitoli dedicati alla teoria del campo gravitazionale, essi sono stati 
rielaborati e ampliati. Da un'edizione all'altra il materiale di questi 
capitoli è stato sostanzialmente ampliato, cosicché è sorta la necessità 
di riordinare e di sistematizzare il materiale su questo argomento. 

Vorrei esprimere i più sentiti ringraziamenti ai miei colleghi, troppi 
per poterli ricordare qui tutti, i quali con osservazioni e consigli mi 
hanno aiutato ad eliminare deficienze nel libro e a portarvi alcune cor- 
rezioni. Senza questi consigli, senza quella disponibilità ad aiutarmi 
sempre in qualsiasi problema, il lavoro sulla nuova edizione del pre- 
sente Corso sarebbe risultato molto più difficile. 

Esprimo un ringraziamento particolare a L. P. Pitaievskij con cui 
ho discusso sempre i problemi sorti, nonché a V. A. Belinskij per il 
suo aiuto nella verifica delle formule e nella correzione delle bozze. 


Dicembre 1972 E. LifSits 


Dalla prefazione alla prima 
e alla seconda edizioni 


IL presente volume è dedicato all’esposizione della teoria dei campi 
elettromagnetico e gravitazionale, ossia all'elettrodinamica c alla teoria 
della relatività generale. Una teoria completa, logicamente articolata, 
del campo elettromagnetico include in sé la teoria della relatività ri- 
stretta. Abbiamo quindi posto quest'ultima alla base dell'esposizione 
di tutta la teoria. Come punto di partenza per la deduzione delle rela- 
zioni fondamentali vengono presi i principi variazionali che permettono 
di raggiungere una maggiore generalità, unicità e, in sostanza, una 
maggiore semplicità di esposizione. 

In accordo con il piano generale del nostro Corso di fisica teorica 
(di cui fa parte questo volume) non abbiamo qui toccato per niente i 
problemi inerenti all’elettrodinamica dei mezzi continui, limitandoci 
all'esposizione dell’elettrodinamica «microscopica», cioè dell’elettrodi- 
namica nel vuoto e delle cariche puntuali. 

La lettura del libro richiede la conoscenza dei fenomeni elettroma- 
gnetici al livello del corso generale di fisica. È anche indispensabile 
una buona conoscenza dell'analisi vettoriale. Non è richiesta al lettore 
la conoscenza dell’analisi tensoriale che viene esposta parallelamente 
alla teoria dei campi gravitazionali. 


Mosca, dicembre 1939 


Mosca, giugno 1947 L. Landau e E. Lif$Sits 


Alcune notazioni 


Grandezze tridimensionali 


Gli indici tensoriali tridimensionali vengono indicati con le iettere 
greche 

Elementi di volume, di area e di lunghezza: dV, df, dl 

Impulso e energia di una particella: p e é 


Hamiltoniana: 

Potenziale scalare e potenziale di un campo elettromagnetico: p e A 
Vettore campo elettrico e vettore campo magnetico: E e H 
Densità di carica e di corrente: p e } 

Momento di dipolo elettrico: d 

Momento di dipolo magnetico: m 


Grandezze quadridimensionali 


Gli indici tensoriali quadridimensionali vengono indicati con le lette- 
re i, k, },... che prendono i valori 0, 1, 2,3 


La metrica adottata è: (4 — — —) 
La regola di innalzamento e di abbassamento degli indici è data 
alla pag. 31 


Le componenti dei quadrivettori si scrivono nella forma: A°=(A°, A) 
Tensore unità antisimmetrico di rango quattro: e”, dove e0123 = 1 
(la definizione alla pag. 34) 

Elemento di volume quadridimensionale: dQ = dr°dr'dr2d2? 
Elemento di ipersuperficie: dS° (la definizione alla pag. 38) 
Raggio quadrivettore: 2° = (ct, r) 

Quadrivelocità: u' = d'z/ds 

Quadriimpulso: p' = ($/c, p) 

Quadricorrente: j' = (cp, pv) 
Quadripotenziale del campo elettromagnetico: A4° = (g, A) 


Quadritensore elettromagnetico: Fi; = CR — e (la relazione tra le 


componenti di F;, e le componenti E e H è definita alla pag. 89) 
Quadritensore energia-impulso: 7** (la definizione delle sue compo- 
nenti è data alla pag 113) 


Capitolo I 


PRINCIPIO DI RELATIVITÀ 


$ 1. Velocità di propagazione delle interazioni 


Per la descrizione dei processi che avvengono nella natura occor- 
re un sistema di riferimento. Con sistema di riferimento si intende 
l'insieme di un sistema di coordinate, che serve a determinare la 
posizione delle particelle nello spazio, e di un orologio per indicare 
il tempo legato al sistema stesso. 

Esistono sistemi di riferimento nei quali il moto libero dei corpi, 
cioè il moto dei corpi non sottoposti all’azione di forze esterne, 
avviene a velocità costante. Tali sistemi di riferimento sono 
detti inerziali. 

Se due sistemi di riferimento si trovano l’uno rispetto all’altro 
in moto rettilineo uniforme e se uno di essi è inerziale, è evidente che 
è inerziale anche il secondo (ogni moto libero anche in questo siste- 
ma sarà rettilineo ed uniforme). Esiste quindi un numero arbitra- 
rio di sistemi di riferimento inerziali, che si trovano l’uno rispetto 
all’altro in moto traslatorio uniforme. 

L'esperienza dimostra la validità del cosiddetto principio di 
relatività. Secondo questo principio tutte le leggi della natura sono 
identiche ‘in tutti i sistemi di riferimento inerziali. In altri termini, 
le equazioni che esprimono le leggi della natura sono invarianti 
rispetto alle trasformazioni delle coordinate e del tempo, corrispon- 
denti ad un cambiamento di riferimento inerziale. Ciò significa 
che l'equazione descrivente una legge della natura, espressa median- 
te le coordinate e il tempo, ha la stessa forma in tutti i sistemi 
di riferimento inerziali. 

L'interazione di particelle materiali viene descritta in meccanica 
classica mediante l'energia potenziale d’interazione, la quale è una 
funzione delle coordinate delle particelle interagenti. E facile vedere 
che questo metodo di descrizione presuppone valida l'ipotesi che le 
interazioni si propaghino istantaneamente. Infatti, secondo questa 
descrizione, le forze che le altre particelle esercitano su una particella 
data dipendono, in ogni istante di tempo, soltanto dalla posizione 
delle particelle in questo stesso istante. Il cambiamento della posi- 
zione di qualsiasi particella interagente si riflette istantaneamente 
sulle altre particelle. 
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L'esperienza mostra, tuttavia, che non esistono nella natura 
interazioni istantanee. Per questa ragione, la meccanica, che parte 
dall’ipotesi della propagazione istantanea delle interazioni, contie- 
ne una certa imprecisione. In realtà, se uno dei corpi interagenti 
subisce qualche cambiamento, la ripercussione su un altro corpo del 
sistema si produrrà dopo un certo intervallo di tempo. Soltanto alla 
fine di questo intervallo di tempo il secondo corpo subirà processi 
dovuti a questo cambiamento. Dividendo la distanza tra i due corpi 
per questo intervallo di tempo, troviamo la « velocità di propagazio- 
ne delle interazioni ». 

Notiamo che questa velocità si potrebbe più propriamente chia- 
mare velocità massima di propagazione delle interazioni. Essa deter- 
mina soltanto quell’intervallo di tempo necessario affinché il 
cambiamento subito da un corpo cominci a manifestarsi su un altro 
corpo. È evidente che l’esistenza di una velocità massima di propa- 
gazione delle interazioni significa anche che non può esistere nella 
natura un moto con velocità superiore a questa. In effetti, se tale 
moto potesse aver luogo, lo si potrebbe utilizzare per realizzare 
una interazione con velocità superiore alla velocità massima di 
propagazione delle interazioni. 

Dell'interazione, che si propaga da una particella ad un’altra, si 
parla spesso come di un «segnale » emesso dall’una per « infor- 
mare » l’altra circa un cambiamento da essa subito. Si parla allora 
della velocità di propagazione delle interazioni come della « velocità 
di un segnale ». 

Dal principio di relatività segue, in particolare, che la velocità 
di propagazione delle interazioni è la stessa in tutti i sistemi inerzia- 
li di riferimento. La velocità di propagazione delle interazioni 
è quindi una costante universale. 

Come si vedrà in seguito, questa velocità costante è anche la 
velocità di propagazione della luce nel vuoto; per questo la chiamano 
velocità della luce. Essa viene indicata di solito con la lettera c, 
e il suo valore numerico è 


c=2,998-1019 cm/s. (1,1) 


Il valore elevato di questa velocità spiega il fatto che nella mag- 
gioranza dei casi la meccanica classica è in pratica sufficientemente 
precisa. Le velocità con le quali abbiamo generalmente a che 
fare sono talmente piccole rispetto a c, che la precisione dei risultati 
praticamente non viene alterata se supponiamo la velocità della 
luce infinita. 

Il principio di relatività, insieme al postulato dell’esistenza 
di una velocità limite di propagazione delle interazioni, è chiamato 
principio di relatività di Einstein (fu enunciato da Einstein nel1900); 
ricordiamo qui che il principio di relatività di Galilei considera 
infinita la velocità di propagazione delle interazioni. 
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La meccanica basata sul principio di relatività di Einstein (lo 
chiameremo semplicemente principio di relatività) è detta relativi- 
stica. Nel caso limite in cui le velocità dei corpi in moto sono piccole 
rispetto alla velocità della luce, si può trascurare l’effetto di una 
velocità limite di propagazione delle interazioni sul moto. La 
meccanica relativistica coincide allora con la meccanica ordinaria 
che parte dall'ipotesi che la propagazione delle interazioni sia istanta- 
nea; questa meccanica si chiama newtoniana o classica. Il passaggio 
limite dalla meccanica relativistica alla meccanica classica può 
essere effettuato formalmente ponendo nelle formule della meccanica 
relativistica c + 00. 

Già in meccanica classica lo spazio è relativo, cioè le relazioni 
spaziali tra differenti eventi dipendono soltanto dal sistema di 
riferimento nel quale vengono descritti. L'asserzione che due 
eventi avvengono ad istanti differenti in uno stesso punto dello 
spazio o, in generale, ad una determinata distanza l’uno dall'altro, 
acquista un senso soltanto se è indicato il sistema di riferimento al 
quale questa asserzione si riferisce. 

Il tempo in meccanica classica è invece assoluto; in altri termini, 
si suppone che le proprietà del tempo non dipendano dal sistema di 
riferimento; il tempo è identico per tutti i sistemi di riferimento. 
Ciò significa che se due eventi arbitrari sono simultanei per un osser- 
vatore, essi sono ugualmente simultanei per ogni altro osservatore. 
In generale, l'intervallo di tempo tra due eventi dati dev'essere 
identico in tutti i sistemi di riferimento. 

È facile a questo punto convincersi quanto sia profonda la con- 
traddizione tra il concetto di tempo assoluto e il principio einsteinia- 
no di relatività. È sufficiente ricordare a questo proposito che in 
meccanica classica, fondata sul concetto di tempo assoluto, è valida 
la legge universalmente nota di composizione delle velocità secondo 
la quale la velocità di un moto composto è semplicemente uguale 
alla somma (vettoriale) delle velocità componenti. Essendo univer- 
sale, questa legge dovrebbe essere applicabile anche alla propagazio- 
ne delle interazioni. Risulterebbe allora che la velocità di propaga- 
zione in diversi sistemi di riferimento deve essere diversa, ciò che 
è in disaccordo con il principio di relatività. L'esperienza però con- 
ferma interamente sotto questo aspetto il principio di relatività. Le 
misure eseguite per la prima volta da Michelson (18841) rivelarono 
la totale indipendenza della velocità della luce dalla direzione della 
sua propagazione; secondo i postulati della meccanica classica, la 
velocità della luce nel verso della traslazione della Terra dovrebbe 
essere differente dalla velocità nel verso opposto. 

Cosi, il principio di relatività conduce a risultati secondo i quali 
il tempo non è assoluto. Il tempo scorre diversamente in diversi 
sistemi di riferimento. Di conseguenza, l’asserzione che due eventi 
dati sono separati da un intervallo di tempo determinato acquista 
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un significato solo se è indicato il sistema di riferimento al quale si 
riferisce questa asserzione. In particolare, gli eventi simultanei in 
un certo sistema di riferimento non lo saranno in un altro sistema, 

Per illustrare questo fatto, facciamo un esempio semplice. 

Consideriamo due sistemi di riferimento inerziali XK e XK’ con 
rispettivi assi coordinati xyz ed x'y'2'; il sistema inerziale X' si 
sposta rispetto al sistema X verso destra lungo gli assi x ed z' 
(fig. 1). 

Supponiamo che da un punto A sull'asse 7’ vengano emessi se- 
gnali in due direzioni opposte. Siccome la velocità di propagazione del 


Fig. 1 


segnale nel sistema X’, come in qualsiasi altro sistema inerziale, 
è la stessa in ambedue le direzioni ed è uguale a c, i segnali giungeran- 
no i punti B e C equidistanti da A in uno stesso istante (nel siste- 
ma ). 

Tuttavia, è facile vedere che questi due eventi (arrivo del 
segnale in 8 e C) non saranno affatto simultanei per un osservatore 
che si trovi nel sistema KX. In effetti, la velocità dei segnali relati- 
vamente al sistema X, in accordo con il principio di relatività, 
è sempre uguale a c, e poiché il punto 8 si muove (relativamente al 
sistema A) incontro al segnale emesso, mentre il punto C si allontana 
dal segnale (emesso da A verso C), nel sistema X il segnale arriverà 
prima nel punto B e poi nel punto C. 

Quindi il principio di relatività di Einstein introduce cambiamen- 
ti fondamentali nei concetti principali della fisica. I concetti di 
spazio e di tempo che abbiamo appreso dall’esperienza di tutti 
i giorni sono approssimativi poiché nella vita comune noi abbiamo 
a che fare soltanto con velocità molto piccole rispetto alla velocità 
della luce. 


$ 2. Intervallo 


Wseremo spesso in seguito il concetto di evento. Un evento 
è def'nito dal punto e dall’istante in cui avviene. Un evento 
relativo ad una particella materiale è quindi determinato dalle 
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tre coordinate di questa particella e dall’istante in cui esso si 
è verificato. 

Per ragioni di chiarezza, è talvolta comodo utilizzare un imma- 
ginario spazio quadridimensionale sui cui assi si pongono le tre 
coordinate spaziali e il tempo. In questo spazio un evento sarà 
rappresentato da un punto. Tali punti sono detti punti d’universo. 
Ad ogni particella corrisponde una certa linea (linea d'universo) in 
questo spazio quadridimensionale. I punti di questa linea definisco- 
no le coordinate della particella in tutti gli istanti. Una parti- 
cella materiale in moto rettilineo uniforme ha per linea d’universo 
una retta. 

Traduciamo ora il principio d’invarianza della velocità della 
luce in linguaggio matematico. A tale scopo consideriamo due siste- 
mi di riferimento X e X' che si muovono l'uno rispetto all’altro 
con velocità costante. Scegliamo gli assi coordinati in modo tale 
che gli assi x ed 7’ coincidano, e gli assi y e z siano paralleli agli assi 
y' e z'; indichiamo con t e t' il tempo rispettivamente nei siste- 
mi KeX'. 

Supponiamo che il primo evento consista nell’emissione di un se- 
gnale che si propaga alla velocità della luce da un punto con coordina- 
te 21, Y1, 2; all'istante #, nel sistema di riferimento X. Osserveremo la 
propagazione di questo segnale dal sistema X. Supponiamo che il 
secondo evento consista nell’arrivo del segnale nel punto x,, Y», 
z, all'istante #,. La velocità di propagazione del segnale è c e, di 
conseguenza, il cammino percorso è uguale a c (t,—t,). D'altra parte, 
questa stessa distanza è [(x, — zi)? + (y, — Yi)? + (2, — 2;)71}?. 
Quindi possiamo scrivere la seguente relazione tra le coordinate di 
entrambi gli eventi nel sistema XA: 


(1a — Zi)" + (Ya — Yi) + (2° 21)? — e? (ta — 0)? =0. (2,1) 


Gli stessi eventi, ossia la propagazione del segnale, si possono 
osservare anche dal sistema X°. Siano «|, y;, 2, t le coordinate del 
primo evento nel sistema XK”, e ;, y;, 2}, t; quelle del secondo evento. 
Essendo la velocità della luce la stessa in X ed in X', abbiamo una 
relazione analoga alla (2,4): | 


(2, 2) + (yu —y)?+ (2-2)? — e (1,1)? =0. (2,2) 


Se Z1, Y1r 21 È ed xs, Ya, 22 i, sono le coordinate di due eventi 
arbitrari, la grandezza 


Sa =[c° (ft, tt)? — (1. — xi)? — (YU — Y)° — (22 — z,)2}"? (2,3) 


si chiama intervallo tra questi due eventi. 

Dall’invarianza della velocità della luce deriva quindi che se 
l'intervallo di due eventi è nullo in un sistema di riferimento, esso 
sarà nullo in qualsiasi altro sistema. 
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Se due eventi sono infinitamente vicini, il loro intervallo ds si 


scrive: 
ds® = c*dt* — da* — dy? — d2?. (2,4) 


La forma dell'espressione (2,3) o (2,4) permette di considerare 
l’intervallo dal punto di vista matematico formale come la distanza 
tra due punti in un immaginario spazio quadridimensionale (sui cui 
assi poniamo 7, y,ze il prodotto ct). Esiste, tuttavia, una differenza 
sostanziale tra l’espressione di questa grandezza nello spazio quadri- 
dimensionale e l’espressione coorrispondente nella geometria ordi- 
naria: il quadrato dell'intervallo si ottiene sommando i quadrati 
delle differenze delle coordinate rispetto ai diversi assi con segni 
diversi anziché con segni uguali!). 

Come abbiamo accennato sopra, se ds = 0 in un sistema di ri- 
ferimento inerziale, si ha ds° = 0 anche in un altro sistema. D'altra 
parte, ds e ds’ sono infinitesimi dello stesso ordine. Da queste consi- 
derazioni segue che ds? e ds’? debbono essere proporzionali: 


ds? = a ds’, 


dove il coefficiente a può dipendere solamente dal valore assoluto 
della velocità relativa dei due sistemi inerziali. Esso non può dipen- 
dere dalle coordinate e dal tempo; in caso contrario i differenti punti 
dello spazio e del tempo non sarebbero più equivalenti, cosa che 
è in disaccordo con l’uniformità dello spazio e del tempo. Esso non 
può dipendere neppure dalla direzione della velocità relativa perché 
ciò sarebbe in contraddizione con l’isotropia dello spazio. 

Consideriamo ora tre sistemi di riferimento X, X,, X, e suppo- 
niamo che V, e V, siano le velocità del moto di X, e X, rispetto a K. 
Abbiamo allora: 

dsz=a(V,)dsî, ds?=a(V,)dsî. 


Per la stessa ragione possiamo scrivere: 
E 2 
dsi=@(Vig) ds, 


dove V,, è il valore assoluto della velocità di X, rispetto a X,. 
Confrontando queste relazioni, otteniamo: 
a (V 
a malVia). (2,5) 
La grandezza V,, dipende non soltanto dai valori assoluti dei vettori 
V, e V., ma anche dall'angolo che essi formano. Questo angolo non 


entra affatto nel primo membro della relazione (2,5). Ne segue dun- 
que che questa relazione può essere valida soltanto se la funzione 


1) La geometria quadridimensionale definita dalla formula quadratica (2,4) 
è detta non euclidea a differenza della geometria euclidea ordinaria. Essa fu 
introdotta in relazione alla teoria della relatività da 7. Minkowski. 
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a (V) si riduce ad una costante, uguale a 1, come risulta dalla 
stessa relazione. 
Abbiamo dunque 
ds* = ds'"?, (2,6) 


e dall’uguaglianza di intervalli infinitesimi segue l'uguaglianza 
anche di intervalli finiti: s = s'. 

Abbiamo ottenuto così un risultato di estrema importanza: 
l'intervallo fra due eventi è uguale in tutti i sistemi di riferimento 
inerziali, cioè è un invariante rispetto alla trasformazione di un 
sistema di riferimento inerziale in un qualsiasi altro. Questa inva- 
rianza è dunque l’espressione matematica della costanza della velo- 
cità della luce. 

Supponiamo ancora che z,, Y,, 21; t1 @d %,, Y2, 23, t, siano le coor- 
dinate di due eventi in un sistema di riferimento X. Si domanda 
se esiste un sistema di riferimento X' nel quale questi due eventi 
coincidono nello spazio. 

Poniamo 


ta -ty=t2, (12— ri)°+ (4) + (2-2)? = Li 
Il quadrato dell’intervallo tra gli eventi nel sistema X è allora: 
512 on cîti, li 
e nel sistema A': 
so= eta la, 
ce, in virtù dell'invarianza dell’intervallo, 
cati, — li,=> Hi li. 


Vogliamo che nel sistema KX' i due eventi abbiano luogo nello stesso 
punto, cioè che /,, = 0. Allora 


2 _ 242 è _—_ n29°2 


Di conseguenza, il sistema cercato esiste se s?, > 0, cioè se l’interval- 
lo fra i due eventi è reale. Gli intervalli reali sono detti del genere 
tempo. 

Se l'intervallo tra due eventi è del genere tempo, esiste allora un 
sistema di riferimento nel quale i due eventi sono avvenuti in uno 
stesso punto. Il tempo trascorso tra questi eventi in questo siste- 


DI 


ma e: 


’ Laresar=sa.. ‘6 
ta=7 Ve pr lo = >. (2,7) 

Quando i due eventi sono relativi allo stesso corpo, il loro 
intervallo è sempre del genere tempo. In effetti, lo spazio percorso 
dal corpo tra i due eventi non può essere superiore a ct,z, non potendo 


2* 
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la velocità del corpo superare c. Quindi si ha sempre 
lio < Cha. 


Vediamo ora se è possibile trovare un sistema di riferimento 
tale che i due eventi siano simultanei. Come nel caso precedente 
per i sistemi XK e X° si ha: c?ti, — li, = ct} — I}. Vogliamo 
che #,, = 0; quindi 

sa = la<0. 


Di conseguenza, il sistema cercato può essere trovato solo nel caso in 
cui l’intervallo s,, tra i due eventi è immaginario. Gli intervalli 
immaginari sono detti del genere spazio. 

In tal modo, se l'intervallo tra i due eventi è del genere spazio, 
esiste un sistema di riferimento nel quale i due eventi sono simulta- 
nei. La distanza tra i punti dove questi eventi hanno avuto luogo in 
questo sistema è: 


Lis = VI == Ch = Î$s. (2,8) 


La classificazione in intervalli del genere tempo e spazio è, 
in virtù della loro invarianza, un concetto assoluto. Ciò significa 


Fig. 2 


che la proprietà di un intervallo di essere del genere tempo o spazio 
non dipende dal sistema di riferimento. 

Prendiamo un evento qualunque — chiamiamolo évento O — come 
origine del tempo e delle coordinate spaziali. In altri termini, il 
punto d’universo O sarà l'origine delle coordinate nel sistema quadri- 
dimensionale sui cui assi poniamo z, y, z, ft. Vediamo ora quali sono 
le relazioni del dato evento O con tutti gli altri eventi. Per fissare 
le idee, prendiamo una sola coordinata spaziale e il tempo ponen- 
doli sui due assi (fig. 2). Il moto rettilineo uniforme di una particella 
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che passa per il punto = 0 per t = 0 sarà rappresentato da una 
retta passante per O e formante con l’asse delle # un angolo la cui 
tangente è uguale alla velocità della particella. Essendo c la 
più grande velocità possibile, esiste allora un angolo massimo 
che questa retta può formare con l’asse delle #. Nella fig. 2 sono trac- 
ciate due rette che rappresentano la propagazione di due segnali 
(alla velocità della luce) in due direzioni opposte passanti per l’even- 
to O (cioè passanti per il punto x = 0 quando &£ = 0). Tutte le rette 
rappresentanti il moto di particelle possono trovarsi soltanto 
all’interno delle regioni a0c e dOb. Sulle rette ad e cd abbiamo, 
evidentemente, 7 = + ct. Consideriamo dapprima eventi i cui 
punti d’universo si trovano all’interno della regione a0c. È facile 
vedere che in tutti i punti di questa regione c?f — 2° > 0. In altre 
parole, gli intervalli tra un qualsiasi evento di questa regione e l’even- 
to O sono del genere tempo. Essendo in questa regione t > 0, tutti 
gli eventi in essa avvengono « dopo » l'evento O. Due eventi separati 
da un intervallo del genere tempo non possono essere simultanei in 
alcun sistema di riferimento. Di conseguenza, non è neppure pos- 
sibile trovare un sistema di riferimento dove qualche evento della 
regione a0c avvenga « prima » dell’evento O, cioè che si abbia : < 0. 
In tal modo, tutti gli eventi della regione a0c sono posteriori ad O, 
a prescindere dal sistema di riferimento. Questa regione può quindi 
essere chiamata regione del « futuro assoluto » rispetto all'evento O. 

Analogamente, tutti gli eventi della regione bOd sono nel « pas- 
sato assoluto » rispetto all'evento O, cioè gli eventi di questa regione 
sono anteriori ad O in tutti i sistemi di riferimento. 

Consideriamo infine le regioni d0a e cOb. L'intervallo tra qualsia- 
si evento di queste regioni e l’evento O è del genere spazio. Qualunque 
sia il sistema di riferimento, questi eventi avvengono sempre in 
differenti punti dello spazio. Queste regioni si possono quindi chia- 
mare « regioni di allontanamento assoluto » rispetto ad O. Tuttavia, 
i concetti di « simultaneo », « prima » e « dopo » per gli eventi di 
queste regioni sono relativi. Per ogni evento di queste regioni esisto- 
no sistemi di riferimento dove esso è posteriore ad 0, altri sistemi dove 
esso è anteriore ad O ed, infine, un sistema di riferimento dove esso 
è simultaneo ad 0. 

Notiamo che se si considerano tutte e tre le coordinate spaziali 
invece di una sola, in luogo di due rette intersecantisi nella fig. 2 
si avrebbe un « cono » 22 + y? + 2° — c?t° = 0 nel sistema quadri- 
dimensionale con coordinate z, y, z, #; l’asse del cono (chiamato cono 
di luce) coincide con l’asse delle :. Le regioni del « futuro assolu- 
to » e del « passato assoluto » sono rappresentate allora dalle due 
falde interne di questo cono, rispettivamente. 

Due eventi possono essere legati da un rapporto di causalità 
soltanto nel caso in cui il loro intervallo sia del genere tempo. 
Questo risultato segue immediatamente dall’impossibilità che qual- 
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che interazione si propaghi più velocemente della luce. Come abbia- 
mo appena visto, i concetti di « prima » e « dopo » hanno un senso 
assoluto solo per questi eventi; questa è una condizione indispen- 
sabile perché i concetti di causa e di effetto abbiano senso. 


$ 3. Tempo proprio 


Supponiamo di osservare da un sistema di riferimento inerziale 
un orologio animato da un moto arbitrario rispetto a noi. ln ogni 
istante questo moto può essere considerato uniforme. Possiamo quin- 
di in ogni istante fissare rigidamente all'orologio un sistema di 
coordinate che sarà (con l’orologio) un sistema di riferimento 
inerziale. 

In un intervallo di tempo infinitesimo di (secondo un orologio 
fisso che si trova cioè nel nostro sistema di riferimento) l'orologio 
in movimento percorre la distanza 


V dr? + dy? + d2?. 
Si domanda: quale sarà l'intervallo di tempo dt’ indicato dall’orolo- 
gio in moto? Nel sistema di coordinate legato all'orologio in movi- 
mento quest’ultimo è fermo, cioè dx’ = dy' = dz' = 0. In virtù 
dell’invarianza dell’intervallo, 


ds = c? di? — da? — dij? — dz = c? di'?, 


sa _d2?4 dy?+ dz? 
darf e rd e, 


donde 


Ma 
dr? +-dy® | dz% Dv? 


dt? È 


dove v è la velocità dell'orologio in moto; perciò 


did it. (3,1) 


L'integrazione di questa espressione dà l’intervallo di tempo indi- 
cato dall’orologio in movimento, quando l’orologio fisso indicherà 


il tempo t°g— ti: 
i-t={@ Vate. (3,2) 


Il tempo indicato da un orologio, solidale con un corpo dato, 
è detto tempo proprio di questo corpo. Le formule (3,1) e (3,2) 
esprimono il tempo proprio in funzione del tempo misurato 
nel sistema di riferimento rispetto al quale si considera il moto. 
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Come risulta dalle formule (3,1) e (3,2), il tempo proprio di un 
corpo in moto è sempre minore del corrispondente intervallo di 
tempo nel sistema fisso. In altri termini, un orologio in moto va 
più lentamente di un orologio fisso. 

Supponiamo ora di avere un altro orologio in moto rettilineo 
uniforme rispetto ad un sistema di riferimento inerziale X. Il siste- 
ma K' solidale con il secondo orologio è anch'esso inerziale. Allora, 
l'orologio del sistema KX', dal punto di vista di un osservatore nel 
sistema X, ritarda rispetto all'orologio dell’osservatore. E al contra- 
rio, dal punto di vista del sistema X°”, ritarda l'orologio nel sistema K. 
Per convincerci che non esiste alcuna contraddizione, consideriamo il 
seguente fatto. Per costatare che l'orologio di X' ritarda su quello di X, 
procediamo nel modo seguente. Supponiamo che in un certo istante 
l'orologio di K' incontri quello di X e che in questo istante essi 
indichino lo stesso tempo. Per confrontare l'andatura degli orologi 
di K edi X', bisogna nuovamente confrontare le indicazioni dell'oro- 
logio di X' con un secondo orologio di X, ossia con quello incontrato 
dall’orologio di X' in un altro istante. Si scopre cosi che l’orologio 
di K' ritarda sull’orologio di XK con quale viene confrontato. Per 
poter confrontare l'andatura degli orologi in due sistemi di riferimen- 
to, occorrono quindi più orologi in un sistema e un orologio in un 
altro sistema. 

Risulta perciò che questo processo non è simmetrico rispetto 
ai due sistemi considerati. In ritardo sarà sempre l'orologio 
che viene confrontato con differenti orologi dell'altro sistema di 
riferimento. 

Se si prendono due orologi uno dei quali descrive una traiettoria 
chiusa per tornare alla posizione iniziale (dove si trova l’orologio 
fisso), risulterà in ritardo proprio l'orologio in moto (rispetto a quel- 
lo rimasto fisso). Il ragionamento inverso, nel quale i ruoli degli 
orologi vengono invertiti, non è valido perché l’orologio descrivente 
la traiettoria chiusa non compie un moto rettilineo e uniforme, e il 
sistema di riferimento relativo ad esso non è inerziale. 

Siccome le leggi della natura sono identiche soltanto in sistemi 
di riferimento inerziali, i sistemi di riferimento relativi all'orologio 
fisso (sistema inerziale) e a quello in moto (sistema non inerziale) 
possiedono proprietà differenti, e il ragionamento secondo il quale 
l'orologio fisso dovrebbe ritardare è sbagliato. 

L'intervallo di tempo indicato da un orologio è uguale all’inte- 


grale 2 | ds preso lungo la linea d’universo di questo orologio. Se 


l'orologio è fisso, la sua linea d’universo è una retta parallela all'asse 
del tempo; se invece l'orologio compie un moto non uniforme lungo 
una traiettoria chiusa e ritorna alla posizione di partenza, la sua 
linea d'universo è una curva passante per due punti sulla retta d’uni- 
verso di un orologio fisso, corrispondenti all’inizio ed alla fine del 
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moto. D'altra parte, abbiamo visto che il tempo indicato da un 
orologio in quiete è sempre maggiore di quello di un orologio in 


moto. Si arriva quindi alla conclusione che l'integrale | ds preso 


tra due punti d’universo dati ha un valore massimo quando 
è esteso alla retta d’universo che congiunge questi due punti). 


$ 4. Trasformazione di Lorentz 


Ci proponiamo ora di trovare le formule di trasformazione da un 
sistema di riferimento inerziale in un altro, cioè le formule che 
permettono, conoscendo le coordinate x, y, z, # di un evento in un 
sistema di riferimento X, di trovare le coordinate x’, y', 2°, t" dello 
stesso evento in un altro sistema inerziale X*. 

Questo problema in meccanica classica si risolve molto facil- 
mente. Essendo il tempo assoluto, abbiamo t = #'; scegliendo poi le 
coordinate nel modo solito (facendo cioè coincidere gli assi x ed 2°, 
mentre gli assi y, z restano paralleli a y', z' e il moto avviene lungo 
gli assi x ed x’), le coordinate y e z saranno evidentemente uguali 
alle coordinate y' e 2", mentre le coordinate x ed x’ differiranno per 
la distanza percorsa da un sistema rispetto all’altro; se come origine 
del tempo si prende l’istante in cui i due sistemi delle coordinate 
coincidono e se si indica con V la velocità di X' rispetto a X, questa 
distanza sarà allora Vi. Quindi si ha: 


ver kViyaey ai (4,1) 


Queste sono le formule di trasformazione di Galilei. È facile verificare 
che questa trasformazione, come c’era da aspettarsi, non soddisfa la 
condizione della teoria della relatività: essa non lascia invariante 
l’intervallo tra due eventi. 

Per cercare le formule di trasformazione relativistiche, partiremo 
dal requisito che esse lascino invarianti gli intervalli. 

Come abbiamo visto nel $ 2, l'intervallo tra due eventi si può 
considerare come la distanza tra i due punti d’universo corrispondenti 
in un sistema di coordinate quadridimensionale. Possiamo dunque 
affermare che la trasformazione cercata deve lasciare inalterate tutte 
le lunghezze nello spazio quadridimensionale x, y, 2, #, ct. Tali tra- 
sformazioni non possono essere che traslazioni e rotazioni del sistema 
di coordinate. Le traslazioni del sistema di coordinate non presentano 


1) Si suppone naturalmente che questi punti e le linee che li congiungono 
siano tali che tutti gli elementi ds su queste linee sono del genere tempo. 

Questa proprietà dell’integrale è dovuta al carattere non euclideo della 
geometria quadridimensionale. In uno spazio euclideo questo integrale sarebbe 
minimo lungo una retta. 


PRINCIPIO DI RELATIVITA 25 


alcun interesse perché si riducono ad un semplice spostamento 
dell’origine delle coordinate spaziali e ad un cambiamento dell’ori- 
gine dei tempi. Quindi la trasformazione cercata dev'essere espressa 
matematicamente come rotazione di un sistema di coordinate 
quadridimensionale x, y, 2, £. 

Ogni rotazione in uno spazio quadridimensionale può essere scom- 
posta in sei rotazioni rispettivamente nei piani xy, 2Y, 22, tx, ty, tz 
(analogamente una rotazione nello spazio ordinario può essere scom- 
posta in tre rotazioni nei piani zy, zy ed zz). Le tre prime rotazioni 
trasformano solo le coordinate spaziali; esse corrispondono quindi 
alle rotazioni ordinarie nello spazio euclideo. 

Consideriamo una trasformazione nel piano tr; le coordinate 
y e z restano invariate. In particolare, questa trasformazione deve 
lasciare invariata la differenza (ct)? — 2°, ossia il quadrato della 
« distanza » del punto (ct, x) dall’origine delle coordinate. La relazio- 
ne tra le vecchie e le nuove coordinate in questa trasformazione 
è data dalle formule 

x= x chp + ci shy, ct= 2 shyw+ cé'ch y, (4,2) 
dove y è l’« angolo di rotazione »; è semplice verificare l’uguaglian- 
za cet? — x° = c® 1°? — x">. Le formule (4,2) si differenziano dalle 
formule ordinarie di trasformazione nella rotazione degli assi coor- 
dinati per la sostituzione delle funzioni trigonometriche con quelle 
iperboliche. In questo si manifesta la differenza della geometria non 
euclidea dalla geometria euclidea. Le formule che cerchiamo sono le 
formule di trasformazione che permettono di passare da un sistema 
di riferimento inerziale K ad un sistema X' che si muove rispetto 
a K lungo l’asse x con velocità V. In questo caso è evidente che 
sono soggetti alla trasformazione soltanto la coordinata x ed il 
tempo t. Questa trasformazione deve avere la forma (4,2). Resta 
da determinare l’angolo w che può dipendere solo dalla velocità 
relativa V1). 

Consideriamo il moto dell’origine delle coordinate di X' nel 
sistema K. Allora 2’ = 0, e le formule (4,2) si scrivono 


z=ct'shy, ct=ct'chw, 

o, dividendo membro a membro, 

IT 

at d. 
dove z/t è evidentemente la velocità del sistema X° rispetto a X. 
Si ha quindi 

V 
th gl), nora , 
1) Per evitare confusione, indicheremo ovunque con V la velocità relativa 


costante tra due sistemi inerziali e con v la velocità di una particella in moto, 
che non è necessariamente costante. 
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ia, {9 


Queste sono le formule di trasformazione cercate, che sono chiamate 
formule di trasformazione di Lorentz. Queste formule saranno in 
seguito di importanza fondamentale. 

Le formule inverse, esprimenti x’, y', 2°, t#" mediante z, y, z, &, 
si possono ottenere semplicemente operando la sostituzione di V 
con —Y (poiché in questo caso il sistema X si muove relativamente 
a K' con velocità —V). Le stesse formule si possono ottenere diret- 
tamente risolvendo le equazioni (4,3) rispetto ad x’, y', 2’, #°. 

Dalla (4,3) è facile vedere che, quando si passa alla meccanica 
classica per c + c0, le formule di trasformazione di Lorentz si 
riducono effettivamente alla trasformazione di Galilei. 

Se nelle formule (4,3) V => c, le coordinate z, # diventano imma- 
ginarie; questo corrisponde all’impossibilità di un moto con velo- 
cità superiore a quella della luce. Non è nemmeno possibile avere 
un sistema di riferimento che si muova ad una velocità uguale a quel- 
la della luce perché i denominatori delle formule (4,3) si annul- 
lerebbero. 

Per velocità V, piccole rispetto alla velocità della luce, in luogo 
delle (4,3) si possono utilizzare le formule approssimate 


qr=Xx +V0, y=y', z=2', t=l' +e. (4,4) 


Consideriamo ora un’asta in quiete nel sistema X e disposta 
parallelamente all'asse x. Sia Ax-= x, — z; (dove x, ed 7, sono 
le coordinate delle estremità dell’asta nel sistema X) la sua 
lunghezza misurata in questo sistema. Cerchiamo ora la sua 
lunghezza nel sistema X'. A tale scopo bisogna trovare le coordinate 
delle due estremità (x; ed xj) in questo sistema allo stesso istante ?'. 
Dalle (4,3) abbiamo: 


zi + Vi _ cat Vi 


e, Lo = "4 
V Vv? Vi V2 
ri ir 


T4= 
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La lunghezza dell’asta nel sistema X' è Az'=z,— 7, e si 
ottiene sottraendo 7, da z;: 
Aa' 


hi=T=a. 
VE 


Si chiama lunghezza propria di un’asta la sua lunghezza nel 
sistema di riferimento dove essa è in quiete. Indicando con 
lo = Ax la lunghezza propria e con / la lunghezza della stessa 
asta misurata nel sistema X', otteniamo la relazione: 


CT va 
l=loy OT, (4,9) 


i 


Da questa formula è chiaro che la lunghezza dell’asta è maggiore 
nel sistema di riferimento dove essa è in quiete. La sua lun- 
ghezza, in un sistema in cui si muove con la velocità V, dimi- 


nuisce nel rapporto di V 1 — V?/c?. Questo risultato della teoria del- 
la relatività si chiama contrazione di Lorentz. 

Poiché le dimensioni trasversali di un corpo in moto non cambia- 
no, il suo volume 7 si riduce allo stesso modo: 


S=T% pina. (4,6) 


dove 7, è il volume proprio del corpo. 

Le trasformazioni di Lorentz ci permettono di trovare i già 
noti risultati, relativi al tempo proprio ($ 3). Consideriamo un oro- 
logio in quiete nel sistema XK”. Siano dati due eventi che accadono 
in uno stesso purto x’, y', z° dello spazio nel sistema X°'. Il 
tempo che separa questi eventi nel sistema X' è At = t}— t;. 
Cerchiamo ora il tempo At che separa gli stessi eventi nel sistema X. 
Dalle (4,3) abbiamo: 


CARO V , V ’ 
i a apo Nidi tota * 


=== ta 


v2 o ui Ti — qa! 
Vi4 Pia 


o, sottraendo l’uno dall'altro, 


tyg-t=Aht= ==, 
Vi T 
C 


che è in pieno accordo con là (3,1). 

Notiamo infine ancora una proprietà delle trasformazioni di 
Lorentz, che le distingue dalle trasformazioni di Galilei. Quest’ul- 
time possiedono, come si dice, la proprietà commutativa, cioè il 


At' 
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prodotto di due trasformazioni di Galilei successive (con differenti 
velocità V, 3 V,) non dipende dall'ordine nel quale queste trasforma- 
zioni sono effettuate. Al contrario, il prodotto di due trasformazioni 
di Lorentz successive dipende, in generale, dal loro ordine di successio- 
ne. Da un punto di vista puramente matematico, questo è una con- 
seguenza dell’interpretazione formale di queste trasformazioni come 
rotazioni di un sistema quadridimensionale di coordinate: è notorio 
che il risultato di due rotazioni (intorno ad assi differenti) dipende 
dall’ordine nel quale esse sono effettuate. Fanno eccezione soltanto 
le trasformazioni con vettori V, e V, paralleli (esse sono equivalenti 
a rotazioni di un sistema quadridimensionale di coordinate intorno 
allo stesso asse). 


$ 5. Trasformazione della velocità 


Nel paragrafo precedente abbiamo trovato le formule che permet- 
tono di trovare, conoscendo le coordinate di un evento in un sistema 
di riferimento, le coordinate dello stesso evento in un altro sistema 
di riferimento. Stabiliamo ora le formule che legano le velocità di 
una particella materiale in sistemi di riferimento distinti. 

Supponiamo ancora una volta che il sistema X' si muova relati- 
vamente al sistema X con velocità V lungo l’asse 7. Siano v, = 
= dxr/dit la componente della velocità di una particella nel sistema 
K ev, = dx'/dt' la componente della velocità della stessa particella 
nel sistema X'. 

Dalla (4,3) otteniamo: 

V 
; ; dit'+- da' 
diede. dpedjlj.died, lie ==. 


va” vV2 
V:-5 VG 


Dividendo le prime tre uguaglianze per la quarta ed introducendo le 
velocità 


ved ya 
di’ dt' ’ 
troviamo: 
‘ vV2 V2 
PI Vy pi V, i 
Va = n 9 Oy= 77: V= —_: (9,1) 
Sabren: Sara ATTI 


Queste sono le formule di trasformazione delle velocità. Esse espri- 
mono la legge di composizione delle velocità nella teoria della rela- 
tività. Nel caso limite in cui c + 00, esse si trasformano nelle for- 
mule v, = v: + V, v, = by, v, = v; della meccanica classica. 
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Nel caso particolare in cui la particella si muove parallelamente 
all’asse 7, abbiamo v.,=v, vy=v,=0. Allora vyy=v;=0, 
vi=V' e 

p= +. (5,2) 


c? 


E facile verificare che questa somma di due velocità, inferiori 
o uguali alla velocità della luce, è sempre una velocità non superiore 
a quella della luce. 

Per velocità YV, notevolmente inferiori alla velocità della luce 
(la velocità v può essere arbitraria), con una approssimazione sino ai 
termini dell'ordine V/c abbiamo: 


, vi CL, I. V LA AP V 
Vi=Ux t V 5} ’ Uy =Vy Valy 7 I = 0 — UV - 


Queste tre formule si possono riunire in una sola formula vetto- 
riale 


vav+v-4 (Vw)v. (5,3) 


Notiamo che le due velocità componenti v’ e V entrano nella 
legge relativistica di composizione delle velocità (5,1) in modo asim- 
metrico (quando esse non sono dirette tutte e due parallelamente 
all’asse 7). Questo fatto è dovuto naturalmente alla non commutati- 
vità delle trasformazioni di Lorentz menzionata nel paragrafo pre- 
cedente. 

Scegliamo gli assi coordinati in maniera tale che la velocità 
della particella in un istarite dato appartenga al piano 7y. Le sue com- 
ponenti nel sistema X saranno allora vx = v cos 08, v, = vsen 0, e nel 
sistema XK’, rispettivamente, v; = v' cos 0”, v, = v' sen0' (v, v' 
e 0, 0’ sono i valori assoluti della velocità e gli angoli che essa for- 
ma con gli assi 7 ed 2’ rispettivamente nei sistemi X e KX'). Con 
l'aiuto delle formule (5,1) troviamo: 


v 1-1 sen 8’ (5 A 


tg6= v' cos 8’ +-V ° 
Questa formula determina il cambiamento di direzione della 
velocità nel passaggio da un sistema di riferimento ad un altro. 
Consideriamo più in dettaglio un caso particolarmente importan- 
te di questa formula, ossia la deviazione della luce nel passaggio da 
un sistema di riferimento ad un altro, fenomeno detto aberrazione 
della luce. In questo caso si ha v = v' = c, e la formula precedente 
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pa 
ig0=--=—_C sen@”. (5,5) 


— + c08 0’ 


assume la forma: 


Le stesse formule di trasformazione (5,1) ci permettono di otte- 
nere facilmente una relazione analoga tra sen 0 e cos 0: 


UL. V 

at i cos 0'+ — 
sen@=-——__ sen 0", così=--—-—. (5,6) 

1: cos 1-4 cos d' 


Nel caso in cui V<« c, dalla (5,6) con una approssimazione 
sino ai termini d'ordine V/c ricaviamo: 


V 
sen0—T— sen 0/ = — — sen 0’ così”. 


Introducendo l'angolo A0 = 0’ — 0 (angolo di aberrazione), trovia- 
mo con la stessa approssimazione 


AQ= 1a sen 0’ (5,7) 


che è la formula elementare ben nota dell’aberrazione della luce. 


$ 6. Quadrivettori 


L'insieme delle coordinate (ct, x, y, z) di un evento può essere 
considerato come le componenti di un raggio vettore quadridimen- 
sionale (o, per brevità, raggio quadrivettore) nello spazio quadridi- 
mensionale. Indicheremo con 7° le sue componenti, dove l’indice è 
assume i valori 0, 1, 2, 3 e dove 


seat = ya. 


Il quadrato della « lunghezza » di un raggio quadrivettore è dato 
dall'espressione 
(29)? — (21)? — (22)? — (2°)?. 


Esso non varia per trasformazioni qualsivogliono del sistema di 
coordinate quadridimensionale, quali sono in particolare le tra- 
sformazioni di Lorentz. 

In generale, si chiama quadrivettore (4-vettore) A° l'insieme di 
quattro grandezze A°, A1, A?, A’, che si trasformano come le compo- 
nenti 2° di un raggio quadrivettore per trasformazioni del sistema di 
coordinate quadridimensionale. Le trasformazioni di Lorentz ci 
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danno: 


404 T A'1 A'13:- — A°0 
DI. | APERIRE IO AI=- ———_ A?=A"2, A=A"3, (6,4) 


UZI UA) 
V1-5 VE 


Il quadrato del valore di ogni quadrivettore è definito analo- 
gamente al quadrato di un raggio quadrivettore 


(4°)? — (45)? — (A2)?— (4°)?. 


Per rendere più comoda la scrittura di tali espressioni, introduciamo 
due « tipi » di componenti dei quadrivettori indicandole rispettiva- 
mente con A* ed A; aventi l’indice in alto e in basso. Teniamo 
intanto presente che 


Asd: Adi Adi Ai: (6,2) 


Le grandezze A' sono dette componenti controvarianti ed A; com- 
ponenti covarianti del quadrivettore. Il quadrato di un quadrivettore 
assume allora la forma 


3 
DI A'A:= A°Ap+ A'4, + A2A4, + 4843. 


î=0 


Queste somme si scrivono di solito nella forma A'A;, omettendo il 
segno di somma. Si adctta in generale la regola secondo la quale 
con ogni indice ripetuto due volte in una data espressione si 
sottintende la sommatoria, ma il segno di somma va omesso. Inoltre, 
in ogni coppia di indici uguali uno deve essere scritto superiormente 
e l’altro inferiormente. Questo modo di esprimere una sommatoria su 
indici detti muti è molto comodo e semplifica notevolmente la scrit- 
tura delle formule. 

Nel presente volume con le lettere latine i, 4, /,... indicheremo 
gli indici quadridimensionali che assumono i valori 0, 1, 2, 3. 

Per analogia con il quadrato di un quadrivettore il prodotto 
scalare tra due differenti quadrivettori si definisce: 


A'B; = A°Bo + A!B, + A?B, + A*B,. 


È peraltro evidente che questo prodotto si può denotare sia con A'B; 
che con A4;B*, senza cambiarne il risultato. Secondo una regola più 
generale gli indici superiori ed inferiori in ogni coppia di indici muti 
possono sempre essere scambiati di posto!). 

Il prodotto A'8; è un 4-scalare: esso è invariante rispetto alle 
rotazioni del sistema di coordinate quadridimensionale. È facile 


1) Nelle pubblicazioni moderne si omettono generalmente gli indici dei 
quadrivettori, indicando quadrati e prodotti scalari semplicemente con 4%, AB. 
Nel presente volume tuttavia non adotteremo questo tipo di notazioni. 
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verificare direttamente questa affermazione!), che risulta evidente 
(per analogia con il quadrato A4'A;) anche dal fatto che tutti i qua- 
drivettori si trasformano secondo la stessa legge. 

La componente A° di un quadrivettore si chiama temporale, e le 
componenti A4!, A?, A* spaziali (per analogia con il raggio quadrivet- 
tore). Il quadrato di un quadrivettore può essere positivo, negativo 
o nullo; si parla allora rispettivamente di quadrivettori del genere 
tempo, del genere spazio e nulli o del genere luce (la terminologia è 
la stessa usata per gli intervalli)?). 

Rispetto alle rotazioni puramente spaziali (cioé alle trasforma- 
zioni che non interessano l’asse del tempo) le tre componenti spaziali 
del quadrivettore A' compongono un vettore tridimensionale A, 
mentre la quarta componente temporale del quadrivettore rappre- 
senta (rispetto alle stesse trasformazioni) uno scalare a tre dimen- 
sioni. Elencando le componenti di un. quadrivettore, spesso useremo 


la seguente notazione: 
A' = (A°, A), 


mentre le componenti covarianti dello stesso quadrivettore si scri- 
veranno: A; = (A°, —A) e il quadrato del quadrivettore: 4°'4; = 
= (4%? — A”. Quindi per un raggio quadrivettore avremo 


x'=(ct,r), x:=(ct, —r), z'ri=c00—r°. 


Poiché non c'è nessun bisogno di distinguere nei vettori tridimensio- 
nali (in coordinate x, y, z) le componenti covarianti e controva- 
rianti, ovunque denoteremo (laddove ciò non generi confusione) le 
sue componenti A, (a = z, y, z) con indici inferiori usando le 
lettere greche. In particolare, con indici greci ripetuti due volte 
s’intenderà la sommatoria rispetto a tre valori 7, y, 2 (ad esempio, 
AB = ABa). 

Si chiama tensore quadridimensionale (4-tensore) di rango 2 l’in- 
sieme di 16 grandezze A** che per trasformazione delle coordinate 
si trasformano come prodotti di componenti di due quadrivettori. 
Analogamente sono definiti i 4-tensori di rango superiore. 

Le componenti dei tensori quadridimensionali di rango 2 pos- 
sono essere di tre tipi: controvarianti A*, covarianti Aix e miste A°% 
(riguardo a quest'ultime bisogna distinguere A‘, da A*;, cioè tener sem- 


1) È da tener PERE che la legge di trasformazione di un quadrivettore, 
espressa mediante le componenti covarianti, si distingue (per il segno) dalla 
stessa legge espressa con le componenti controvarianti. Ad esempio, in luogo 
della (6,1) si avrà evidentemente: 


Aj-t 4; 4-4; 
A= = A= Ag= A, A3=Aj. 


V2° 
V1-5 


*) I quadrivettori nulli si chiamano anche isotropi. 
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pre presente quale degli indici, il primo o il secondo, sta superior- 
mente o inferiormente. I diversi tipi delle componenti sono legati 
dalla regola generale seguente: l’innalzamento o l'abbassamento 
dell'indice temporale (0) non cambia il segno della componente, 
mentre l’innalzamento o l'abbassamento dell’indice spaziale (1, 2, 3) 
ne cambia il segno. Per esempio: 


Av = 499, Ao = — A, Au= A, ILIIO) 
A%= 49, Ag= 4%, A49,= —A4%, A/S=—A!i,... 


Rispetto alle trasformazioni puramente spaziali le nove compo- 
nenti A4!!, A!%,..., formano un tensore tridimensionale. Le tre com- 
ponenti 4°, 4°, A4° e le tre componenti A!°, A?°, A3° formano vet- 
tori tridimensionali, e la componente A° è uno scalare tridimensio- 
nale. 

Il tensore A‘ si chiama simmetrico se A' = A”', e antisimmet- 
rico se A°# = — A*'. Un tensore antisimmetrico ha tutte le compo- 
nenti diagonali nulle (cioè le componenti 4%, A4!, ...) perché, Po 
esempio, dev'essere 4° — — 4°. Per un tensore simmetrico A le 
componenti miste A', ed A' evidentemente coincidono; in questi casi 


scriveremo Ai mettendo gli indici l'uno sopra l'altro. 

Ogni uguaglianza tensoriale deve contenere in ambo i membri 
indici liberi, ossia non muti, uguali ed ugualmente disposti (supe- 
riormenteo inferiormente). Gli indici liberi nelle uguaglianze tensoria- 
li si possono spostare (superiormente o inferiormente), ma è obbli- 
gatorio che vengano spostati contemporaneamente in tutti i termini 
dell'uguaglianza. Non è però « legittimo » uguagliare le componenti 
controvarianti o covarianti dei tensori diversi; tale uguaglianza, 
anche avvenuta per caso in qualche sistema di riferimento, non 
sarebbe valida in un altro sistema. 

Con le componenti di ogni tensore A‘ si può formare uno scalare 
scrivendo la somma 


A';= A%+ A1,4+ 4% +43 


(dove naturalmente Ai, = A;'). Tale somma è chiamata traccia del 
tensore, e l’operazione contrazione o semplificazione del tensore. 

Il prodotto scalare di due quadrivettori considerato sopra si 
presenta come un "operazione di contrazione: è la formazione dello 
scalare 4'B, dal tensore A'8,. In generale, ogni contrazione per una 
coppia di indici diminuisce di 2 il rango del tensore. Per esempio, 
Ar: è un tensore di rango due, 4,8” un 4-vettore, 4‘, uno sca- 
lare, ecc. Si chiama 4-tensore unità il tensore 8} definito dall’ugua- 
glianza 


sì Ai = A° (6,3) 
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per qualsiasi quadrivettore A*. È evidente che le componenti di 
questo tensore sono 


si 1, se i=k, 
={ 0, se ixtk. (6,4) 


La sua traccia è 6j = 4. 

Innalzando o abbassando uno degli indici del tensore 8î, si ottiene 
un tensore controvariante o covariante che indicheremo, rispetti- 
vamente, con g°* o gix. I tensori g** e gi, detti tensori metrici, 
hanno componenti uguali che si possono rappresentare sotto forma 


di tabella: 


1 0 0 0 
1 O —1 0 0 
ih\ __ È i 

0 0 0 1 


a i indica lerighe e l'indice £ le colonne nell'ordine 0, 1, 2, 3). 
evidente che 


gin A*= Ai, g''Ar — A, (6,6) 


Possiamo quindi scrivere il prodotto scalare di due quadrivettori 


nella forma 
A'A; = gin A'A* = g'*A;An. (6,7) 


I tensori $x, £ix, 2° sono particolari nel senso che le loro com- 
ponenti sono uguali in tutti i sistemi di coordinate. Della stessa 
proprietà gode il tensore unità completamente antisimmetrico di 
rango quattro e. vale a dire il tensore le cui componenti 
differenti da zero sono uguali a +4 e cambiano di segno scambiando 
tra loro due indici qualsiasi. Dall’antisimmetria segue che tutte 
le componenti di questo tensore che hanno almeno due indici uguali 
sono nulle; sono differenti da zero soltanto quelle componenti nelle 
quali tutti e quattro gli indici sono diversi. Ponendo 


e0123 — + 4 (6,8) 
(e quindi 0133 = —1), tutte le componenti e‘ differenti da zero 
sono uguali a 1 oppure a —1, a seconda che sia pari o dispari il 


numero di permutazioni (trasposizioni) necessario per riportare gli indi- 
ci nella successione naturale 0, 1, 2, 3. Il numero di tali componenti 
è 4] = 24. Perciò 

e'!Me tim = — 24, (6,9) 
Rispetto alle rotazioni del sistema di coordinate le grandezze e‘*” si 
comportano come le componenti di un tensore; se invece una delle tre 
coordinate cambia di segno, le componenti e‘, essendo identiche in 
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tutti i sistemi di coordinate, non cambiano, mentre, come è noto, le 
componenti di un tensore dovrebbero cambiare di segno. Risulta 
quindi che e'*!”" non è un tensore vero e proprio, ma uno pseudoten- 
sore. Gli pseudotensori di rango qualsiasi, in particolare gli pseudo- 
scalari, si comportano come tensori in ogni trasformazione di coordi- 
nate, ad eccezione di quelle trasformazioni che non possono essere 
ridotte a rotazioni, ossia ad eccezione delle inversioni di assi 
non riducibili a rotazioni. 

I prodotti e'*”e9"* formano un vero 4-tensore di rango ot- 
to; con la contrazione di una o più coppie di indici esso si riduce 
a tensori di rango sei, quattro e due. Tutti questi tensori hanno 
una forma identica in ogni sistema di coordinate. Per guesto le loro 
componenti debbono esprimersi sotto forma di combinazioni di 


prodotti delle componenti del tensore unità 6, che è l’unico vero 
tensore le cui componenti sono identiche in tutti i sistemi. Tali 
combinazioni si compongono facilmente partendo dalle proprietà 
di simmetria rispetto alle trasposizioni degli indici, proprie di tali 
combinazioni!). i 

Se A'* è un tensore antisimmetrico, il tensore A'* e lo pseudoten- 


sore A*' — + e! A, sono detti duali. Analogamente e'*!” A,, 


è uno pseudotensore antisimmetrico del terzo ordine, duale del vetto- 
re A*. Il prodotto di due tensori duali A°*4%, è evidentemente uno 
pseudoscalare. 

In relazione a quanto appena esposto, ricordiamo qualche pro- 
prietà analoga dei vettori e dei tensori tridimensionali. Si chiama 
pseudotensore unità completamente antisimmentrico di rango tre 
un insieme di grandezze eyg, che cambiano di segno quando si tra- 
spone una coppia qualunque di indici. Sono differenti da zero soltanto 
le componenti di e,gy con i tre indici diversi. Ponendo la compo- 
nente e,,, = 1, le altre sono uguali ad 1 oppure a —1 a seconda che 


1) Riportiamo qui a titolo di informazione le formule corrispondenti: 
i i ì i 
ò, 6. 6 6; 


8 i 1 i 

kh h kh h òp ò, ò, 

. n 6, ò, 6: ih h h h 
e'kIme pg = — 1 1 ! 1 ’ et Ime rem= — n 67 Ò, , 

sì sl sl sl ui 

) 

p_Ur ‘s 


65 ds dr 
eihimenrim= —2(656— 86%), ecihimeppim=—68ì. 
Il risultato della contrazione completa data dalla (6,9) permette di verificare 


i coefficienti generali in queste formule. 
La prima di queste formule dà come conseguenza: 


ePrstA;pAnrAts Amt= — ACihim, e'FImeprstA; AprArsAmt= 244, 
dove A è il determinante composto di grandezze 4;x. 
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sia pari o dispari il numero di trasposizioni necessario per ricondurre 
la successione a, f, y alla successione z, y, 21). 

I prodotti exgytany formano un vero tensore tridimensionale 
di rango sei e per questo si esprimono sotto forma di combinazioni 
di prodotti delle componenti del tensore unità tridimensionale 8, g°). 

Invertendo il sistema di coordinate, cioè cambiando di segno 
tutte le coordinate, cambiano di segno le componenti di un vettore 
tridimensionale ordinario. Vettori di questo tipo sono detti polari. 
Le componenti di un vettore, che può essere rappresentato come il 
prodotto vettoriale di due vettori polari, non cambiano di segno nel- 
l'inversione. Questi vettori sono chiamati assiali. Il prodotto 
scalare di un vettore polare e di un vettore assiale non è un vero scala- 
re, ma uno pseudoscalare: esso cambia di segno nell’inversione delle 
coordinate. Un vettore assiale è uno pseudovettore, duale di un ten- 
sore antisimmetrico. Per esempio, se C = [AB], si ha 


1 . 
Ca = 2 Carl By: dove Cpy == ApB,— A,Bs. 

Torniamo ai 4-tensori. Le componenti spaziali (i, k,...= 
=/1,2,3) di un 4-tensore antisimmetrico A' formano un tensore 
tridimensionale antisimmetrico rispetto alle trasformazioni pura- 
mente spaziali; secondo quanto detto sopra, le sue compenenti 
si esprimono mediante le componenti di un vettore assiale tridimen- 
sionale. Le componenti 4%, A°, A° formano, invece, rispetto alle 
stesse trasformazioni un vettore tridimensionale polare. Le compo- 
nenti di un 4-tensore antisimmetrico possono essere qui rappresen- 
tate dalla seguente tabella: 

0° Pax Py PD: 

— O —a a 
(A) a Px z yY , (6,10) 

—p, a, 0 —ax 

— p: ai Ay Ax 0 
dove ped a sono rispettivamente un vettore polare e un vettore assiale 
rispetto alle trasformazioni spaziali. Per indicare le componenti di 


1) L’invarianza delle componenti del 4-tensore ei*!m in rotazioni del sistema 
di coordinate quadridimensionale e l’invarianza delle componenti del 3-tensore 
in rotazioni degli assi coordinati spaziali rappresentano casi particolari 


ta By 
della regola SARO: ogni tensore completamente antisimmetrico di rango uguale 
al numero di dimensioni dello spazio, dove esso è definita, è invariante in 


rotazioni del sistema di coordinate in questo spazio. 
2) Riportiamo le formule corrispondenti: 


dar dan day 
ceapyrmv=| Uan pu pv] - 
da Su Sy 
Contraendo questo tensore su una, due e tre coppie di indici, otteniamo: 
tapyemy = Sa18pu— Saudpro CaBvespy=2ba%: Capriati =0 
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un 4-tensore antisimmetrico, le denoteremo: 
A'=(p, a); 
le componenti covarianti dello stesso tensore saranno allora: 
Ai = (— P, a). 

Soffermiamoci, infine, su alcune operazioni differenziali ed 
integrali dell’analisi tensoriale quadridimensionale. 

Il 4-gradiente dello scalare q è il quadrivettore 

0 _{({1 99 
ail» Vo): 
È necessario tener presente che le derivate scritte vanno considerate 
come le componenti covarianti di un quadrivettore. Infatti, il dif- 
ferenziale di uno scalare 
dq ; 
dg= — dr° 
+ ori 
è pure uno scalare; l’asserzione fatta risulta chiaramente dalla sua 
forma (prodotto scalare di due quadrivettori). 

In generale gli operatori di derivazione rispetto alle coordina- 
te x',0/0x* vanno considerati come componenti covarianti di un 
operatore quadrivettoriale. Perciò la divergenza di un quadrivettore 
dA'/9x*, dove si derivano le componenti controvarianti A*, è uno 


scalare!). 

Nello spazio tridimensionale, l’integrazione può esser estesa ad 
un volume, ad una superficie e ad una curva. Nello spazio quadri- 
dimensionale sono possibili i quattro casi d'integrazione. 


1) Se la derivazione è fatta rispetto alle « coordinate covarianti » z;, le 
derivate 


CT e _(- dq 
I rag did "al Cie nd i 


costituiscono le componenti controvarianti di un quadrivettore. Ricorreremo 
a tale notazione solo in rarissimi casi (ad esempio, per scrivere il quadrato del 


3 è dp dq 
aa Cr: ) 
Notiamo che le derivate parziali rispetto alle coordinate vengono scritte 


spesso con i simboli abbreviati 


Gli operatori di derivazione scritti in questa forma mostrano chiaramente il 
carattere controvariante o covariante delle grandezze che essi contribuiscono 
a formare. Lo stesso vantaggio si ha utilizzando un’altra notazione abbreviata 
delle derivate, cioè mediante gli indici preceduti da una virgola: 

dg si dg 


LIL ARPITE, P pr 
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1) Integrale esteso a una curva dello spazio quadridimensionale. 
L'elemento d'integrazione è un elemento di lunghezza, cioè il quadri- 
vettore dz'°. 

2) Integrale esteso a una superficie (bidimensionale) dello spa- 
zio quadridimensionale. È noto che nello spazio tridimensionale le 
proiezioni dell’area di un parallelogrammo, costruito con due vettori 
dr e dr’, sui piani coordinati x,7g sono uguali a drxdrg — drgdza. 
Per analogia, nello spazio quadridimensionale l'elemento infinitesi- 
mo di superficie è determinato dal tensore antisimmetrico di 
rango due df'*=dxr'dx'* — dr*dr''; le sue componenti sono 
uguali alle proiezioni dell’area dell'elemento sui piani coordi- 
nati. Nello spazio tridimensionale, come è noto, in luogo del tensore 
diaz si prende per elemento di superficie il vettore df,, duale del 


tensore dfag : dfa=3 ex8yvdfgy. Da un punto di vista geometrico 


esso è un vettore normale all'elemento di superficie e avente per 
lunghezza l’area di questo elemento. Nello spazio quadridimensionale 
è impossibile costruire un tale vettore, ma si può costruire un tensore 
df*'*, duale del tensore df'*, cioè 


df*if 2 3 eihim dfim. (6,11) 


Esso esprime geometricamente un elemento di superficie uguale 
e « normale » all'elemento df'*; tutti i segmenti di retta di-questo 
elemento sono ortogonali a quelli dell'elemento df'*. È evidente che 
df'*dft, = 0. 

3) Integrale esteso a una ipersuperficie, cioé a una varietà 
tridimensionale. In uno spazio tridimensionale, il volume del paral- 
lelepipedo costruito su tre vettori è uguale, come è noto, al deter- 
minante del terzo ordine formato dalle componenti di questi vettori. 
In uno spazio quadridimensionale le proiezioni del volume del 
« parallelepipedo » (cioè l’ « area » della ipersuperficie) costruito sui 
tre quadrivettori dr*, de'', dr" si esprimono analogamente: esse 
sono definite dai determinanti 


da' da'° dr" 
ds'i=| dat dra'* dr" 
da! dr! dr" 
che formano un tensore del terzo rango, antisimmetrico rispetto ai 


tre indici. Per elemento di integrazione su una ipersuperficie è più 
comodo prendere il quadrivettore dS', duale del tensore dS? 


dsi= —i citt AS, Im ASpim = €nnim d$", (6,12) 


dove 
dS°=dS123, dS't=dS03,... 
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Dal punto di vista geometrico dS* è un quadrivettore avente per 
lunghezza l’ « area » dell'elemento dell’ipersuperficie e per direzione 
la normale a questo elemento (cioè perpendicolare a tutte le rette trac- 
eiate in questo elemento della ipersuperficie). In particolare, dS° = 
= da dy dz, cioè rappresenta un elemento di volume dY a tre dimen- 
sioni, ossia la proiezione della ipersuperficie sull’iperpiano 2° = 
== Costante. 

4) Integrale esteso a un volume quadridimensionale; l’elemento 
d’integrazione è il prodotto di differenziali: 


dQ = dr0dr'dr?da = c di dV. (6,13) 


Questo elemento è scalare: è evidente che l’elemènto di volume dello 
spazio quadridimensionale non cambia per una rotazione del siste- 
ma di coordinate!). 

Per analogia con i teoremi di Gauss e di Stokes per l’analisi 
vettoriale tridimensionale, esistono teoremi che permettono di tra- 
sformare gli integrali quadridimensionali. 

Un integrale esteso a una ipersuperficie chiusa può essere tra- 
sformato in integrale esteso al volume quadridimensionale da essa li- 
mitato, sostituendo all'elemento d’integrazione d$; l'operatore 


dS+dQL. (6,14) 
dx1 
Per esempio, per l'integrale di un vettore A' si ha: 
$ A'dS; = { dA° 19. (6,15) 
Or! 


Questa formula è una generalizzazione del teorema di Gauss. 

Un integrale esteso a una superficie ordinaria si trasforma in un 
integrale esteso alla ipersuperficie da essa « inviluppata », sosti- 
tuendo all’elemento d’integrazione dfix l’operatore 


* Bit 
dfiz >dSi n dSk ra (6,16) 
Per esempio, per l'integrale del tensore antisimmetrico A si ha: 


1 {ai afi=i | (asi 040 as) (as, 42. (617) 


l 1) Sostituendo le variabili d'integrazione 2°, x!, x?, x° con le nuove variabili 
Ye ®. CI PI . . I 

x'°, 1, x'%, x'3, l'elemento d’integrazione dQ viene sostituito, come è noto, con 
J d&', dove dQ' = dr'°dr'!dr'*dx'3 e 

p_ de! 201, 293, 209) 

d(x0, z1, x2, x3) 

è lo jacobiano di trasformazione. Per una trasformazione lineare tipo z'i = 
= ayeh lo jacobiano J coincide con il determinante | az | ed è uguale (per rota- 


pi del sistema di coordinate) all'unità; in ciò consiste appunto l’invarianza 
i dd. 
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Un integrale esteso a una curva chiusa quadridimensionale si 
trasforma in un integrale esteso alla superficie che essa limita facendo 
la sostituzione 

da' — ft L (6,18) 


92h” 
Per esempio, per l’integrale di un vettore si ha: 


G Arda [amnioz fan (i). 619 


drh dxi dr 


che rappresenta una generalizzazione del teorema di Stokes. 


PROBLEMI 


1. Stabilire la legge di trasformazione delle componenti del 4-tens>re sim- 
metrico A** nelle trasformazioni di Lorentz (6,1). 

Soluzione. Considerando le componenti del 4-tensore come il prodotto di 
due componenti di un quadrivettore, otteniamo: 


4 V v2 
00 — ‘00 _ A4'01V1.1 — AI 
A 77 (4042-404744), 
cd 
4 V va 
ii ‘11 —_ A'0i LL — A4'0 
A=-—- 7 (41142 — 4044 -_ 40), 
== 
Cc 
4 V 
A23= 4/22, A33— A'98, A19— (41914009) I 
Vv? c 
4-3 
4 , va Viva, x 
A01 — vi [A0(1+-7) +7 40+-24], 
1-3 
€ 
4 


(4041 4} 
i va c 


cr 


e formule analoghe per 433, A15, 493. 
2. Risolvere lo stesso problema per il tensore antisimmetrico A4'à. 
Soluzione. Poiché le coordinate 73, x? non cambiano, non cambia nemmeno 
la componente del tensore A® mentre le componenti 41%, A! ed 4%, 4° si 
trasformano come 21 ed 2°: 


VEE PISO, pr 
A33 = A/33 ii A408°=-___ 
’ Vi ' Va’ 
Via ar 


analogamente per A, A, 
ispetto alle rotazioni del sistema di due coordinate nel piano 2°2' (tali 
sono le trasformazioni considerate) le componenti 4% = —A!°, 49 — AU = 0 
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formano un tensore antisimmetrico di ordine uguale al numero di dimensioni 
dello spazio. Quindi (vedi nota alla pag. 36) queste componenti non cambiano 
nelle trasformazioni considerate: 


AQ%U = A/01, 


$ 7. Quadrivelocità 


Partendo da un vettore velocità tridimensionale ordinario si può 
formare un quadrivettore. Il vettore 


ui (7,4) 


— ds ° 


costituisce la quadrivelocità (4-velocità) di una ‘particella. | 
Per trovarne le componenti, osserviamo che, secondo la (3,1), 


ds=cdi/ 1-5, 


dove v è la velocità tridimensionale ordinaria della particella. 
Perciò 


—= —:.—.— -——_—rrr > —«=—- 
— te] 


ecc. Quindi, 


Lo iac pe sd 1 (7,2) 


Notiamo che la quadrivelocità è una grandezza adimensionale. 
Le componenti della quadrivelocità non sono indipendenti. 


Notando che dz;dr' = ds, abbiamo: 
u'u, = 1. (7,3) 


Dal punto di vista geometrico u' è il quadrivettore unitario tangente 


alla linea d’universo della particella. 
Analogamente alla definizione della quadrivelocità, si può 


chiamare la derivata seconda 


A i ia 
di Cds 


4-accelerazione. Derivando la relazione (7,3), troviamo: 
uw! = 0, (7,4) 


cioè i quadrivettori velocità ed accelerazione sono ortogonali. 
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PROBLEMA 


Determinare il moto relativistico uniformemente accelerato, cioè un moto 
rettilineo nel corso del quale l'accelerazione w resta costante nel proprio sistema 
di riferimento (in ogni istante). 

Soluzione. Nel sistema di riferimento dove la velocità della particella 
è v= 0, le componenti della 4-accelerazione sono uguali a wi = (0, w/c?, 0, 0) 
(dove w è l'accelerazione tridimensionale ordinaria diretta lungo l'asse delle z). 
La condizione relativisticamente invariante di accelerazione uniforme dev'essere 
rappresentata sotto forma di un 4-scalare costante coincidente con w? nel proprio 
sistema di riferimento: 

» w32 
wiwj= costante = ——_. 
c 


Nel sistema di riferimento « immobile » rispetto al quale si considera il 
moto, sviluppando l'espressione wiw; si trova l'equazione. 


d 
Pio AME oppure RI A wt + costante. 
di v2 MO) 
Ponendo v = 0 per t= 0, si ha costante = 0, cosicché 
wi 
D:'= 


wa 
V1+57 


Integrando ancora una volta e ponendo z = 0 per #= 0, si ottiene: 


c* V w?t2 
nia n 
Per wt« c queste formule si trasformano nelle espressioni classiche v=wf, 
x = wt°/2. Per wt + co la velocità tende al valore costante di c. 
Il tempo proprio di una particella animata da un moto uniformemente 
accelerato è dato dall’integrale 
t 
2 
Î 1-2 ar = < Arsh EL, 
c w c 
0 


Quando #+ 00, esso cresce molto più lentamente di # secondo la legge = ln sui : 
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MECCANICA RELATIVISTICA 


$ 8. Principio di minima azione 


Per studiare il moto delle particelle materiali partiremo dal 
principio di minima azione. Secondo questo principio, per 
ogni sistema meccanico esiste un integrale S, detto azione, che è 
minimo per il moto effettivo e la cui variazione 6.6 è, di conseguen- 
za, nulla!). 

Definiamo l'integrale d'azione per una particella materiale libe- 
ra, non soggetta cioè all’azione di forze esterne. 

;, opportuno notare che questo integrale non deve dipendere dal- 
la scelta del sistema di riferimento, cioè esso dev'essere invariante 
per trasformazioni di Lorentz. È evidente quindi che esso deve 
essere l’integrale di uno scalare. È chiaro inoltre che sotto il segno 
d'integrazione ci debbono essere differenziali del primo ordine. 
Il solo scalare di questo tipo che si può formare per una parti- 
cella materiale libera è l’intervallo ds o @« ds, dove a è una co- 
stante. 

L'azione per una particella libera deve essere quindi della forma 


b 
S=—a | ds, 


dove l’integrale è esteso alla linea d’universo compresa tra due eventi 
dati a e d che rappresentano le posizioni iniziale e finale occupate dal- 
la particella in istanti determinati t, e #,, vale a dire tra i punti 
d’universo dati; a è una costante che caratterizza la particella data. 
È facile constatare che a deve essere una grandezza positiva per tutte 


le particelle. Infatti, nel $3 abbiamo visto che l’integrale | ds ha un 


a 
valore massimo quando è esteso ad una retta d’universo; esso può 
essere reso arbitrariamente piccolo, integrando lungo una curva 
d’universo. 


1) A rigore, il principio di minima azione asserisce che l’integrale S 
deve essere minimo solo su piccoli archi della linea d'integrazione. Per linee 
di lunghezza arbitraria, si può affermare solo che l’integrale S ha un estremo che 
non è necessariamente un minimo (vedi vol. I, Meccanica, $ 2). 
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In tal modo, l'integrale preceduto dal segno positivo non può avere 
un minimo; l’integrale preceduto dal segno opposto ha un minimo 


lungo la retta d’universo. 
L'azione si può rappresentare sotto forma di un integrale nel tem- 


po: 
t2 
S= \ Ldt. 
) 


Il coefficiente di dì L è, come è noto, la funzione di Lagrange o la 
lagrangiana del sistema meccanico dato. Con l’aiuto della (3,1) 


troviamo 
t2 —— 7 
S=— | ac 1% dt, 
C 
Li 


dove v è la velocità della particella materiale. La lagrangiana per la 


particella è quindi 
L= —ac V lo 
Cc 


Come abbiamo già notato, la grandezza © caratterizza la parti- 
cella data. Ogni praticella è caratterizzata in meccanica classica dalla 
sua massa m. Stabiliamo la relazione tra le grandezze & ed m, che 
può essere trovata imponendo che nel passaggio al limite per c + 00 
la nostra espressione di Z si trasformi nell’espressione classica 


L = mv?/2. 


Per realizzare questo passaggio, sviluppiamo Z in serie di 
potenze di v/c. Trascurando i termini di ordine superiore, si ottiene: 


I termini costanti della lagrangiana non incidono sulle equa- 
zioni del moto e si possono quindi omettere. Omettendo la co- 
stante ac in L e confrontando con l’espressione classica L = mv8/2, 


troviamo che a = mec. 
L'azione per una particella materiale libera è quindi 


b 
= — mc | ds, (8,1) 


e la lagrangiana 


= me 1-5. (8,2) 
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$ 9. Energia ed impulso 


L’impulso di una particella è, come è noto, il vettore p = 90L/dv 
(9L/dv esprime simbolicamente un vettore le cui componenti sono 
le derivate di ZL rispetto alle componenti corrispondenti di v). La 
formula (8,2) ci permette di trovare 


mv 
p=7=7: (9,1) 
Vi 


Per velocità piccole (v «€ c) o nel limite per c + 00, questa espres- 
sione si trasforma in quella classica p = mv. Per v = c, l'impulso 
diventa infinito. 

La derivata dell'impulso rispetto al tempo è la forza agente sul- 
la particella. Supponiamo ora che varii soltanto la direzione della 
velocità, cioè che la forza sia perpendicolare alla velocità. Allora 


dp m dv 
di 7a di (9,2) 


Se invece varia soltanto il modulo della velocità, cioè la forza e 
la velocità sono collineari, si ha allora 


dp m dv 
A a (9,3) 
(1 c3 ) 


Vediamo che nei due casi la relazione tra forza e accelerazione 


è differente. 
Si chiama energia € della particella la grandezza 


é = pv—L 


(vedi vol. I, Meccanica, $ 6). Sostituendo le espressioni (8,2) e (9,1), 
rispettivamente, con L e p, otteniamo: 


ia (9,4) 


Questa formula di grande importanza indica, in particolare, che 
in meccanica relativistica l’energia di una particella libera non si 
annulla per v = 0, ma prende il valore finito 


é = me". (9,5) 


Questa è l'energia di riposo della particella. 
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Per velocità piccole (v € c), sviluppando in serie di potenze di 
vlc, si ha: 


mu? 
6ame+43, 


che rappresenta, se si sottrae l’energia di riposo, l’espressione classica 
dell'energia cinetica di una particella. 

Sottolineiamo, che pur parlando qui di una « particella», non 
utilizziamo mai il suo carattere « elementare ». Di conseguenza, le for- 
mule ottenute sono ugualmente applicabili ad ogni corpo complesso, 
costituito da un gran numero di particelle; m rappresenterà allora 
la massa totale e v la velocità del corpo in blocco. In particolare, 
la formula (9,5) è valida anche per ogni corpo che in blocco 
è in quiete. Notiamo che l’energia di un corpo libero (cioè l’ener- 
gia di qualsiasi sistema isolato), in meccanica relativistica, è una 
grandezza del tutto determinata, sempre positiva, direttamente lega- 
ta alla massa del corpo. Ricordiamo a questo proposito che l’energia 
di un corpo è determinata, in meccanica classica, con un’approssi- 
mazione a meno di una costante additiva e può essere sia positiva 
che negativa. 

L'energia di un corpo in quiete comprende, oltre all'energia 
di riposo delle particelle che lo compongono, l’energia cinetica 
delle particelle e la loro energia di interazione. In altri ter- 
mini, mc? non è uguale alla somma x mt? (ma sono le masse delle 
particelle) e, di conseguenza, nemmeno m è uguale a > ma. Quindi nel- 
la meccanica relativistica la legge di conservazione della massa non 
sussiste: la massa di un corpo composto non è uguale alla somma delle 
masse delle sue componenti. Resta valida soltanto la legge di con- 
servazione dell’energia, che comprende anche l'energia di riposo della 
particella. 

Elevando al quadrato le espressioni (9,1) e (9,4) e confrontandole, 
troviamo la seguente relazione tra l’energia e l'impulso di una parti- 
cella: 


LE 24 m?e?. (9,6) 


c2 


L'energia espressa in funzione dell’impulso è detta, come si sa, 
funzione di Hamilton o hamiltoniana: 


XK = cVp°+ me. (9,7) 
Per velocità piccole, p « mec, si ha approssimativamente 
La 2 _L pi 
Ha met + 3) 


cioè, sottraendo l’energia di riposo, si ottiene la nota espressione clas- 
sica della funzione di Hamilton. 
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Dalle espressioni (9,1) e (9,4) deriva anche la seguente relazione 
tra l’energia, l'impulso e la velocità di una particella libera: 
Ev 
Pa (9,8) 
Per v = c, l'impulso e l’energia della particella diventano infini- 
ti. Questo significa che una particella di massa m non nulla non può 
muoversi alla velocità della luce. In meccanica relativistica possono 
tuttavia esistere particelle con massa nulla, che si muovono alla velo- 
cità della luce!). La formula (9,8) per tali particelle assume la forma: 
(o; 
p=" vi . (9,9) 
Questa formula è valida anche per particelle di massa non nulla 
nel caso, detto ultrarelativistico, in cui l’energia della particella € 
è grande rispetto alla sua energia di riposo mc?. 
Scriviamo ora tutte le relazioni ottenute in notazioni quadridi- 
mensionali. Secondo il principio di minima azione, 


b 
6Ss — — mod |-ds=0. 


AI fine di esplicitare l’espressione di 85, osserviamo che ds= VY/ dx;dz' 


e, di conseguenza, 
b b 
dri 
6S= — me | KAOS — — mc | us dx. 
ds 
a 


a 


Integrando per parti, troviamo: 


b 
65 = — mcu;dz! È + mc \ Br! del ds. (9,10) 


Come è noto, per stabilire le equazioni del moto si confrontano 
diverse traiettorie passanti per due punti dati, cioè ai limiti (dx‘')a = 
= (82')) = 0. La traiettoria effettiva si deduce dalla condizione 65 = 
= 0. La formula (9,10) ci dà allora l'equazione du;/ds = 0, che e- 
sprime la costanza della velocità di una particella libera nello spazio 
quadridimensionale. 

Per trovare la variazione dell’azione come funzione delie coordi- 
nate, bisogna fissare solo il punto a, porre cioè (67'), = 0. Il secon- 
do punto invece va supposto variabile, tenendo però presente che si 
devono considerare soltanto le traiettorie reali, cioè che soddisfano 
le equazioni del moto. L'integrale nell'espressione (9,10) per 6$ è 


1) Per esempio i quanti luminosi, ossia i fotoni, e anche il neutrino. 
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quindi nullo. In luogo. di (82É), scriviamo semplicemente éz' e 
troviamo: 


6S = — mceu;ba'. (9,11) 
Il quadrivettore 
pere (9,12) 
dx 


è detto 4-impulso. Come è noto dalla meccanica, le derivate 95/0, 
05S/9y, 9S/9z sono le tre componenti del vettore impulso p della 
particella, e la derivata 0.5/0t è l'energia € della particella. Per questo 
le componenti covarianti del 4-impulso sono p; = (&/c, —p) e le 
componenti controvarianti!) 


pi=(È, p). (9,13) 

Dalla (9,11) risulta che le componenti del 4-impulso di una parti- 
cella libera sono 

pi = meu. (9,14) 


Sostituendo le componenti della 4-velocità con le corrispondenti 
espressioni (7,2) si vede facilmente che si ottengono per p ed € le 
formule (9,1) e (9,4). 

In meccanica relativistica l'impulso e l'energia sono quindi le 
componenti di uno stesso quadrivettore. Ne derivano immediata- 
mente le formule di trasformazione dell’impulso e dell’energia nel 
passaggio da un sistema di riferimento inerziale ad un altro. Ri- 
portando nelle formule generali di trasformazione di un quadri- 
vettore (6,1) le espressioni (9,13), troviamo: 


Vv 
Pata € ; ; E +Vp, 
pi=—===, Py=Pw P:=P1 6==37, (9,15) 
(>) Cc 


dove Px, Py» P: sono le componenti del vettore tridimensionale p. 

Dalla definizione del 4-impulso (9,14) e dall’identità u'u,= 1 otte- 
mamo per il quadrato del 4-impulso di una particella libera: 

pîp = me. (9,16) 

Sostituendovi le espressioni (9,13), ritorniamo alla relazione (9,6). 


Per analogia con la definizione ordinaria di forza, il quadrivettore 
forza si può definire come la derivata 


PALI AA (9,17) 


1) Citiamo la regola mnemonica che permette di ricordare la definizione dei 
uadrivettori fisici: le componenti controvarianti sono collegate ai vettori tri- 
imensionali (r per zi, p per pi, ecc.) preceduti dal « giusto » segno positive. 
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Le sue componenti soddisfano l'identità g;ju' — 0. Le componenti di 
questo quadrivettore si esprimono mediante il vettore forza tridi- 
mensionale ordinario f = dp/dt secondo l’espressione 


"0 fv 
“(mie via) 8° 


La componente temporale risulta legata al lavoro della forza. 
L'equazione relativistica di Hamilton-Jacobi si ottiene sosti- 
tuendo p; nella (9,16) con le derivate —0S/0x*: 


___=go" —_ — mx 9,19 
Ori dri dri dal ( ) 


oppure, scrivendo la somma in forma esplicita: 


i 0S 8 OS \? OS \2 0S \? i 

ala) (#) (a) (a) 020) 
Il passaggio limite alla meccanica classica nell'equazione (9,20) si 
può eseguire nel modo seguente. Bisogna innanzitutto tener presen- 
te, come per il passaggio corrispondente nella (9,7), che in meccanica 
relativistica l'energia di una particella contiene il termine mce?, 
assente in meccanica classica. Siccome l’azione S è legata all’ener- 
gia dall’espressione & = —05/0t, nel passaggio alla meccanica 
classica bisogna introdurre in luogo di $ una nuova azione S' che 


soddisfi la relazione 
S= S' — met. 


Sostituendo nella (9,20), gra 


4 (2 - (FT +($-) + (1) ]= 0. 
2mce? dt ) dt 2m V+ dy 
Quando c + 00, questa equazione si trasforma nella nota equazione 
di Hamilton-Jacobi della meccanica classica. 


$ 10. Trasformazione della funzione di distribuzione 


Nello studio di diversi problemi di fisica si ha a che fare con un 
fascio di particelle aventi differenti impulsi. La struttura di questo 
fascio, il suo spettro in impulso, è caratterizzato dalla funzione di 
distribuzione delle particelle in impulso: f (p) dpxdpydp, è il numero 
di particelle aventi impulsi con componenti compresi negli intervalli 
dpx, dpy, dp; (0, come si dice più brevemente, il numero di 
particelle nell'elemento di volume d*p = = dp.dpydp; dello « spazio 
degli impulsi »). Sorge allora il problema di determinare 
la legge di trasformazione della funzione di distribuzione f(p) nel 
passaggio da un sistema di riferimento ad un altro. 
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Per trovare la soluzione del problema posto, studiamo innanzitut- 
to le proprietà dell’« elemento di volume » dpyxdp,dp, rispetto alle 
trasformazioni di Lorentz. Se si prende un sistema di coordinate 
quadridimensionale su cui assi si pongono le quattro componenti del 
4-impulso della particella, si può allora considerare dp,ydp,dp, come 
la quarta componente dell’elemento della ipersuperficie definita 
dall’equazione p'p; = m?c°. Elemento della ipersuperficie è un 
quadrivettore orientato lungo la sua normale; nel caso considerato, 
la direzione della normale coincide evidentemente con quella del 
quadrivettore p;. Il rapporto 

dpx dp, dpz 

E, (10,1) 
in quanto rapporto di componenti uguali di due quadrivettori paral- 
leli, è una grandezza invariante). 

Il numero di particelle f dpxdp,dp;, non dipendente dalla scelta 
del sistema di riferimento, è evidentemente anch’esso un inva- 
riante. Scrivendolo nella forma 


dp, dp, dp 
impe 


e tenendo conto dell’invarianza delle relazioni (10,1), deduciamo 
l’invarianza del prodotto f(p)é. Ne segue che la funzione di distri- 
buzione nel sistema X' è legata alla funzione di distribuzione nel 
sistema KX dalla relazione 


fp) = RE, (10,2) 


dove p ed é debbono essere espresse in funzione di p' e €’ con l’aiu- 
to delle formule di trasformazione (9,15). 

Torniamo all’espressione invariante (10,1). Introducendo le 
« coordinate sferiche » nello spazio degli impulsi, l'elemento di volu- 
me dp.dpydp, sarà sostituito con p*dp do, dove do è l'elemento d’an- 
golo solido attorno alla direzione del vettore p. Notando che p dp = 


1) L'integrazione sull’elemento (10,1) può essere rappresentata in forma 
qudri ci ene onslo con l’aiuto della funzione $ (vedi nota alla pag. 100) come 


integrazione su 
n 


Le quattro componenti p* sono considerate qui come variabili indipendenti 
(p° prende soltanto valori positivi). La formula (10,1a) risulta evidente dalla 
seguente rappresentazione della funzione $ da essa contenuta: 


6 (pipi—m®09)=6 (9--)=27 [s(m+)+5(m-&)], (0,415) 


dove &$= cVp? + mc. A sua volta, questa formula segue dalla formula (5) 
citata nella nota alla pag. 100. 
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= €dé€/c* [in virtù della (9,6)], abbiamo: 
p? dp do = pdé do 
€ ce 
Si vede quindi che anche l’espressione 
pdédo (10,3) 


è invariante. 

Il concetto di funzione di distribuzione è presente, sotto un altro 
aspetto, nella teoria cinetica dei gas: il prodotto f (r, p) dpxdp ,dp.dV 
è il numero di particelle contenute nell'elemento di volume dV dato 
e aventi impulsi compresi negli intervalli dp., dpy, dp; dati. La 
funzione f (r, p) è detta funzione di distribuzione nello spazio delle 
fasi (spazio delle coordinate e degli impulsi di una particella), e il 
prodotto dei differenziali dv = d*p dV, elemento di volume di questo 
spazio. Troviamo la legge di trasformazione di questa funzione. 

Introduciamo, accanto ai sistemi di riferimento X e X', ancora 
un altro sistema X, nel quale le particelle dell’impulso considerato 
sono in quiete; proprio rispetto a questo sistema viene deter- 
minato il volume proprio dW, dell’elemento occupato dalle particelle 
date. Per definizione le velocità dei sistemi X e X' coincidono, rispet- 
to al sistema Xo, con le velocità v e v’ delle particelle nei sistemi 
K e K°. In virtù della (4,6) si ha quindi: 


av=dVy 1-%, av'=dvy 1-5, 


c? 
donde 

dv _ 6 

dv’ € 
Moltiplicando questa uguaglianza per l'uguaglianza d*p/d?îp’ = 
= €/€', troviamo che 

dt = di, (10,4) 


cioè l'elemento del volume delle fasi è invariante. Siccome per defi- 
nizione è invariante anche il numero di particelle f dt, da quanto 
esposto deduciamo l’invarianza della funzione di distribuzione nello 


spazio delle fasi: 
f (1, p)=f(r, p), (10,5) 


dove r’, p' sono legati a r, p dalle formule di trasformazione di 
Lorentz. 


$ 11. Decadimento di particelle 


Consideriamo il decadimento spontaneo di un corpo di massa M 
in due parti di massa m, ed m,. La legge di conservazione dell’ener- 
gia per questo processo, nel sistema di riferimento dove il corpo 

4* 
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è in quiete, è data da!) 
M= 104 620, (11,1) 


dove &,0 ed €», sono le rispettive energie dei due frammenti. Essen- 
do €10 > Mm; ed €20 > Mx, l’uguaglianza (11,1) può aver luogo sol- 
tanto se M > m, + mx, e il corpo può quindi decadere spon- 
taneamente in parti la cui massa totale è inferiore alla massa del 
corpo stesso. Al contrario, se M < m, + m., il corpo è stabile (re- 
lativamente al processo considerato) e non può decadere spon- 
taneamente. Per realizzare il decadimento, bisognerebbe in que- 
sto caso comunicare al corpo un'energia dall'esterno tale che sia 
almeno uguale alla sua « energia di legame » (m, + my, — M). 
Nel decadimento, insieme alla legge di conservazione dell’ener- 
gia, deve essere valida anche la legge di conservazione dell’impulso, 
cioè la somma degli impulsi dei frammenti, come anche l'impulso 
iniziale del corpo, deve essere nulla: pjo + pz20 = 0. Ne segue che 


Pio = Pz0, Oppure 

to — I = En — Mi. (11,2) 
Le due equazioni (11,1) e (11,2) determinano univocamente le ener- 
gie dei frammenti prodotti dalla scissione: 


2 2 _m3 2-m2 2 
Boe TONE ni, (11,3) 


Il problema risulta in un certo senso inverso allorché si calcola 
l'energia totale M di due particelle in collisione in un sistema di 
riferimento dove il loro impulso totale è nullo (oppure, come 
si dice brevemente, nel sistema del centro di massa o « sistema c »). 
Il calcolo di questa grandezza dà un criterio per dedurre la pos- 
sibilità di realizzazione di diversi processi di collisioni anelastiche 
accompagnate da cambiamenti di stato delle particelle collidenti 
o da «creazione » di nuove particelle. Ogni processo di questo 
genere può aver luogo alla sola condizione che la somma delle 
masse di tutti i « prodotti di reazione » non sia superiore ad .M. 

Supponiamo che nel sistema iniziale di riferimento (detto sistema 
del laboratorio) una particella di massa m, e di energia é; collida con 
una particella in quiete di massa my. L'energia totale di ambedue le 


1) Nei $$ 11-13 poniamo c=1. In altri termini, la velocità della luce 
è scelta come unità di misura delle velocità (la dimensione della lunghezza e del 
tempo è allora la stessa). Tale scelta è del tutto naturale in meccanica relati- 
vistica e semplifica la scrittura delle formule. Ciò nondimeno, non faremo uso 
di questo sistema nel fonte volume (in gran parte dedicato alla teoria non 
relativistica); ogni qual volta si ricorrerà a questo sistema di unità di misura, 
lo si preciserà. 

Se in qualche formula è posto c = 1, non sarà difficile ritornare alle unità 
di misura ordinarie: la velocità della luce si introduce in maniera tale da assi- 
curare la consistenza dimensionale. | 
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particelle è 
E =6E,+6,=6,+ ma, 


e l'impulso totale p = p, + p. = p.. Consideriamo le due parti- 
celle come un unico sistema composto; la velocità del « sistema » 


si può determinare con l’aiuto della (9,8) 
-L=7]L. (11,4) 


Tale è la velocità del moto del sistema c rispetto al sistema del labo- 
ratorio (sistema /). 

Per la determinazione della massa incognita MM non c’è però 
bisogno di effettuare di fatto la trasformazione da un sistema di 
riferimento in un altro. Si può invece applicare direttamente la 
formula (9,6), valida sia per il sistema composto sia per ogni 
particella presa separatamente. In tal modo, si ha: 


M?= € — p°= (€614 mx)? — (6f — mî), 


donde 
M*°=mî+m?+2m.$1. (11,9) 


PROBLEMI 


4. Una particella che si muove con velocità V decade «in volo » in due 
Trovare la relazione tra gli angoli di deflessione di queste particelle e le loro 


energie. 
Soluzione. Siano %, l'energia di una delle particelle di decadimento nel 


sistema c [cioè 6;0 0 €20 data dalla (11,3)], € l’energia di questa particella nel 
sistema / e 0 l'angolo dì deflessione nel sistema ! (formato con la direzione V). 
Le formule di trasformazione (9,15) ci danno: 
E Vpcos® 
E0 — VI-V? ’ 


E Eo VI-V? (4) 
VVE&=-mì 
Ricavando di qui é in funzione di cos 0, otteniamo una equazione di 
secondo grado (rispetto ad €): 


6? (1 V2 cost 0) — 2680 VI—V*+ 63(1—V)+V?m®cos:0=0, (2) 


avente una radice positiva (quando la velocità della particella di decadimento 
nel sistema c è vo > V) o due radici positive (quando vy < V). 

La seguente costruzione grafica chiarirà le due possibilltà indicate. Confor- 
memente alla (9,15), la componente dell’impulso nel sistema ! si esprime median- 
te le grandezze relative al sistema c come segue: 


__ Po C08 00 + EoV sE 
Px = Vi=vi » Py?" Po Sen 00. 


donde 


così = 


Eliminando 6, abbiamo: 


P°+(px VI-V°—6V)°= pi. 
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Quest'ultima è, rispetto alle variabili p, © py, l'equazione di un'’ellisse di semias- 
si pp/ V1 — V3, poedi centro (il punto O sulla fig. 3) spostato alla distanza 
&,V/VI — V3 dal punto p= 0 (il punto A sulla fig. 9) ni 

Se V > pol&0= vo, il punto A si trova al di fuori dell’ellisse (fig. 3, b) e, 
per un angolo @ fissato, il vettore p (e con esso l'energia €) può prendere due 
valori distinti. Dalla figura si vede anche che in questo caso l'angolo 0 può pren- 
dere solamente valori che non superino un valore determinato Omax (posizione 


a) V<Vo b) V>% 
Fig. 3 


per la quale il vettore p è tangente all’ellisse). Il valore 0max viene determinato 
più semplicemente in modo analitico, eliminando il discriminante nell’equa- 
zione di secondo grado (2) e trovando che 


Po VA—V? 


mV i 


2. Trovare la distribuzione in energia delle particelle di decadimento 


nel sistema /. 

Soluzione. Nel sistema c le particelle di decadimento sono distribuite 
uniformemente in tutte le direzioni, cioè la quantità di particelle nell'elemento 
d'angolo solido doo = 2a sen 0,40, è 


sen max — 


1 1 
dN = dog =--| d cos 0o|. (1) 


L'energia nel sistema / è legata alle grandezze corrispondenti nel sistema c 
dalla relazione 
__ 604 PoV cos 6, 


Vi-7? 
e prende i valori compresi tra 
Co -Vro , GotVPo 
UZIENNZ VI-=V? 


Esprimendo | d cos ® | in funzione di d&, troviamo la distribuzione in energia, 
normalizzata all'unità (per ciascuna delle particelle di decadimento): 


1 Vi=7i 
INZ3TE A-V2d6. 


3. Determinare l’intervallo dei valori che può prendere nel sistema / l'angolo 
tra le due particelle di decadimento nel caso di particelle identiche. 


(o) 


1) Nel limite classico, l’ellisse diventa un cerchio (vedi vol. I, Mec- 
canica, $ 
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Soluzione. Nel sistema c le particelle si allontanano in versi opposti 
quindi 0,, = n — 0,0 = 0. Il legame tra gli angoli nel sistema c e nel 
sistema / è dato, in virtù della (5,4), dalle formule 

Uo COS 004 V -— Vo COS 00+ V 


ctg0h = — —_ _—_ , ctgl, = —— —_——_—- 
i vo sen do VI — V2 i so vo sen do V1— VV? 


(nel dato caso vio = vs0 = vo). L'angolo cercato è 8 = 0, + 04; un semplice 
calcolo ci dà il suo valore: 
2__y2 22 sen? 
ctg 0= V Vo +V Vo Sen do. 
2Vuo V 1T-V?sen 00 
Lo studio degli estremi di questa espressione ci conduce ai seguenti intervalli 
di valori possibili di @: 


se V<vo: 2aretg (7 VI-V)<@<a; 
1_ V3 
sen<V<——_t 0<@<arcsen Vice. 
1-0 —vì 
so V> —L_. 0<@<2aretg (4 VA1—-V? <F-- 


V1—-vì 


4. Trovare, nel sistema /, la distribuzione angolare per particelle di 


decadimento di massa nulla. 
Soluzione. Il legame tra gli angoli di diffusione nei sistemi c e / per una 


particella di massa m = 0 è dato, in virtù della (5,6), dalla formula 


così0— V 
4—V così 


Riportando questa espressione nella formula (1) del problema 2, otteniamo: 


___(1—V?)do 
AN = —Vcos 0° 


5. Trovare, nel sistema /, la distribuzione angolare rispetto all'angolo tra 
due particelle nel caso in cui esse abbiano massa nulla. 

Soluzione. Il legame tra gli angoli di diffusione 0,, 0, nel sistema ! e gli 
angoli 0,0 = 00; 0s0 = na — È nel sistema c è dato dalle formule (5,6), dopo 
di che troviamo per l'angolo cercato 68 = 0, + 0a: 


2V2-—1T—-V? cos? 0 
1T—-V? cos? 00 


cos 99 = 


cos8= 


o risolvendo rispetto a cos 0; 


— 72 
COS o9=y/ 1- . nd cig? Saf 


Sostituendo questa espressione nella formula (1) del problema 2, otteniamo: 
1—-V2 do 


161V 0 6 È 
+ Rrebt 2 __ deli 
sen 3 Vr COS 5 


L'angolo @ prende i valori da x a Omin = 2 arccos V. 


rr 
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6. Determinare l'energia massima che può competere a una delle particelle 
di decadimento quando una particella fissa di massa M decade in tre parti- 


celle di masse mi, ma, mg. 
Soluzione. La articella mi possiede l’energia massima allorché il sistema 


delle due altre particelle ms ed m3 ha la massa minima possibile; quest’ultima 
è uguale alla somma mo + ms (caso in cui queste due particelle si muovono insie- 
me alla stessa velocità). Riducendo cosî il problema al decadimento di un 
corpo in due parti, conformemente alla (11,3), otteniamo: 


M?+-mj — (mg + mg)? 
2M ° 


LI max = 


$ 12. Sezione d'urto invariante 


Come è noto, i differenti processi di diffusione sono caratterizzati 
dalle loro sezioni d’urto (0, brevemente, sezioni) che determinano il 
numero di urti che avvengono nei fasci di particelle in collisione. 

Supponiamo di avere due fasci in collisione. Indichiamo con wr} 
ed n, le densità di particelle in essi (cioè il numero di particelle 
nell'unità di volume), e con v, e v, le velocità delle particelle. Nel 
sistema di riferimento dove le particelle 2 sono in quiete (o, 
brevemente, nel sistema di quiete delle particelle 2) il fascio delle 
particelle 7 urta contro un bersaglio immobile. Secondo la defini- 
zione ordinaria della sezione d’urto o, il numero di urti avvenuti nel 
volume dV nel tempo di è 


dv= OVre1rynog dV di, 


dove vre è la velocità delle particelle / nel sistema di quiete delle 
particelle 2 (questa è la definizione della velocità relativa di due 
particelle in meccanica relativistica). 

Il numero dv è, di per se stesso, una grandezza invariante. Ci 
proponiamo ora di esprimerla in una forma che sia applicabile a 
qualsiasi sistema di riferimento: 


dv = An,nydVdt, (12,1) 


dove A è una grandezza da determinare; si sa che nel sistema di 
quiete di una delle particelle essa è uguale a vrejo. Sottolineiamo 
che considereremo sempre o come sezione d'urto nel sistema di 
quiete di una delle particelle, che, per definizione, è invariante. 
Per definizione, è invariante anche la velocità relativa vre. 

Il prodotto dV di dell'espressione (12,1) è una grandezza invarian- 
te. Di conseguenza, deve essere invariante anche il prodotto Ar,ns. 

È facile trovare la legge di trasformazione della densità delle 
particelle nr, se notiamo che il numero di particelle n dV nell’ele- 
mento di volume dato dV è un invariante. Scrivendo n dV = noydVo 
(l’indice zero significa il sistema di quiete delle particelle) e serven- 
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doci della formula (4,6) per trasformare il volume, troviamo: 
prua alto: 124 
n= Via: (12,2) 
oppure n = myé/m, dove € è l'energia ed m la massa delle parti- 


celle. 
Ne deriva che l’invarianza del prodotto An,n, è equivalente 
all'invarianza dell’espressione A$,€. È più comodo esprimere questa 


condizione nella forma 


66 4__$:$ _ invari 
Pupi = AG%;— bh invariante, (12,3) 


dove la grandezza a denominatore, essendo il prodotto dei 4-impulsi 
delle due particelle è anch'essa invariante. 

Nel sistema di quiete delle particelle 2 abbiamo €, = m» 
e py=0, quindi la grandezza invariante (12,3) si riduce ad A. D' altra 
parte, in questo sistema 4 = Ovre;. Di conseguenza, in un sistema 
di riferimento arbitrario si ha: 


A= bre) LALA . (12,4) 


Per dare a questa espressione una forma definitiva, esprimiamo 
Vrer mediante gli impulsi o le velocità delle particelle in un sistema 
di riferimento arbitrario. Notiamo a questo proposito che nel siste- 
ma di quiete delle particelle 2 l’invariante è 


.ni — 1 
PaiPa Via m 


Quindi 
mî m3 
vm =V 1 GI (125) 
Esprimendo la grandezza p,;pi = €16. — P:P: in funzione delle 
velocità vj e v, mediante le fonmulo (9, 1) e (9,4): 
1—- Vivo 


Puipì =" mm, 
i VA-vî) (1-0) 

e sostituendo nella (12,5), dopo semplici trasformazioni otteniamo 
per la velocità relativa la seguente espressione: 


V(vi— va)? — [viva]? (12,6) 


19, == 
rel 1— Vivo 


(notiamo che questa espressione è simmetrica rispetto a v, e v>, 
cioè la grandezza della velocità relativa non dipende da quale 
delle due particelle essa sia determinata). 
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Sostituendo la (12,5) o la (12,6) nella (12,4) e poi nella (12,1), 
otterremo le formule definitive che permettono di risolvere il pro- 
blema posto: 


s V (pupi) mimi 


PICA nyng dV di (12,7) 


dv= 


ossia 


dv=0 V (v;— Va)? — [V4va]? nina dV di (12,8) 


(W. Pauli, 1933). 
Se le velocità vj e v, sono collineari, si ha allora [v,v.] = 0, 
e la formula (12,8) diventa 


dv=0|vi—va|ryna dV dt. (12,9) 


PROBLEMA 


Trovare l’« elemento di lunghezza » nello « spazio delle velocità » relati- 
vistico. 

Soluzione. L°« elemento di lungehzza » dl, cercato rappresenta la velocità 
relativa di due punti con velocità v e v + dv, rispettivamente. Quindi dalla 
(42,6) ricaviamo: 

_ (dv)?—[v dv]? dv? 


2 
ali == “Ads a-stala (202 + sen? ) dp? 6 


dove 8, © sono l’angolo polare e l’angolo azimutale del vettore v. Se in luogo 
di v si introduce la nuova variabile y, facendo la sostituzione v = th y, l'ele- 
mento di lunghezza assumerà la forma 


dl? =dy2+- sh? y (402-+-sen? 0 dp?). 


Dal punto di vista geometrico, questo è l'elemento di lunghezza nello spa- 
zio tridimensionale di Lobacevski, ossia lo spazio a curvatura costante negativa 
(cfr. (114,8)]. 


$ 13. Urti elastici tra particelle 


Consideriamo, dal punto di vista della meccanica relativistica, 
un urto elastico tra particelle. Indichiamo con p,, é; © pr, é: gli 
impulsi e le energie delle due particelle in collisione (di masse m, 
ed m-); i valori delle grandezze dopo l’urto verranno indicati con 
gli apici. 

Le leggi di conservazione dell’energia e dell’impulso nell’urto si 
possono scrivere sotto forma di una equazione di conservazione del 


4-impulso: | 
pi + pi=p;'+ pi. (13,1) 


Sulla base di questa equazione quadrivettoriale troviamo le relazio- 
ni invarianti che ci serviranno per ulteriori calcoli. A talescopo scrivia- 
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mo l'equazione (13,1) nella forma 

Pi+Pi—Pi'= pi 
ed eleviamo al quadrato i due membri dell’uguaglianza (cioè scri- 
viamo i loro quadrati scalari). Notando che i isa dei 4-im- 
pulsi pi e p;i sono uguali ad mi, e i quadrati di pi e p;' ad mì, 
otteniamo: 


mi + pupi — PuiPi' — Paip'=0. (13,2) 
Analogamente, elevando al quadrato l'uguaglianza pi + pi — 
—py' = pj', otteniamo: 
mo + PriPj — PatPs' — Puipy'=0. (13,3) 


Consideriamo l’urto in un sistema di riferimento (sistema /) 
dove prima dell'urto una delle particelle (particella m,) è in 
quiete. In questo caso, p, = 0, €, = m, e i prodotti scalari della 
formula (13,2) sono: 


PuiPì = 61Ma, Psip,' = == Ma6, 
Pup = €16,— Papi = 616:— P1P; 00801, (13,4) 


dove 6, è l’angolo di diffusione della particella incidente m,. Ripor- 
tando queste espressioni nella (13,2), otteniamo: 


cos 6, =-bi(G1t ma) — &momi. (13,5) 
P4Pi 
Analogamente, dalla (13,3) racaviamo: 
coso, = (G1t ma) ($i ma) (13,6) 
PaPa 


dove 0, è l’angolo formato dall’impulso di reazione p; con l’impulso 
p, della particella incidente. 

Le formule (13,5) e (13,6) legano gli angoli di diffusione di am- 
bedue le particelle nel sistema / alle variazioni delle loro energie 
nell’urto. Invertendo queste formule si possono esprimere le ener- 
gie &,, €, mediante l'angolo 0, o 0,. Per ho sostituendo nel- 
la (13,6) p, =V $ì — mì, pi = Ve =m — mì ed elevando l’uguaglian- 
za al quadrato, dopo un semplice calcolo si ottiene: 

dn (614 ma)? 4- (6? — mî) cos? 0a 
83— Ma {g,+ maî— (6? — mf) costi, li 
L'inversione della formula (13,5) conduce generalmente ad un’e- 
spressione assai complicata di €, in funzione dell’angolo d,. 

Notiamo che se m, > ma, cioò se la particella incidente è più pe- 
sante di quella in quiete, l’angolo di diffusione 8, non può superare 
un determinato valore massimo. Con un calcolo elementare è facile 
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stabilire che questo valore massimo è determinato dall'uguaglianza 
sen 0, mar = Ti D) (13,8) 


che coincide esattamente con il noto risultato della meccanica 
classica. 

Le formule (13,5) e (13,6) possono essere semplificate nel caso in 
cui la particella incidente è di massa nulla: 2, = 0 e, di conseguenza, 
Pi = €, P, = 6, In questo caso scriviamo la formula dell’e- 
nergia della particella incidente dopo l'urto, espressa in funzione 
dell’angolo di diffusione: 


s= ny (13,9) 
i 1— cos 04+7> 


Torniamo ora al caso generale di urti di particelle di masse arbi- 
trarie. L’urto si presenta in forma più semplice nel sistema c. In- 
dicando con l’indice 0 i valori delle grandezze in questo sistema, 
abbiamo qui pio = — P20 = Po- In virtù della conservazione dell’im- 
pulso, in un urto, gli impulsi di ambedue le particelle non fanno 
altro che cambiare direzione restando uguali in grandezza ed 
opposti in verso. Inoltre, i valori assoluti di ciascun impulso, per 
la legge di conservazione dell’energia, restano invariati. 

Indichiamo con Y l’angolo di diffusione nel sistema c, cioè 
l'angolo di rotazione degli impulsi po € pzo dopo l’urto. Questa gran- 
dezza determina completamente il processo di diffusione nel sistema 
del centro di massa e, di conseguenza, in qualsiasi altro sistema 
di riferimento. Questa grandezza è comoda anche per la descrizione 
degli urti nel sistema / scegliendola come l’unico parametro che 
resterà indeterminato dopo aver tenuto conto delle leggi di conser- 
vazione dell’energia e dell’impulso. 

Esprimiamo mediante questo parametro le energie finali delle 
due particelle nel sistema /. A questo scopo, torniamo alla relazione 
(13,2), sviluppando però il prodotto p,;p;' nel sistema c: 


PsiP1' = €108 — PioPio= to — Po C08%= Po (1 — cos X) + mi 
(nel sistema c l’energia di ciascuna delle particelle non cambia nel- 
l’urto: €, = €10). Sviluppando gli altri due prodotti della (13,2) 
nel sistema /, utilizzando cloè la (13,4), otteniamo: 


_ ___P6 
E —64= an — cos X). 


Resta ancora da esprimere pj in funzione delle grandezze relative al 
sistema Z. Per fare questo uguagliamo i valori dell’invariante p,;pP'2 
nei sistemi c ed £: 


610620 — PioPa0 = $1Ma, 
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ovvero 
V (pi + mi) (pi +mì)= &m.—pî. 
Risolvendo questa equazione rispetto a pî, otteniamo: 
Ca mi (&f —mî) 
Pò = i+ mit 2ma8, © PRES 
Abbiamo quindi: 
#_ Mo, (67 —mî) 
6, = Gr tmipimt | — COS %). (13,11) 
L'energia della seconda particella si ottiene dalla legge di conserva- 
zione: €, + Mm, = €, + é,. Si ha quindi 
Bn mo ($î —m?) 
E,= Mt Frlmtom, (I — cos X). (13,42) 
Nel secondo membro delle (13,11) e (13,12) il secondo termine 
rappresenta rispettivamente la variazione di energia delle parti- 


DI 


celle 1 e 2. L’energia trasferita è massima per Y= ed è uguale a 


; a ; ____2M9 (62 — mî) 
45) max — Ma = È — 61 min = Gi pmi Fim | (13,13) 
Il rapporto fra l'energia cinetica minima della particella inciden- 

te dopo l’urto e la sua energia cinetica iniziale è: 


61 min (my — mo)? 
&-m  m+tmit2m,%,° Cola 


Nel caso limite di velocità piccole (quando € ® m + mv?/2) questo 
rapporto tende ad un limite costante che è uguale a 
(Fecne) 
my. Mo 
Nel limite opposto di grandi energie €, il rapporto (13,14) 
tende a zero, mentre la stessa grandezza $;min tende ad un limite 
costante dato dall’uguaglianza: 
pi 2 
é 1 min = STE 
Supponiamo che m, > m;, cioè che la massa della particella 
incidente sia piccola rispetto alla massa della particella in quiete. 
Secondo la meccanica classica, la particella leggera potrebbe comu- 
nicare a quella pesante soltanto una minima parte della sua energia 
(vedi vol. I, Meccanica, $ 17). Ciò non si verifica nella teoria relati- 
vistica. Dalla formula (13,14) si vede che per energie €, sufficien- 
temente grandi la parte di energia ceduta può diventare prossi- 
ma a 1. Tuttavia, non è sufficiente che la velocità della parti- 
cella m, sia vicina a 4, ma, come è facile vedere, occorrono energie 


€, =" Ma, 
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cioè la particella leggera deve avere un'energia dell’ordine di gran- 
dezza dell'energia a riposo della particella pesante. 

Una situazione analoga ha luogo per m,« m,, cioè quando la 
particella pesante va ad urtare contro quella leggera. Anche in 
questo caso, però, secondo la meccanica classica, l’energia ceduta 
dovrebbe essere minima. La parte di energia ceduta comin- 
cia ad essere notevole soltanto a partire da energie 


Notiamo che qui non si tratta semplicemente di velocità dell'ordine 
di quella della luce, bensi di energie grandi rispetto a m,, cioè si 
tratta di un caso ultrarelativistico. 


PROBLEMI 


4. Nella fig. 4, il triangolo APC è formato dal vettore impulso della 
particella incidente e dagli impulsi r{. p; di ambedue le particelle dopo l’urto. 
Trovare il luogo geometrico dei punvi C corrispondenti a tutti i valori possibili 
di pi, Pz. 

Soluzione. La curva cercata rappresenta un'ellisse i cui semiassi si possono 
calcolare direttamente con le formule dedotte nel problema 1 del $ 11. Infatti, 


My> Mo 


Fig. 4 


la costruzione fatta per quel problema consiste nella determinazione del luogo 
geometrico delle estremità dei vettori p nel sistema / ottenuti da vettori po 
arbitrariamente orientati, di lunghezza di Po nel sistema c. 

Tenendo presente che i valori assoluti degli impulsi delle particelle in col- 
lisione nel sistema c sono identici e restano invariati dopo l’urto, abbiamo a che 
fare nel nostro caso con una costruzione analoga a quella del vettore pi per il 
quale nel sistema c si ha 


MERO EEE. A 
RIOT are pa ’ 


dove YV è la velocità della particella ms nel sistema / che coincide in grandezza 
con la velocità del centro di massa uguale a V=p:/($1 + ma) [vedi la (11,4)]. 
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Troviamo in definitiva che i semiassi minore e maggiore sono, rispettivamente, 
mMeop 
Po => — si 
Vmî + mi+2m3%1 
Po mopi (6414 mo) 


Vi=vi mi +mf+2my8, 


(la prima di queste espressioni coincide naturalmente con la (13,10)). 
Per 6; = 0, il vettore pj coincide con p;, per cui la distanza A8 è uguale 
a p.. Confrontando p; con l'asse maggiore dell'ellisse, 


Val 


Fig. 5 


è facile vedere che il punto A si trova all’esterno dell’ellisse se m1 > mas (fig. 4,a), 
e all’interno se mi < ma (fig. 4, d). 

2. Determinare l'angolo minimo @min sotto il quale due particelle di massa 
uguale (mi: = ms = m) si allontanano dopo l'urto. 

Soluzione. Per mi = ms, il punto A del diagramma si trova sull’ellisse, 
e l'angolo minimo cercato corrisponde alla posizione in cui il punto C si trova 
all’estremità del semiasse minore (fig. 5). Dalla costruzione risulta evidente 
che tg (0min/2) è data dal rapporto dei semiassi: 


min pers 2m 
tg 9 = Gpm , 
ossia 
__ 6,_m 
€08 8 min= Grim A 


3. Per l'urto di due gurlcelo di massa uguale m esprimere &{, €, x in 
funzione dell'angolo di diffusione 0, nel sistema !. 
Soluzione. L'inversione della formula (13,5) ci dà in questo caso: 
go — (G1+m)+(6:—m) c0st8, 
1 (&1+m)—(&—m)cos? 0," 
RE (6ì —m?) sen? 0; 
6,=m+ 2m4-(E&,—m)sen? 04° 
Confrontando con l’espressione di &; in funzione di Y 


€ = sd (1— cos%), 


troviamo l’angolo di diffusione nel sistema c: 
2m —(6,1+3m) sen? 0, 


a a 2m+-(6,+ m) sen? 4 


64 CAPITOLO I_ 


$ 14. Momento angolare 


Si sa dalla meccanica classica che per un sistema isolato, oltre 
all'energia e l'impulso, si conserva anche il momento angolare, cioè 


il vettore 
M = È [rp] 


(r e p sono il raggio vettore e l'impulso della particella; la sommato- 
ria è estesa a tutte le particelle facenti parte del sistema). La con- 
servazione del momento angolare è dovuta al fatto che, in virtù 
dell’isotropia dello spazio, la funzione di Lagrange di un sistema 
isolato non varia per rotazioni del sistema in blocco. 

Con un ragionamento analogo applicato allo spazio quadridimen- 
sionale si può determinare l’espressione relativistica del momento 
angolare. Siano x' le coordinate di una delle particelle del sistema. 
Facciamo una rotazione infinitesima nello spazio quadridimensionale. 
In questa trasformazione le coordinate x' assumono valori nuovi x'°, 
e le differenze x''* — x' sono funzioni lineari: 


vi ri r,60°, (14,1) 


dove 6£;, sono coefficienti infinitesimi. Le componenti del 4-ten- 
sore 6£;, sono legate dalle relazioni che assicurano l’invarianza del- 
la lunghezza del raggio 4-vettore nella rotazione, cioè xix'* = z;2°. 
Sostituendovi x'* con la (14,1) e trascurando i quadrati di 6L2;, come 
infinitesimi d’ordine superiore, troviamo: 


Questa uguaglianza deve sussistere per ogni x’. Essendo x'x 
un tensore simmetrico, le 6£2;, debbono formare un tensore antisim- 


metrico (il prodotto di un tensore simmetrico per un tensore antisim- 
metrico è identicamente nullo): 


6Q = — 62. (14,2) 


La variazione dell’azione, allorché le coordinate variano di un 
infinitesimo, assume la forma [vedi la (9,11)]: 


6S =: == di p'8x: 


k 


(la sommatoria è estesa a tutte le particelle del sistema). Nel caso 
della rotazione considerata, abbiamo $xr; = 82;,2*. Quindi 


6S — — b;, DI TA 


Se scomponiamo il tensore >]p'r* in due parti: simmetrica ed 
antisin.m*trica, la prima di esse essendo moltiplicata per un tensore 
antisimmetrico annulla identicamente il prodotto. Estraendo da 


Spia” la parte antisimmetrica, possiamo scrivere la precedente 
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uguaglianza nella forma 
6S= — 60 5 DI (piat— phi). (14,3) 


Per un sistema isolato, in virtù dell’isotropia dello spazio e del 
tempo, la lagrangiana è invariante per rotazione nello spazio quadri- 
dimensionale, cioè i parametri 62; di questa rotazione sono coordinate 
cicliche. Di conseguenza, gli impulsi generalizzati si conservano. 
Questi impulsi sono bra da 05/0£;,. Dalla (14,3) otteniamo: 


do = 33 (p ta pr). 
Vediamo perciò che per un sistema isolato si conserva il tensore 
= Di (c'p4— api). (14,4) 


Questo tensore antisimmetrico è detto 4-tensore momento angolare. 
Le componenti spaziali di questo tensore momento coincidono 
con le componenti del vettore momento angolare tridimensionale 


M=) Irpl: 
M3= My, — M8=M,, M®?=M,. 


Le componenti M°, M°, M° formano invece il vettore 
> (tp — &r/c®). Quindi, le componenti del tensore M' si possono 
scrivere nella forma 


M-(Sc(p-&), —M) (14,5) 


[efr. la (6,10)]. 
In virtù della conservazione del tensore M** per un sistema isola- 
to, in particolare si ha: 


Di (tp -S) = costante. 


Poichè, d'altra parte, anche l’energia totale >]& si conserva, la pre- 
cedente uguaglianza si può scrivere nella forma 


Der, e°21p 


ve Ds 


Di qui si vede che il punto di raggio vettore 


= costante. 


R MOLA (14,6) 


dI € 
si muove uniformemente con velocità 


_ 2P 
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che rappresenta la velocità del sistema considerato come un insieme 
unico (corrispondente, secondo la formula (9,8), alla sua energia e al] 
suo impulso totali). La formula (14,6) dà la definizione relativistica 
delle coordinate del centro di massa del sistema. Se le velocità 
di tutte le particelle sono piccole rispetto a c, si può porre 
approssimativamente € = mc?, e la (14,6) assume allora la forma 


dell'espressione classica!) 
R- mr 
dm 
Osserviamo che le componenti del vettore (14,6) non formano 
componenti spaziali di un 4-vettore e, di conseguenza, per una 
trasformazione del sistema di riferimento, non si trasformano in 
coordinate di un punto. Quindi il centro di massa di uno stesso 
sistema di particelle ha una posizione diversa nei diversi sistemi 
di riferimento. 


PROBLEMA 


Trovare la relazione tra il momento angolare M di un corpo (di un sistema 
di particelle) nel sistema di riferimento X, dove questo corpo si muove con 
velocità V, e il suo momento M°° nel sistema di riferimento X,, dove il corpo 
è in quiete; in ambedue i casi il momento va determinato rispetto allo stesso 
punto, ossia rispetto al centro di massa nel sistema X0?). 

Soluzione. Il sistema X, si muove relativamente a X con velocità V; fac- 
ciamo coincidere la sua direzione con l’asse delle x. Le componenti del tensore M** 
si trasformano secondo le seguenti formule (vedi problema 2 del $ 6): 


M<(0)12 rad M<‘0)02 M<0)13 4 M<(0)03 
Min___=— i M13 = i M23 = M<0)23. 
Via Via 


Siccome per origine delle coordinate è stato scelto il centro di massa del corpo 
(nel sistema Xy), si ha allora in questo sistema v6r= 0; essendo in questo 


stesso sistema anche Sp = 0, si ha M‘%9° = me = 0. Tenendo conto della 
relazione tra le componenti di Mi* e il vettore M, troviamo per quest’ultimo: 


MO MO 
M.,= Si M,=—=—=, M,= ———-. 
V2 vV2 
VE VE 
c2 ce? 


1) Mentre la formula classica per il centro di massa si riferisce ai sistemi 
di particelle sia non interagenti che interagenti, la formula (14,6) è valida sol- 
tanto se l’interazione è trascurata. In meccanica relativistica, la determinazione 
del centro di massa di un sistema di particelle interagenti richiede che siano presi 
esplicitamente in considerazione anche l’impulso e l’energia del campo creato 
dalle particelle. 

2) Notiamo che sebbene nel sistema Xy (dove >)p = 0) il momento ango- 
lare non dipenda dalla scelta del punto rispetto al quale esso è determinato, nel 


sistema X (dove DI p = 0) il momento dipende da questa scelta (vedi vol. I 
Meccanica, $ 9). 


Capitolo III 


CARICA IN UN CAMPO ELETTROMAGNETICO 


$ 15. Particelle elementari nella teoria della relatività 


L'interazione tra particelle si può descrivere mediante il concetto 
di campo di forza. Invece di dire che una particella agisce su un’altra, 
si può dire che essa crea attorno a sé un campo; ogni altra particella 
che si trova in questo campo sarà soggetta all’azione di una forza. 
In meccanica classica, il campo non è che un mezzo per descrivere il 
fenomeno fisico dell’interazione tra particelle. Nella teoria della 
relatività, invece, in conseguenza del fatto che la velocità di pro- 
pagazione delle interazioni è finita, la situazione cambia sostanzial- 
mente. Le forze agenti nell'istante dato su una particella non sono 
determinate dalla posizione delle particelle in questo istante. Il 
cambiamento di posizione di una delle particelle produce un effetto 
sulle altre soltanto dopo un certo intervallo di tempo. Ciò significa 
che il campo diventa una realtà fisica intrinseca. Non possiamo par- 
lare di un'interazione diretta tra particelle separate da una certa 
distanza. Un’interazione può aver luogo ad ogni istante soltanto 
tra due punti vicini dello spazio (azione di contatto diretto). Dobbia- 
mo parlare quindi dell'interazione di una particella con il campo 
e dell'interazione successiva del campo con un'altra particella. 

Considereremo due tipi di campi: campi gravitazionali e campi 
elettromagnetici. Ai campi gravitazionali sono dedicati i capitoli 
X-XIV. Negli altri capitoli saranno considerati esclusivamente i 
campi elettromagnetici. 

Prima di passare allo studio delle interazioni tra particelle e 
campo elettromagnetico, facciamo qualche considerazione generale 
sul concetto di « particella » in meccanica relativistica. 

In meccanica classica, si può introdurre il concetto di corpo asso- 
lutamente rigido, cioè corpo indeformabile a nessuna condizione. 
Nella teoria della relatività, con corpo assolutamente rigido si 
dovrebbe intendere quindi un corpo, le cui dimensioni restano 
invariate nel sistema di riferimento dove esso è in quiete. È facile 
tuttavia vedere che la teoria della relatività rende in generale 
impossibile l’esistenza di corpi assolutamente rigidi. 

Consideriamo, per esempio, un disco che ruota intorno al suo 
asse e supponiamolo assolutamente rigido. È chiaro che il sistema di 
riferimento solidale a questo disco non è inerziale. Tuttavia, è possi- 
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bile fissare a ciascun piccolo elemento del disco un sistema di rife- 
rimento rispetto al quale questo elemento sarà nell’istante dato in 
quiete; per diversi elementi del disco, aventi differenti velocità, 
questi sistemi di riferimento saranno naturalmente diversi. Consi- 
deriamo un raggio del disco come costituito di piccoli segmenti. 
Essendo il disco assolutamente rigido, le lunghezze di questi 
segmenti nei rispettivi sistemi di riferimento inerziali sono le stesse 
che per il disco immobile. Le stesse lunghezze saranno misurate 
anche da un'’osservatore .isso davanti al quale all'istante dato passa 
il raggio considerato del disco, poiché essendo ciascun segmento 
perpendicolare alla propria velocità, non avviene la contrazione di 
Lorentz. L'intero raggio quindi, misurato dall’osservatore fisso 
come la somma dei segmenti che lo costituiscono, sarà della stessa 
lunghezza del raggio del disco immobile. D'altra parte, gli ele- 
menti d'arco della circonferenza passanti all'istante dato davanti 
all’osservatore fisso sono alterati dalla contrazione di Lorentz, 
cosicché la lunghezza dell’intera circonferenza (misurata dall'osser- 
vatore fisso come la somma dei suoi elementi d'arco) sarà inferiore 
alla lunghezza della circonferenza del disco immobile. Siamo 
giunti dunque al risultato che per un disco che ruota il rapporto 
(misurato dall’osservatore fisso) fra la lunghezza della circonferenza 
e il raggio, invece di restare uguale a 2x, dovrebbe cambiare. 
L'assurdità di questo risultato prova che in realtà il disco non può 
essere assolutamente rigido e che nella rotazione è inevitabilmente 
soggetto ad una deformazione complessa, dipendente dalle proprietà 
elastiche del materiale di cui il disco è fabbricato. 

Ci sono altri modi per convincersi dell’impossibilità dell’esisten- 
za di corpi assolutamente rigidi. Ammettiamo che un corpo rigido 
qualunque venga messo in moto da una causa esterna agente su uno 
dei suoi punti. Se il corpo fosse assolutamente rigido, tutti i suoi 
punti dovrebbero mettersi in moto contemporaneamente al punto 
sottoposto all’azione; contrariamente, il corpo si deformerebbe. 
Tuttavia, la teoria della relatività rende impossibile la prima ipotesi 
perché l’azione alla quale è sottoposto un punto si propaga verso gli 
altri punti con velocità finita, e perciò i punti non possono muoversi 
tutti contemporaneamente. 

Quello che è stato detto permette di trarre alcune conclusioni 
relative alle particelle elementari, cioè particelle il cui stato mecca- 
nico può essere completamente descritto da tre coordinate date e dal- 
le tre componenti della velocità del moto. 

E evidente che se una particella elementare avesse dimensioni 
finite, cioò avesse un'estensione, essa non potrebbe deformarsi, 
perché il concetto di deformazione è legato alla possibilità di 
movimenti indipendenti delle diverse parti di un corpo. Come 
abbiamo visto prima, però, la teoria della relatività non ammette 
l’esistenza di corpi assolutamente rigidi. 
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Nella meccanica relativistica classica (non quantistica) non 
si possono attribuire dimensioni finite alle particelle elementari. 
In altri termini, nel quadro della teoria classica, le particelle ele- 
mentari vanno considerate puntiformi!). 


16. Quadripotenziale del campo 


L'azione di una particella in moto in un campo elettromagnetico 
è composta di due termini: dell’azione (8,1) della particella libera 
e di un termine descrivente l'interazione della particella con il 
campo. Quest'ultimo deve contenere sia le grandezze che caratteriz- 
zano la particella, sia quelle che caratterizzano il campo. 

Risulta che?) le proprietà della particella sono definite, per quanto 
concerne la sua interazione con il campo ellettromagnetico, da un 
solo parameto, detto carica della particella e, che può essere sia posi- 
tiva che negativa (o nulla). Le proprietà del campo sono invece carat- 
terizzate da un quadrivettore 4;, detto 4-potenziale le cui componenti 
sono funzioni delle coordinate e del tempo. Queste grandezze entrano 
nell'azione tramite il termine 


b 
sl | A; dai, 


dove le funzioni A° sono prese in punti della linea d’universo della 
particella. Il fattore 1/c è stato introdotto qui per ragioni di como- 
dità. Notiamo che fino a quando non abbiamo formule che permet- 
tano di collegare la carica o i potenziali a grandezze già note, le 
unità di misura possono essere scelte arbitrariamente*). 

L'azione, per una carica in un campo elettromagnetico, assume 
quindi la forma 


S= | —me ds-È A; da'). (16,1) 


1) Benché nella meccanica quantistica la situazione cambi  sostan- 
zialmente, la teoria della relatività rende molto difficile l’introduzione del con- 
cetto di interazione non puntiforme. 

2) Le affermazioni fatte qui sono da considerarsi, in misura notevole, come 
il risultato di dati sperimentali. La forma dell’azione per una particella in un 
campo elettromagnetico non può essere stabilita solamente sulla base di consì- 
derazioni generali, come la condizione d’invarianza relativistica (quest’ultima 
ammetterebbe, per esempio, la presenza nell’azione anche di un termine tipo 


A ds, dove A è una funzione scalare). 


Ricordiamo, a scanso di equivoci, che si tratta ovunque della teoria clas- 
sica (non quantistica) e, di conseguenza, sono ovunque trascurati gli effetti 
legati allo spin delle particelle. 

3) Per la scelta di queste unità vedi $ 27. 
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Le tre componenti spaziali del quadrivettore A‘ costituiscono un 
vettore tridimensionale A, detto potenziale vettore del campo. La 
componente temporale, che indicheremo con A°= @, è detta poten- 
ziale scalare. In tal modo, 


A' = (©, A). (16,2) 
L'integrale dell’azione può quindi essere scritto nella forma: 


5=| ( —mcds +2 Adr—egdt) 


a 


oppure, introducendo la velocità v = dr/dt della particella ed inte- 
grando rispetto al tempo, 


telai (16,3) 


L'espressione integranda è la lagrangiana per una carica in un 
campo elettromagnetico: 


L= — me V1-+LAv- eg. (16,4) 


Questa espressione differisce dalla lagrangiana (8,2) per una 
particella libera per i termini — Av — eq che descrivono l’interazio- 


ne della carica con il campo. 
La derivata 0L/0v è l’impulso generalizzato della particella, che 
indicheremo con P. Derivando troviamo: 


defi re Adi (16,5) 
i 
c2 


Qui abbiamo indicato con p l'impulso ordinario della particella, 
che in seguito chiameremo semplicemente impulso. 

A partire dalla lagrangiana, si può trovare l’hamiltoniana di una 
particella in un campo secondo la nota formula generale 


OL 
HK =vaTh. 
Sostituendo la (16,4) in quest’ultima, troviamo: 


pr DE (16,6) 


i + eq. 
Via 
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Tuttavia, l’hamiltoniana deve essere espressa non mediantela velocità, 
bensi mediante l'impulso generalizzato della particella. 
Dalle formule (16,5) e (16,6) si vede che la relazione tra { — eg 


e P_A è la stessa che tra &{ e p in assenza del campo, cioè 
2 
Li 


( TH — eq )V =m22+(P_A) (16,7) 


Cc 
o altrimenti: 
H= | met+e(P—LA}+e9. (16,8) 


Per velocità piccole, cioè nel caso della meccanica classica, la 
lagrangiana (16,4) si trasforma in 


L= La +Av—eq. (16,9) 


In questa approssimazione, 
e 
pe=mv=P__A, 
e per l’hamiltoniana troviamo la seguente espressione: 


H=g7 (P_TA) +e9. (16,10) 


Scriviamo infine l'equazione di Hamilton-Jacobi per una parti- 
cella in un campo elettromagnetico, che può essere ottenuta sosti- 
tuendo nell’hamiltoniana l'impulso generalizzato P_con 0$/0r e la 
stessa funzione 6 con — 05/0t. In tal modo dalla (16,7) deduciamo 


(grad SLA) -4 (+09) +m0@2=0. (16,11) 


$ 17. Equazioni del moto di una carica in un campo 


Una carica che si trova in un campo non soltanto è influenzata da 
questo, ma agisce a sua volta sul campo, trasformandolo. Tuttavia, 
se la carica e non è grande, la sua influenza sul campo può essere 
trascurata. In questo caso, studiando il moto di una particella in 
un campo, si può supporre che il campo non dipenda né dalle 
coordinate, né dalla velocità della carica. Le condizioni esatte alle 
quali deve soddisfare una carica perché la si possa considerare 
piccola nel senso suindicato verranno precisate in seguito (vedi $ 70). 
Per ora supporremo soddisfatte queste condizioni. 
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Dunque, dobbiamo trovare le equzioni del moto di una carica in 
un campo elettromagnetico. Queste equazioni si ottengono facendo 
variare l’azione, cioè tramite le equazioni di Lagrange 

d OL OL 
dv dr’ (17,1) 
dove L è determinata dalla formula (16,4). 
La derivata dL/0v è l'impulso generalizzato della particella secon- 
do la (16,5). Scriviamo poi: 
OL __ __ € 
5 = VL= —- grad Av— e grad q. 
Secondo una formula ben nota dell'analisi vettoriale si ha l'identità: 


grad ab = (av)b + (bV)a + [brot al 4- [a rot bl, 
dove a e b sone due vettori arbitrari. Applicando questa forn'ula ad 
Av e tenendo presente che la derivazione rispetto ad r è fatta per v 
costante, troviamo: 


OL e € 
= (VV) Ato [vrot A]— e grad q. 


Di conseguenza, le equazioni di Lagrange assumono la forma: 


d 
5 (p+<A) =-— (vv) A+-É [vrot A]— e grad P. 


Il differenziale totale DA di è però composto di due parti: la varia- 


zione dA dt del potenziale vettore in funzione del tempo nel 


punto dato e la variazione che si ha nel passaggio da un punto dello 
spazio a un altro distante di dr. Questa seconda variazione è uguale 


a (drV) A. Abbiamo quindi: 


dA OA 
da 1 VV)A. 


Sostituendo questa espressione nell'equazione precedente, otteniamo: 


_dP _ LÀ egradg+-£[vrot A]. (17,2) 


Questa è l’equazione del moto di una particella in un campo 
elettromagnetico. A primo membro si ha la derivata dell'impulso 
rispetto al tempo. Di conseguenza, l’espressione del secondo membro 
nell'equazione (17,2) rappresenta la forza agente su una particella in 
un campo elettromagnetico. Si vede che questa forza è composta di 
due parti. La prima (i due primi termini del secondo membro della 
(17,2)) non dipende dalla velocità della particella. La seconda parte 


(il terzo termine) dipende da questa velocità, cioè è proporzionale 
al suo modulo ed è ad esso perpendicolare. 
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La forza del primo tipo, riferita a una carica unitaria, è detta 
vettore campo elettrico; indicando questa forza con E, per definizione 


abbiamo: 


E= Td gradg. (17,3) 


Il fattore che moltiplica la velocità, o meglio v/c nella forza del 
secondo tipo agente su una carica unitaria, è detto vettore campo 
magnetico; indicandolo con H, per definizione abbiamo: 


H=rot A. (17,4) 


Quando in un campo elettromagnetico E #+#0eH=0,sì dice 
che si ha un campo elettrico; quando invece E=0eH=-#0), il 
campo è detto magnetico. Nel caso generale, un campo elettromagne- 
tico è la sovrapposizione di un campo elettrico e di un campo ma- 
gnetico. 

Notiamo che E rappresenta un vettore polare ed H un vettore 
assiale. 

Possiamo ora scrivere le equazioni del moto di una carica in un 
campo elettromagnetico nella forma 


dp e 
= b+ 7 [vH]. (17,5) 


L'espressione al secondo membro è detta forza di Lorentz. Il suo 
primo termine è la forza con la quale il campo elettrico agisce sulla 
carica; questa forza non dipende dalla velocità della carica ed 
è orientata lungo il campo E. Il secondo termine è la forza esercitata 
sulla carica dal campo magnetico; essa è proporzionale alla velocità 
della carica e perpendicolare a questa velocità e alla direzione 
del campo magnetico H. 

Per velocità piccole rispetto alla velocità della luce, l’impulso p 
è approssimativamente uguale alla sua espressione classica mv, 
e l'equazione del moto (17,5) diventa 


m = eE+< [vH]. (17,6) 


Deduciamo ora una equazione che determina la variazione 
dell'energia cinetica di una particella!) con il tempo, cioè la derivata 


décin __d° me? 
dt dt Pair 
VIa 
È facile vedere che 
décin dp 
di Mera 


1) Qui e più avanti con « cinetica » intendiamo l'energia (9,4) che include 
l'energia di quiete. 
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Sostituendovi dp/di ricavata dalla (17,5) e notando che [vHlv = 0, 
si ha 


dEci > 
3 D _-eEv, (17,7) 


La variazione dell'energia cinetica con il tempo è il lavoro effet- 
tuato dal campo sulla particella (nell’unità di tempo). Dalla formu- 
la (17,7) risulta che questo lavoro è uguale al prodotto della velocità 
della carica per la forza con la quale il campo elettrico agisce sulla 
carica. Il lavoro compiuto dal campo nell’intervallo di tempo dt, 
quando la carica si sposta di dr, è uguale ad eEdr. 

Sottolineiamo che solo il campo elettrico compie un lavoro sulla 
carica, il campo magnetico non compie nessun lavoro sulla carica in 
moto. Quest'ultima circostanza è dovuta al fatto che la forza con la 
quale il campo magnetico agisce sulla particella è sempre perpendi- 
colare alla sua velocità. 

Le equazioni della meccanica sono invarianti rispetto all’in- 
versione del tempo, cioè rispetto alla sostituzione del futuro con il 
passato. In altri termini, ambedue i sensi del tempo sono equi- 
valenti in meccanica. Ciò significa che se secondo le equazioni della 
meccanica qualche moto è possibile, lo è anche il moto inverso, nel 
quale il sistema passa per gli stessi stati a ritroso. 

È facile vedere che lo stesso si verifica per il campo elettromagne- 
tico nella teoria della relatività. Bisogna, tuttavia, cambiare il se- 
gno del campo magnetico contemporaneamente alla sostituzione di & 
con —tf. Infatti, è facile vedere che le equazioni del moto (17,9) 
restano invariate nella sostituzione 


t--t,,j5E-EH--—H. (17,3) 


Inoltre, secondo le formule (17,3) e (17,4) il potenziale scalare non 
cambia, mentre il potenziale vettore cambia di segno: 


Pop, A+-A. (17,9) 


Dunque, se in un campo elettromagnetico un moto è possibile, 
è possibile anche il moto inverso in questo stesso campo che si 
ottiene invertendo il verso di H. 


PROBLEMA 


Esprimere l’accelerazione di una particella in funzione della sua velocità 
e dei vettori dei campi E ed H. 

Soluzione. Sostituiamo p= vécin/c? nell'equazione del moto (17,5) ed 
esprimiamo dé&cin/di secondo la formulà (17,7). Troviamo in definitiva: 


v=l pat { E+-+ a]-4 v(ve) È . 
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$ 18. Invarianza di gauge 


Consideriamo ora il problema di quanto sia univoca la defini- 
zione dei potenziali del campo. A tale scopo si deve tener pre- 
sente che il campo è caratterizzato dall'azione da esso esercitata sul 
moto delle cariche che in esso si trovano. Le equazioni del moto (17,5) 
però contengono non i potenziali, bensì i vettori dei campi E ed H. 
Di conseguenza, i due campi sono fisicamente identici se sono carat- 
terizzati dagli stessi vettori E ed H. 

Se sono dati i potenziali A e @, allora E ed H sono determinati 
univocamente secondo le formule (17,3) e (17,4), di conseguenza, 
anche il campo è determinato univocamente. Differenti potenziali 
tuttavia possono corrispondere ad uno stesso campo. Per convincerci 
di questo, aggiungiamo:a ciascuna componente del potenziale A, la 
grandezza —df/0x", dove f è una funzione arbitraria delle coordinate 
e del tempo. Il potenziale 4, diventa allora 


iedp =: (18,1) 


Questa sostituzione fa comparire nell’integrale dell’azione (16,4) un 
nuo vo termine che rappresenta il differenziale totale: 


e df h e 
cda =d (21), (18,2) 
il quale non influisce sulle equazioni del moto (vedi vol. I, Meccani- 
ca, $ 2). 

Se in luogo del quadripotenziale si introducono i potenziali 
vettore e scalare, e in luogo delle coordinate x' le coordinate ct, x, 
y,z,le quattro uguaglianze (18,1) si scriveranno allora nella forma 


A'=A4+ grad f, 
; Te, 
gp=g 1% (18,3) 


ce dt° 

È facile provare che i campi elettrico e magnetico determinati dalle 
uguaglianze (17,3) e (17,4) non cambiano di fatto se A e @ vengono 
sostituiti con i potenzili A’ e p’ definiti dalla (18,3). La trasforma- 
zine dei potenziali (18,1) non cambia quindi il campo. Ne segue 
che i potenziali non sono definiti univocamente: il potenziale 
vettore è determinato a meno del gradiente di una funzione arbitra- 
ria, e il potenziale scalare a meno della derivata rispetto al tempo 
della stessa funzione. 

In particolare, si può aggiungere al potenziale vettore un 
qualsiasi vettore costante ed al potenziale scalare una costante arbi- 
traria. Questa è una conseguenza diretta del fatto che nella defini- 
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zione di E ed H entrano soltanto le derivate di A e di @, e quin- 
di, E ed H non cambiano se ad Ae q si aggiungono delle co- 
stanti. 

Poiché solo le grandezze invarianti nella trasformazione dei 
potenziali (18,3) hanno un significato fisico, tutte le equazioni debbo- 
no essere invarianti in questa trasformazione. Questa invarianza 
è detta invarianza di gauge). 

La citata non unicità dei potenziali permette sempre di sce- 
glierli in maniera tale da soddisfare una condizione arbitraria 
supplementare [una sola, perché possiamo scegliere arbitrariamente 
una funzioe f nella (18,3)]. In particolare, è sempre possibile scegliere 
ì potenziali del campo in maniera tale che il potenziale scalare q sia 
nullo. Ma generalmente è impossibile annullare il potenziale vetto- 
re, perché la condizione A =0 rappresenta tre condizioni supple- 
mentari (per le tre componenti di A). 


$ 19. Campo elettromagnetico costante 


Si chiama campo elettromagnetico costante un campo non dipen- 
dente dal tempo. È evidente che i potenziali di un campo costante si 
possono scegliere in modo tale che essi siano funzioni delle sole coor- 
dinate, ma non del tempo. Un campo magnetico costante si scrive, 
come precedentemente, H = rot A. Il campo elettrico costante si 
Scrive invece 


E= — grad q. (19,1) 


In tal modo, un campo elettrico costante è definito solo da un po- 
tenziale scalare, e un campo magnetico solo da un potenziale vet- 
tore. 

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che i potenziali del 
campo non sono definiti univocamente. .Tuttavia, è facile provare 
che se un campo elettromagnetico costante è descritto mediante po- 
tenziali non dipendenti dal tempo, si potrà allora aggiungere al poten- 
ziale scalare, senza cambiare il campo, soltanto una costante arbi- 
traria (non dipendente né dalle coordinate, né dal tempo). Di solito 
sullo scalare @ si pone la condizione supplementare che esso prenda 
un valore determinato in un punto dato dello spazio; generalmente 
si sceglie g in modo che esso sia nullo all'infinito. In questo caso, si 
può determinare la costante arbitraria suindicata e, di conseguenza, 
si determina univocamente anche il potenziale scalare del campo 
costante. 


1) Sottolineiamo che questo risultato è dovuto alla supposta costanza di 
e nella (18,2). In tal modo, l’invarianza di gauge delle equazioni dell’elettro- 
dimanica e la conservazione della carica sono strettamente collegate tra di loro 
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Al contrario, il potenziale vettore resta definito non univoca- 
mente anche per un campo elettromagnetico costante; ad esso infatti 
si può aggiungere il gradiente di una funzione delle coordinate 
arbitraria. 

Calcoliamo l’energia di una carica in un campo elettromagnetico 
costante. Essendo il campo costante, la lagrangiana per una carica 
non dipende esplicitamente dal tempo. Come è noto, in questo caso 
l'energia si conserva e coincide con l’hamiltoniana. 

Conformemente alla (16,6), si ha: 


g =—+. (19,2) 


Si vede che, in presenza di un campo, all’energia della particella 
viene aggiunto il termine eg che è l'energia potenziale della 
carica nel campo. Notiamo il fatto fondamentale che l'energia 
dipende solo dal potenziale scalare e non dal potenziale vettore. 
In altri termini, il campo magnetico non influisce sull'energia delle 
cariche; soltanto il campo elettrico può cambiare l'energia di una 
particella. Ciò è dovuto al fatto che, contrariamente al campo elettri- 
co, il campo magnetico non compie lavoro su una carica. 

Quando l'intensità del campo è la stessa in tutti i punti dello 
spazio, si dice che il campo è uniforme. Il potenziale scalare di un 
campo elettrico uniforme può essere espresso mediante il vettore E 


come segue: 
q=— Er. (19,3) 


In effetti, per E = costante abbiamo grad (Er) = (EV)r = E. 


Quanto al potenziale vettore di un campo magnetico uniforme, 
esso si esprime mediante H nella forma 


A=3 [Hr]. (19,4) 


In effetti, per H = costante le formule ben note dell’analisi vettoria- 
le ci danno: 


rot [Hr] = H div r — (HV)r = 2H 


(ricordiamo che div r = 3). 
Il potenziale vettore di un campo magnetico uniforme si può 
scegliere altrimenti, per esempio nel modo seguente: 


Ax= —Hy, Ay= 4;=0 (19,5) 


(l’asse delle z è diretto lungo H). È facile vedere che anche per 
una tale scelta di A sussiste l'uguaglianza H = rot A. In base 
alle formule di trasformazione (18,3), i potenziai (19,4) e (19,5) dif- 
feriscono l’uno dall’altro per il gradiente di una certa funzione: la 
(19,5) si ottiene aggiungendo Vf alla (19,4), dove f = —zy/7/2. 
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PROBLEMA 


Scrivere, in meccanica relativistica, il principio variazionale per la traietto- 
ria di una particella (principio di Maupertuis) in un campo elettromagnetico 


costante. 
Soluzione. Il principio di Maupertuis afferma che se l’energia totale di una 


particella si conserva (moto in un campo costante), la sua traiettoria può essere 
determinata partendo dall’equazione variazionale 


s(P dr = 0, 
dove P è So generalizzato della particella espresso mediante l'energia 
e i differenziali delle coordinate; l’integrale è esteso alla traiettoria della 


particella (vedi vol. I, Meccanica, $ 44). Sostituendo P= p + lA e tenendo 
presente che le direzioni p e dr coincidono, abbiamo: 


8 Ì (p d+-4Adr) 20 


dove dl = Var è un elemento d'arco. Ricavando p da p?-+ m%2 = (€— eq)?/c3, 
troviamo in definitiva: 


ò | {VV (6g nre dl + Ad} =0. 


$ 20. Moto in un campo elettrico uniforme e costante 


Consideriamo il moto di una carica e in un campo elettrico unifor- 
me e costante E. Per asse delle x prendiamo la direzione del campo. 
Il moto avverrà, evidentemente, in un piano che noi facciamo coin- 
cidere con il piano xy. In questo caso, le equazioni del moto (17,5) 


assumeranno la forma 
px= E, py=0 


(il punto su una lettera indica derivazione rispetto a #), donde 


Px = eEt, py = Po- (20,1) 


Per origine dei tempi abbiamo scelto l’istante in cui px = 0; po 


è l'impulso della particella in questo istante. 
L'energia cinetica di una particella (senza l'energia potenziale 


nel campo) è €cin = cY m?c2 + p?. Sostituendovi la (20,1), troviamo 
nel nostro caso: 
€cin= V m?ct+ cp? + (ceEt)z= V €24 (ceEt)?, (20,2) 


dove €, è l’energia all'istante #=0. 
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Secondo la formula (9,8), la velocità della particella è v = 


= pc/Ecin. Per la velocità v, = x abbiamo 
dar _ px _ c?eEt 


E Geom VEG+ (CE 
Integrando otteniamo: 


= > V € + (ce£t)? (20,3) 


(la costante d’integrazione è stata posta uguale a zero)!). 
Per la determinazione di y abbiamo: 


dy _ Pu — Pot 
dt cin VE? + (ceEt)?' 
donde 
__ Po© ceEt 
y=<F Arsh E° (20,4) 


Esprimendo nella (20,4) # in funzione di y e sostituendo nella 
(20,3), troviamo l'equazione della traiettoria: 


E 
c=-20 ch- dd (20,5) 


La carica in moto descrive dunque una catenaria in un campo elet- 
trico uniforme. 

Se la velocità di una particella è v<« c, si può porre po = 
= MV, é0 = me; sviluppando la (20,5) secondo le potenze di 1/c, 
otteniamo a meno di termini d'ordine superiore: 


___eE 2 
x= mo y“ + costante, 


2 
cioè la carica in moto descrive una parabola, risultato già noto 
dalla meccanica classica. 


$ 21. Moto in un campo magnetico uniforme e costante 


Consideriamo ora il moto di una carica e in un campo magnetico 
uniforme H. Per direzione del campo prendiamo l’asse delle z. 
Le equazioni del moto 


p=-- [vH] 


1) Questo risultato (per po = 0) coincide con la soluzione del problema del 
moto relativistico con « accelerazione propria » costante w = eE/m (vedi proble- 
ma del $ 7). La costanza di questa accelerazione è dovuta, nel nostro caso, al 
fatto che il campo elettrico è invariante rispetto alle trasformazioni di Lorentz 
con velocità V dirette lungo il campo (vedi $ 24). 
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riscriviamo in un altra forma sostituendo l’impulso con l’espressione 
Ev 


P=730: 


dove é è l’energia della particella che in un campo magnetico 
rimane costante. Le equazioni del moto assumono allora la forma 


dd! vH], (24,4) 


3 di 


oppure, sviluppando il prodotto vettoriale: 


Dx = OUy U, = — OUx, V,=0, (21,2) 
dove abbiamo posto 
= co (24,3) 
Moltiplicando la seconda delle equazioni (21,2) per i e sommandola 
alla prima otteniamo: 


d , i 
"TI (x + ivg) = — io(vx+ivy), 
da cui 
Vx + ivj = ae-!0!, 
dove a è una costante complessa, che può essere scritta nella forma 
a = Ve '%, dove vo; ed a sono reali. Allora 
Dx + iv, = Ve '(0t1+0), 
e, separando le parti reale ed immaginaria, troviamo: 
Ux=U COS(O0£ +), v,= — Va sen (0t+ a). (21,4) 
Le costanti vo ed a sono determinate dalle condizioni iniziali, a è la 
fase iniziale; per vo:, dalla (21,4) abbiamo: 
Dot = VAR t Di» 
cioè vo: è la velocità della particella nel piano xy che resta costante 


durante il moto. 
Integrando ancora una volta, dalla (21,4) ricaviamo: 


= To + rsen (ot + a), y = Yo + r cos (0 + a), (21,9) 


dove 
Der do chi (21,6) 


(p: è la proiezione dell'impulso sul piano xy). Dalla terza equazione 
(21,2) ricaviamo v,=V: © 
Zz=Z0 + Vozl. (24,7) 
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Dalle formule (21,5) e (21,7) si vede che la carica in moto in 
un campo magnetico uniforme descrive una elica, il cui asse 
è diretto lungo il campo magnetico, e il cui raggio r è definito dalla 
(21,6). Inoltre, la velocità della particella è costante in grandezza. 
Nel caso particolare in cui v0, = 0 (cioè la componente della velocità 
nella direzione del campo è nulla), la carica descrive una circon- 
ferenza in un piano pérpendicolare al campo. 

La grandezza ®, come si vede dalle formule, è la frequenza ciclica 
di rotazione della particella in un piano perpendicolare al campo. 

Nel caso in cui la velocità della particella è piccola, possiamo 
approssimativamente porre € = mc?. La frequenza © diventa allora 

eH 
UST (21,8) 

Supponiamo ora che il campo magnetico, restando uniforme, 
varii lentamente in intensità e in direzione. Osserviamo come cambia 
il moto della particella carica. 

È noto che per una variazione lenta delle condizioni del moto 
i cosiddetti invarianti adiabatici restano costanti. Essendo periodico 
il moto in un piano perpendicolare al campo magnetico, un inva- 
riante adiabatico sarrà l’integrale 


I=5-©Pi dr, 


preso su periodo completo del moto (circolare nel nostro caso), 
dove P;, è la proiezione dell'impulso generalizzato sul piano indi- 


cato!). Sostituendo P: con pi + 1 A, si ha: 


I=3- ®pidr+; 2 Q Ad 


Notiamo che nel primo termine p; è costante in valore asso- 
luta e collineare con dr; applicando il teorema di Stokes al secondo 
termine e sostituendo rot A = H, otteniamo: 


2 
I=rp;- > Hr=3E (21,9) 


1) Vedi vol. I, Meccanica, $ 49. Gli invarianti adiabatici sono in generale 
gli integrali $r dq presi su periodo di variazione) della coordinata g data. 


Nel caso considerato, i periodi relativi alle due coordinate 7, y — nel piano 

erpendicolare ad H — coincidono, e l’integrale / rappresenta la somma dei 
due corrispondenti invarianti adiabatici. Tuttavia, ciascuno di questi invarianti 
preso separatamente non ha un senso particolare, perché dipende dalla scelta 
non univoca del potenziale vettore del campo. La non' univocità degli inva- 
rianti adiabatici che ne deriva è dovuta si fatto seguente: considerando un 
campo magnetico come iniforme in tutto lo spazio, è impossibile, in linea di 
massima, determinare il campo elettrico generato dalla variazione di H, perché 
esso dipende in realtà da condizioni concrete all’infinito. 
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(seguendo la direzione in cui la carica in moto per una data direzione H 

descrive il contorno, vediamo che ciò avviene nel senso antiorario per cui 

il segno meno nel secondo termine), 

Di qui si vede che, per una variazione lenta di H, l’impulso tra- 
sversale p; varia proporzionalmente a ) H. 

Questo risultato può essere applicato ad un altro caso, allorché 
la particella in moto descrive una elica in un campo magnetico 
costante, ma non del tutto uniforme (un campo che varia poco per 
distanze dell’ordine del raggio e del passo dell'orbita elicoidale). 
Tale moto si può considerare come un moto su un'orbita circolare 
la quale si sposta col tempo, mentre il campo, rispetto a questa 
orbita, sembra di variare col tempo, rimanendo però uniforme. Si 
può allora affermare che la componente trasversale (rispetto alla 
direzione del campo) dell’impulso varia secondo la legge p; = VCA, 
dove C è una costante ed #7 una funzione data delle coordinate. 
D'altra parte, come per il moto in ogni campo magnetico costante, 
l'energia della particella (e con essa il quadrato del suo impulso p?) 
resta costante. Di conseguenza, la componente longitudinale del- 
l'impulso varia secondo la legge 

pî=p°—pi= p°— CH (x, y, 2). (24,10) 


Poiché deve essere sempre pî = 0, ne segue che la particella non 
può penetrare in regioni di un campo sufficientemente forte 
(CH = p?). Quando il moto avviene nel verso in cui il campo cresce, 
il raggio della traiettoria elicoidale decresce proporzionalmente 
a p:/H (cioè proporzionalmente ad 1/Y H), e il suo passo decresce 
proporzionalmente a p;. Raggiunta la frontiera sulla quale p; si 
annulla, la particella si riflette su di essa: continuando a ruotare nella 
stessa direzione, essa comincia a muoversi in verso opposto al 
gradiente del campo. 

La non uniformità del campo genera anche un altro fenomeno, ossia 
un lento spostamento trasversale (deriva) del centro guida della 
traiettoria elicoidale della particella (cosi si chiama il centro del- 
l'orbita circolare); questo fenomeno verrà esaminato nel problema 


3 del prossimo paragrafo. 


PROBLEMA 
Determinare pulsazione di un oscillatore spaziale carico che si trova in un 
campo magnetico uniforme costante; lg frequenza propria dell’oscillatore (in 


assenza del campo) è wo. Lita Ì 
Soluzione. Le equazioni delle oscillazioni forzate in un campo magnetico ‘ 


(orientato lungo l’asse delle z) sono della forma 


0° eH * °° eH * 0° 
x += yv+oy= — 7 5 3+-0j2=0. 
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Moltiplicando la secondaequazione per i ed aggiungendola alla prima, otteniamo: 
ee H e 
dr Lp 
E+ os i mc E, 


dove È = 2 + iy. Troviamo di qui che le pulsazioni dell’oscillatore nel piano 
perpendicolare al campo sono 


i /eH\2., e’ 
o-y +4 (PE) 
Se il campo H è debole, questa formula diventa 


eH 
OS 00 È Sre* 


Le oscillazioni lungo la direzione del campo non variano. 


$ 22. Moto di una carica in campi elettrico e. 
magnetico uniformi e costanti. 


Consideriamo il moto di una carica nel caso della presenza con- 
temporanea di un campo elettrico e di un campo magnetico uniformi 
e costanti. Ci limiteremo al caso non relativistico in cui la velocità 
della carica è v<&c e, di conseguenza, il suo impulso è p = mv; 
come vedremo dopo, affinché questa condizione sia soddisfatta è neces- 
sario che il campo elettrico sia piccolo rispetto al campo magnetico. 

Come direzione di H scegliamo l’asse delle ze come piano passante 
per i vettori H ed E il piano yz. Le equazioni del moto 


mv = eE + - [vH] 
si scriveranno allora 
mr = — yH ; 
my=eEy—-<-xH, (22,1) 


mz=eÈE,. 


La terza di queste equazioni mostra che lungo l’asse delle z la carica 
compie un moto uniformemente accelerato, cioè 


E 
2= TE vol. (22,2) 


Moltiplicando la seconda delle equazioni (22,1) per i e sommandola 
alla prima, troviamo: 


SL (c+iy)+io(c+iy)=it E, 
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(0 = eH/mc). L'integrale di questa equazione, dove l’incognita 


dz + iy, è uguale alla somma dell’integrale dell’omogenea associata 
e di un integrale particolare dell’equazione stessa. Per il primo di 
questi integrali abbiamo a-'9°, e per il secondo e£,/mo = cEy/H. 


Quindi 
C) e cE, 
xt iy=ae-!0 |P. 


Poiché generalmente la costante a è complessa, è comodo scriverla 
nella forma a = be'*, dove bd ed a sono reali. Siccome a viene molti- 
plicata per e-i0', con una scelta adeguata dell'origine del tempo si 
può dare alla fase a un valore qualsiasi. Scegliamo « in maniera 


tale che a sia reale. Separando quindi nell’espressione x+ iy la 
parte reale e la parte immaginaria, troviamo: 
i E . 
= a COS o+c > y= —asen wi. (22,9) 
Inoltre, all’istante t = 0 la velocità è diretta lungo l’asse delle . 
Le componenti della velocità della particella sono evidentemente 
funzioni periodiche del tempo; i loro valori medi sono 
a cE, Fi 
T = FI: Y = 0. 
Questa velocità media del moto di una carica in campi elettrico 
e magnetico è chiamata spesso velocità di deriva elettrica. La sua 
direzione è perpendicolare ad ambedue i campi e non dipende dal 
segno della carica. In forma vettoriale abbiamo: 
—  c[EH] 
Vas Hi (22,4) 
Tutte le formule di questo paragrafo sono applicabili se la velocità 
della particella è piccola rispetto alla velocita della luce; a questo 
scopo è necessario, in particolare, che i campi elettrico e magnetico 
soddisfino la condizione 


E, 
<A, (22,5) 


mentre le grandezze assolute £, ed H possono essere arbitrarie. 
Integrando ancora una volta le equazioni (22,3) e scegliendo la 
costante d'integrazione in maniera tale che per t = 0 si abbia 
z=y=0, otteniamo: 
a cEy 
t=-7 sen tai, 


(22,6) 
y = (cos wé — 1). 
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Queste equazioni, considerate come equazioni parametriche di 
una curva, rappresentano la cosiddetta trocoide. Qualora il valore 
assoluto di a sia superiore od infe- 
riore al valore assoluto di c£,/H, y 
la proiezione della traiettoria della 
particella sul piano xy ha la forma 
rappresentata rispettivamente nella 
fig. 6,a e nella fig. 6,b. 

Se a = —cE/,H, le formule a) 
(22,6) diventano 


A ; ) 
= —;r (0 — Sen OI), 
dai (22,7) 
cEy 
Y=T7 (1 — cos ot), 
cioè la proiezione della traiettoria b) % 
sul piano xy è una cicloide (fig. 
6, c). 4 
PROBLEMI 


4. Determinare il moto relativistico 
di una carica in un campo elettrico ed 
in un campo magnetico uniformi paral- 


eli. 
Soluzione. Il campo magnetico non c) 

influisce sul moto nella direzione comune 

E ed H (asse z); il moto di conseguenza Fig. 6 

avviene sotto l’azione del solo campo 

elettrico; per quanto detto al $ 20, abbiamo 


sa Con » &cin= V&3+(ceEt)?. 


Per il moto nel piano zy abbiamo le equazioni: 


. e » e 
Px=< Hvy, py=—< He, 
oppure 
d eH n teHc 
di (Pat 10y) = LT (Va tivy) = — (Py tiDy), 
a cul 
Pa +ipy= pie "9, 


dove p: è il valore costante della proiezione dell'impulso sul piano xy, e dove la 
grandezza ausiliaria @ è stata ricavata dalla relazione 


do=- eHe 
9 Ecin” 


da cui 
€ E 
= ph (4) 


86 CAPITOLO III 


Scriviamo poi: 


-i € °*. .__eH d(x+iy) 
Pxtipy= Pie Pa na a+ SETTI, 
da cui 
c c 
2= 51 sen P, y=-E£ cos P. (2) 
Le formule (1) e (2) con la formula 
E 


determinano il moto della particella in forma parametrica. La traiettoria rappre- 
senta un'elica di raggio cp;/eH e di passo crescente in modo monotono; la particella 


descrive l’elica ad una velocità angolare decrescento @ = e Hc/&cin e la 
proiezione della velocità sull’asse delle z tende a c. 
2. Determinare il moto relativistico di una carica in un campo elettrico e in 
un campo magnetico mutuamente perpendicolari e di uguale intensita *). 
Soluzione. Dirigiamo l’asse delle z lungo H e l'asse delle y lungo E, ponendo 
E = HE: le equazioni del moto sono: 


dPx e dpy Va dpz 
tan oa(i-8), fo 


dalle quali ricaviamo l’equazione (17,7): 


Da queste equazioni abbiamo. 
Pz= costante, cin —cCPr=costante = a. 


Utilizzando anche l'uguaglianza 
Ecin— c?pzx = (cin + ePx) (Ecin — CPx) = c*py +83 
(dove e? = m?c4 + c3p? = costante), troviamo 


1 
Ecint+ePx=— (e*Pv+-83), 
e quindi 


__ a c®py|83 
ente Zac 


Scriviamo ancora 


dp E 
cin |> eE (Sem_ coma) = eE (Ecin- px) =eE2, 


1) Il problema del moto in campi E ed H, reciprocamente perpendicolari 
ma di intensità differenti, si riduce, con un cambiamento appropriato del 
sistema di riferimento, al problema di un moto in un campo puramente elettrico 
ò magnetico (vedi $ 25). 
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da cui 
a, 83 ci 
2Et=(1+57) Py+aali. (1) 
Per la determinazione della traiettoria nelle equazioni 
de __0%Ps 
dt cin 


passiamo alla variabile p, usando l'equazione dt = €cindpy/eEa e poi integrando, 
otteniamo: 
c e? edu 
ze + E) tra , 
de e 9 A D,02 ( ) 
IT DaeE Pu 37 efabv 


Le formule (1) e (2) determinano completamente, in forma parametrica (para- 
metro p,), il moto della particella. Notiamo che la velocità del moto cresce più 
rapidamente nella direzione perpendicolare ad E ed H (asse delle x). 

3. Determinare la velocità di deriva del centro guida dell’orbita di una 
particella non relativistica carica in un campo magnetico costante quasi uni- 
forme (H. Alfven, 1940). 

Soluzione. Supponiamo dapprima che la particella si muova su un'orbita 
circolare, cioè la sua velocità non abbia componente longitudinale (lungo il 
campo). Scriviamo l'equazione della traiettoria della particella nella forma 
r= R(t) + È (t), dove R (t) è il raggio vettore del centro guida (funzione del 
tempo che varia lentamente) e $ (i) è una grandezza rapidamente oscillante che 
rappresenta il moto rotatorio intorno al centro quida. Prendiamo la media dalla 


forza — frH (r)], agente sulla particella, rispetto al periodo del moto oscillatorio 


(circolare) (vedi vol. I, Meccanica, $ 30). Sviluppiamo la funzione H (r) secondo 
le potenze di È: 


H (r)= H (R) + (6V) H (R). 


Quando si prende il valore medio, i termini del primo ordine rispetto alla gran- 
dezza oscillante $ (t) si annullano, e il termine del secondo ordine genera una 
forza supplementare 


e () 
f=-l [î (6v) HI). 
Per un moto circolare abbiamo 
. di 
G=@[in]h, ==, 
dove n è un vettore unitario nella direzione H; la frequenza è © = eH/mc; 


v, è la velocità della particella nel suo moto circolare. Il valore medio dei pro- 
dotti delle componenti del vettore & che ruota in un piano (perpendicolare ad n) è 


Tal = 08m» 


dove 6, g è il tensore unitario in questo piano. Otteniamo in definitiva: 


è, 
ag Inv] HI. 


luo 
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In virtù delle equazioni div H = 0, rot H= 0 che sono soddisfatte dal campo 
costante H (R), abbiamo: 


[[nV] H] = —n div H + (nv) H + [nrot H} = 
= (nmmH=FA{(nV)n+n(nV) #7). 
La forza trasversale (rispetto ad n) che fa spostare l’orbita è data da 


2 
f= —-7- (nV) n= 


2 
MVL 
2p 


v, 


dove p è il raggio di curvatura della linea di forza del campo nel dato punto, 
e v il vettore unitario diretto dal centro di curvatura verso questo punto. 
Il caso in cui la particella abbia anche una velocità longitudinale D| lungo n) 


può essere ridotto al caso precedente passando ad un sistema di riferimento che 
ruota intorno al centro istantaneo di curvatura della linea di forza (della traiet- 
toria del centro guida) con velocità angolare vy'p- In questo sistema la parti- 


cella è priva di una velocità longitudinale, ma vi sorge una forza trasversale 
supplementare, cioè la forza centrifuga uguale a vmufilp. In tal modo, la forza 


trasversale totale è 
2 
sale 
f,=v 7 (ofi+ 5 ). 


Questa forza è equivalente ad un campo elettrico di intensità f | /e. In base alla 
formula (22,4), essa genera la deriva del centro guida dell’orbita con velocità 


Va= no (cf + iL) [vn]. 


Il segno di questa velocità dipende dal segno della carica. 


$ 23. Tensore del campo elettromagnetico 


Nel $ 17 abbiamo introdotto le equazioni del moto di una carica 
in un campo, partendo dalla funzione di Lagrange (16,4) scritta 
in forma tridimensionale. Deduciamo ora le stesse equazioni dal- 
l'azione (16,1) scritta in notazioni quadridimensionali. 

Il principio di minima azione afferma: 

b 


85=8 | (—meds— Ada')=0. (23,4) 


a 


Tenendo presente che ds = V dx;da', troviamo (per brevità, ometter- 
remo in seguito gli estremi d'integrazione a e b): | 


i i 4 
= { (me Lea ey dix! +4 8A; da') =0. 


Integrando per parti i due primi termini dell’espressione ed 
introducendo inoltre nel primo termine la 4-velocità dr,/ds = u;, 
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abbiamo 
| (me du; 62! + — da dA; 1 6A; dz' | — (mcu; ++ A) bri | = 0. 
(23,2) 


Il secondo termine di questa uguaglianza è nullo, perché l’integrale 
varia agli estremi per valori dati delle coordinate. D'altra parte: 
dA OA; > _k 
SA;=> — è 82°, dAi=—idx 
"dg gg i 


di conseguenza, 
dA dA 
RR IE e DR 5) 
{ (me du; dr + n dr de -— —- dr dr°}=0. 


cli ; : 3 du 4 
Riscriviamo il primo termine nella forma du, = T ds, il secondo 


e il terzo nella forma dr' = u'ds. Scambiando poi di posto gli indici 
i e k nel terzo termine (questa operazione non cambia sostanzial- 
mente niente perché sono indici di sommatoria), otteniamo: 


dui e (9Ar__dA:\ x ]8rids=0 
Î [mei (Gi n) da ] 
Essendo èz' arbitrarie, ne segue che l’espressione integranda è nulla: 


mo ftt e (246241) 140, 


ds "c\oxzi deh 
Poniamo 
_dAx 9A; | 
Fin = i (23,3) 


il tensore antisimmetrico ;, è detto tensore elettromagnetico. 
L'equazione ottenuta assumerà allora la forma 
dui e ik 
mez-=— Fun. (23,4) 
Questa è l'equazione del moto di una carica in forma quadridimen- 


sionale. 

È facile esplicitare le singole componenti del tensore /;, sosti- 
tuendo i valori A; = (9g — A) nella definizione (23,3). Il risultato 
si può scrivere sotto forma di una tabella, dove l’indice i =0, 
1, 2, 3 indica le righe, e l’indice & le colonne: 


0 E. E, E, 0 —E, —E, —E, 
pr, | TE 0-H Hy piu {Ex 0 —H. Hy 
ACE, H, 0-Hal' “E, H. 0 —H, 

— E, —H, Hx 0 E. —H, Hs 0 


(23,5) 
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Più brevemente si può scrivere (vedi $ 6): 
Fin=(E, H), F#*=(—E, H). 


Cosî, le componenti dei vettori campo elettrico 8 campo magne- 
tico sono le componenti difun solo 4-tensore elettromagnetico. 

Passando alle notazioni tridimensionali, è facile vedere che le 
tre componenti spaziali (î = 1, 2, 3) dell’equazione (23,4) sono 
identiche all’equazione vettoriale del moto (17,5), e la componente 
temporale (i = 0) all’equazione del lavoro (17,7). Quest'ultima 
è una conseguenza della equazione del moto; il fatto che delle quattro 
equazioni (23,4) soltanto tre sono indipendenti, può essere facil- 
mente verificato direttamente: è sufficiente moltiplicare i due 
membri della (23,4) per u’. Allora, i due membri dell’uguaglianza 
si annullano: il primo in virtù dell’ortogonalità dei quadrivettori 
u' e du;/ds, e il secondo in virtù dell'’antisimmetria del tensore Fx. 

Se nella variazione di è.S si prendono in considerazione soltanto 
le traiettorie reali, il primo termine della (23,2) si annulla identi- 
camente. Allora il secondo termine, nel quale il limite superiore 
viene considerato variabile, dà il differenziale dell’azione come 
funzione delle coordinate. Quindi: 


Na (meu; +1 A) 8a. (23,6) 
Da cui 
0S 
meu +7 U=Pt7 Ai. (23,7) 


— 0S/0x' è il quadrivettore dell'impulso generalizzato P; della 
particella. Sostituendo i valori delle componenti p; ed A4,, troviamo 
che 


pi (Et, p4< 4). (23,8) 


Come c'era da aspettarsi, le componenti spaziali del quadrivettore P; 
costituiscono il vettore tridimensionale dell'impulso generalizzato 
(16,5), e la componente temporale è €/c, dove € è l’energia totale 
della carica nel campo. 


$ 24. Trasformazione di Lorentz per il campo 


Scriviamo ora le formule di trasformazione per il campo elettro- 
magnetico, cioè formule che permettono di determinare il campo in 
un sistema di riferimento inerziale, allorché questo stesso campo 
è dato in un altro sistema. 

Le formule di trasformazione dei potenziali si ricavano diretta- 
mente dalle formule generali di trasformazione del quadrivettore 
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(6,1). Tenendo presente che A* = (@, A), troviamo: 
V ,. 
Pi Ax At 


, 7 va L) 
ali 1-5 


Le formule di trasformazione per un 4-tensore antisimmetrico 
di rango due (tale è il tensore F**) sono già state stabilite nel 
problema 2 del $ 6: le componenti F?* ed F% non cambiano nella 
trasformazione, mentre le componenti F°, F® ed F!?, F!3 si trasfor- 
mano rispettivamente come 2° ed x'. Esprimendo le componenti del 
tensore F** in funzione delle componenti dei campi E ed H confor- 
memente alla (23,5), otteniamo le seguenti formule di trasformazione 
per il campo elettrico: 


Ay= A, A;= Ai. (24,1) 


ERAMI, p piatogi 
Ex= E, E,y= TA E, = (24,2) 
Vis VS 
e per il campo magnetico 
ce H+ E; 
Hx,=Hx,, Ho=—-=-=,, H;=—==-. (24,3) 


Il campo elettrico e il campo magnetico sono quindi, come pure la 
maggior parte delle grandezze fisiche, relativi: le loro proprietà 
sono differenti in diversi sistemi di riferimento. In particolare, un 
campo elettrico e un campo magnetico possono essere nulli in un 
sistema di riferimento ed essere nello stesso tempo presenti in un 
altro sistema. 

Le formule di trasformazione (24,2) e (24,3) si semplificano consi- 
derevolmentie per il caso in cui V«& c. Abbiamo, approssimando sino 
ai termini dell’ordine di V/c: 


CA TÀ , , Vv . 
Ex=E% E,=E;+ H, E,=E.—-— Hy; 


# g ’ V , LÀ Vv LÀ 
Hx= H,, Hy=H,-— E, H.,=H:t+Ey. 
Queste formule si possono scrivere in forma vettoriale: 


E=E'4+-1(HVI, H=H--4{E'V). (24,4) 


Le formule della trasformazione inversa da X'’ a X si ricavano 
dalle (24,2—4) spostando gli apici e cambiando il segno di V. 


92 CAPITOLO III 


Se nel sistema KX' il campo magnetico H' = 0, dalle (24,2) e 
(24,3) si trova che tra i campi elettrico e magnetico nel sistema X 
esiste la relazione 


H=- [VE]. (24,5) 
Se invece nel sistema X' il campo E’ = 0, nel sistema KX si avrà 
E=-- vu). (24,6) 


Da queste formule è chiaro che, in ambedue i casi, i campi magnetico 
ed elettrico sono mutuamente perpendicolari nel sistema XA. 

Queste formule esprimono anche il viceversa: se in un sistema 
di riferimento X i campi E ed H sono mutuamente perpendicolari 
(ma di intensità differenti), esiste allora un sistema X° dove il 
campo è puramente elettrico o puramente magnetico. La velocità 
V di questo sistema (rispetto a XK) è perpendicolare ad E ed He 
ha per grandezza nel primo caso c/7/E (per H < E), e nel secondo 
caso cE/H (per E< H). 


$ 25. Invarianti del campo 


Con i vettori campo elettrico e campo magnetico si possono 
formare grandezze invarianti rispetto alle trasformazioni da un 
sistema di riferimento inerziale in un altro. 

E facile trovare la forma di questi invarianti partendo dalla 
rappresentazione quadridimensionale del campo mediante il 4-ten- 
sore antisimmetrico F**. È evidente che le componenti di questo 
tensore permettono di formare le seguenti grandezze invarianti: 


FixF* = invariante, (25,1) 
e'*!MmF2Fim= invariante, (25,2) 


dove e!*!" è il tensore unità completamente antisimmetrico (vedi $ 6). 
La prima di queste grandezze è un vero scalare, mentre la seconda 
uno pseudoscalare (il prodotto del tensore F'* per il suo tensore 
duale)!). 

Esprimendo le componenti di F** in funzione delle componenti 
di E ed H in base alla (23,5), è facile vedere che questi 


1) Notiamo che lo pseudoscalare (25,2) può essere scritto in forma di diver- 
genza quadridimensionale: 


2, i i) 
eikImF,,Fr.=-4 — (cihima — A ) 
ih* Im dri k arl mi» 


come è facilmente verificabile tenendo conto della antisimmetria di eih!m. 
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invarianti in forma tridimensionale assumono la forma: 
H?— E?= invariante, (25,3) 
EH = invariante. (25,4) 


Il carattere pseudoscalare della seconda grandezza risulta evidente 
dal fatto che essa rappresenta il prodotto del vettore polare E per 
il vettore assiale H (mentre un vero scalare è il quadrato (EH)?). 

Dall'invarianza delle due espressioni citate deduciamo quanto 
segue: se in qualche sistema di riferimento i campi elettrico e ma- 
gnetico sono mutuamente perpendicolari, cioò EH = 0, essi sono 
perpendicolari in qualsiasi altro sistema di riferimento inerziale; 
se in qualche sistema di riferimento i valori assoluti di E ed H sono 
uguali, essi sono uguali in qualsiasi altro sistema. 

Sussistono evidentemente le seguenti disuguaglianze. Se in un 
sistema di riferimento £ > H (0E< H),in qualsiasi altro sistema 
si avrà pure £ > H (CE< H). Se in un sistema di riferimento i vet- 
tori E ed H formano un angolo acuto (oppure ottuso), essi formeranno 
un angolo acuto (oppure ottuso) in qualsiasi altro sistema. 

La trasformazione di Lorentz permette sempre di assegnare ad E 
ed H valori arbitrari soggetti alla sola condizione che E? — H? 
ed EH abbiano valori prefissati. In particolare, si può trovare un 
sistema di riferimento inerziale in cui i campi elettrico e magnetico 
sono in un dato punto paralleli. In questo sistema si ha EH = £H, 
e dalle due equazioni 


E°?— H®= E? — H3, EH=E,Ho 


si possono ricavare i valori di E ed H in questo sistema (E, ed H, 
sono i campi elettrico e magnetico nel sistema di riferimento ini- 
ziale). 

Fa eccezione il caso in cui i dve invarianti sono nulli. Allora E 
ed H sono di grandezza uguali e perpendicolari tra loro in tutti 
i sistemi di riferimento. 

Se si ha soltanto EH = 0, si potrà allora trovare un sistema 
di riferimento in cui E = 0 oppureH = 0 (a seconda che £° — A? 
sia minore o maggiore di zero), cioè il campo sarà puramente magne- 
tico o puramente elettrico; viceverrsa, se in un sistema di rife- 
rimento E = 0 oppure H =0, essi saranno mutuamente perpen- 
dicolari in ogni altro sistema, conclusione corrispondente a quella 
fatta alla fine del paragrafo precedente. 

Per trovare gli invarianti del 4-tensore antisimmetrico proce- 
diamo ora in un altro modo. Questo procedimento rende evidente 
l'unicità dei due invarianti indipendenti (25,3) e (25,4); esso rivela 
inoltre alcune proprietà matematiche istruttive delle trasformazioni 
di Lorentz quando esse vengono eseguite su un 4-tensore. 

Consideriamo il vettore complesso 


F=E+iH. (25,5) 
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E facile vedere, utilizzando le formule (24,2) e (24,3), che la 
trasformazione di Lorentz (lungo l’asse delle x) per questo vettore 
assume la forma 

Fy=F,, F,=Fy,ch@—iF.shp=Z,cosig— Fi; sen ig, 
F,= Ficosip+F,senig, thqg= La A (25,0) 


Vediamo che una rotazione del vettore F nel piano zt dello spazio 
quadridimensionale (tale è la trasformazione di Lorentz considerata) 
è equivalente ad una rotazione di un angolo immaginario nel piano 
yz dello spazio tridimensionale L’insieme di tutte le rotazioni possi- 
bili nello spazio quadridimensionale (comprese le rotazioni ordina- 
rie degli assi x, y, z) è equivalente all'insieme di tutte le rotazioni 
possibili di angoli complessi nello spazio tridimensionale (a sei 
angoli reali di rotazione nello spazio quadridimensionale corrispon- 
dono tre angoli complessi di rotazione del sistema tridimensionale). 

Il solo invariante del vettore rispetto alle rotazioni è il suo qua- 
drato: F° — £° — H? + 2iEH. Ne segue che le grandezze reali 
E* — H* ed EHsonoi due soli invarianti indipendenti del tensore Fx. 

Se F?° #0, il vettore F può essere scritto nella forma F = an, 
dove n è un vettore unitario (n° = 1) complesso. Con una rotazione 
complessa appropriata si può dirigere n lungo uno degli assi coordi- 
nati; n diventerà allora reale e determinerà le direzioni dei due vet- 
tori E ed H:F={(£ + iH)n. In altri termini, i vettori E ed H 


saranno paralleli. 
PROBLEMA 


Determinare la velocità di un sistema di riferimento dove i campi elettrico 


e magnetico sono paralleli. Ì 
Soluzione. Esiste un'infinità di sistemi di riferimento K'’ che soddisfano la 


condizione posta. Trovatone uno ogni altro sistema che si muova relativamente 
al primo con velocità diretta lungo la direzione comune dei campi E ed H 
gode della stessa proprietà. Sarà sufficiente perciò determinare tra questi 
sistemi un sistema la cui velocità sia perpendicolare ad ambedue i campi. 
Scegliendo per direzione della velocità l’asse delle x ed utilizzando il fatto che 


nel sistema K':Z,1= H,=0, EHy n E,H,="0,mediante le formule (24,2) e 
(24,3) per la velocità V del sistema X' rispetto al sistema iniziale otteniamo 
la seguente equazione: 
Vie _ [EH] 
1+ V#/e®  E*+ H? 
(delle due radici dell'equazione di secondo grado deve essere scelta, ‘evidente- 
mente, quella per cui V < c). 


Capitolo IV 


EQUAZIONI DEL CAMPO 
ELETTROMAGNETICO 


$ 26. Prima coppia delle equazioni di Mazwell 


Dalle espressioni 
H=rot A, E= —— 7 — grad (i) 


si ricavano facilmente equazioni contenenti soltanto E ed H. 
Determiniamo a tale scopo rot E: 


1 9 
rotE= — — > Fot A— rot grad gp. 
Il rotore di un gradiente è nullo; quindi 
i d6H 
rotE= Tea pg (26,1) 


Prendiamo la divergenza dei due membri dell’equazione rot A = H, 
tenendo presente che la divergenza di un rotore è nulla; abbiamo 
quindi: 

divH = 0. (26,2) 


Le equazioni (26,1) e (26,2) costituiscono la prima coppia d’equa- 
zioni di Maxwell'). Notiamo che queste due equazioni non determi- 
nano ancora completamente le proprietà del campo. Questo è evi- 
dente anche dal solo fatto che esse determinano la variazione del 
campo magnetico con il tempo (la derivata d0H/0df), ma non la 
derivata d9E/0t. 

Le equazioni (26,1) e (26,2) possono essere scritte in forma inte- 
grale. Applicando il teorema di Gauss otteniamo: 


{div HdV = $Hdî, 


dove l'integrale a secondo membro è esteso a tutta la superficie 
chiusa che limita il volume al quale è esteso l’integrale a primo 
membro. In virtù della (26,2) abbiamo: 


$ Hdif=0. (26,3) 


1) Le equazioni di Maxwell, equazioni fondamentali dell’elettrodinamica, 
sono state formulate per la prima volta da James Mazwell negli anni 1860 
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L’integrale di un vettore preso sv una superficie è detto flusso del 
vettore attraverso questa superficie. Quindi il flusso di campo magne- 
tico attraverso ogni superficie chiusa è nullo. 

Conformemente al teorema di Stokes 


{rot Edi=$Ed. 


dove l’integrale a secondo membro è preso lungo la curva chiusa che 
limita la superficie sulla quale è preso l'integrale a primo membro. 
In virtù della (26,1), integrando i due membri su una superficie 


troviamo: 
QEa= -—12 | Hat. (26,4) 


L’integrale di un vettore esteso a una curva chiusa è detto circuita- 
zione del vettore lungo la curva. La circuitazione del campo elettri- 
co è detta anche forza elettromotrice in un contorno dato. In tal modo, 
la forza elettromotrice in un contorno è uguale alla derivata rispetto 
al tempo, presa con il segno contrario, del flusso del campo 
magnetico attraverso la superficie limitata dal contorno. 

Le equazioni di Maxwell (26,1) e (26,2) si possono scrivere uti- 
lizzando le notazioni quadridimensionali. Partendo dalla defini- 
zione del tensore elettromagnetico 


__ dA dA; 
Fin= Oxi sa drr 
è facile vedere che 
OFin ; Fui 1 SFli _0 5 
el ERI go SE c(). 26,5 
dx! dxi Li dr ( ) 


Il primo membro di questa uguaglianza rappresenta un tensore di 
rango tre, antisimmetrico rispetto a tutti i tre indici. Le sue 
componenti non sono identicamente nulle soltanto se i 4% #4. 
Ci sono dunque complessivamente quattro equazioni distinte che, 
come è facile provare sostituendo le espressioni (23,5), coincidono 
con le equazioni (26,1) e (26,2). 

Al 4-tensore antisimmetrico di rango tre si può far corrispon- 
dere un quadrivettore duale, ottenuto moltiplicando il tensore per 
e'*! è contraendo tre coppie di indici (vedi $ 6). Si può quindi scri- 
vere la (26,5) nella forma 


elim Fim _ 0 (26,6) 


dh" 


la quale esprime chiaramente il fatto che ci sono in tutto soltanto 
quattro equazioni indipendenti. 
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$ 27. L'azione per il campo elettromagnetico 


L'azione S per un sistema composto di un campo elettro- 
magnetico e delle particelle che in esso si trovano deve essere costi- 
tuita da tre parti: 


Sassi (27,1) 


Sm è la parte dell’azione che dipende solamente dalle proprietà 
delle particelle, cioè essa è l’azione per le particelle libere. L'azione 
per una sola particella libera è data dalla formula (8,1). Se si hanno 
più particelle, la loro azione totale sarà uguale alla somma delle 
azioni di ciascuna particella. Quindi avremo: 


Sn = — me (ds. (27,2) 


Smj è la parte dell’azione dovuta all'interazione delle particelle 
con il campo. Secondo quanto detto al $ 16, per un sistema di 
particelle abbiamo: 


Sm= — Dt | Arda. (27,3) 


In ciascun termine di questa somma, Ax rappresenta il potenziale 
del campo all'istante £ e nel punto dello spazio in cui si trova 
la particella corrispondente. La somma Sm + Sm; è l’azione 
per cariche in un campo (16,1) che già conosciamo. 

Infine, S; è la parte dell’azione che dipende esclusivamente 
dalle proprietà del campo stesso, cioè S, è l’azione per il campo in 
assenza di cariche. Finché ci interessavamo solamente al moto delle 
cariche in un campo elettromagnetico dato, abbiamo trascurato $,, 
ehe non dipende dalle particelle, poiché questo termine non può 
inftuire sulle equazioni del moto delle particelle. Esso diventa però 
indispensabile se vogliamo trovare le equazioni che determinino 
il campo stesso. Per questo motivo dalla parte d’azione Sm + Smy 
abbiamo ricavato solo due equazioni (26,1) e (26,2), ancora 
insufficienti per determinare completamente il campo. 

Per stabilire la forma dell’azione del campo $;, partiremo dalla 
seguente proprietà, assai importante, dei campi elettromagnetici. 
Come l’esperienza dimostra, il campo elettromagnetico obbedisce 
al cosiddetto principio di sovrapposizione: il campo generato da un 
sistema di cariche è la somma dei campi generati separatamente da 
ciascuna delle cariche. Ciò significa che i vettori campo elettrico 
e campo magnetico del campo risultante sono uguali in ogni punto 
alla somma (vettoriale) dei vettori campo elettrico e campo mag- 
netico di ciascuno dei campi considerati. 

Ogni soluzione delle equazioni del campo è un campo che può 
essere realizzato in natura. In virtù del principio di sovrapposizio- 
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ne, la somma di due campi di questo tipo deve essere anch’essa 
un campo realizzabile in natura, cioè deve soddisfare le equazioni 
del campo. 

Come è noto, le equazioni differenziali lineari sono contraddistinte 
appunto dalla proprietà che la somma di due loro soluzioni 
è ancora soluzione. Di conseguenza, le equazioni di un campo debbono 
essere equazioni differenziali lineari. 

Da quanto detto risulta che sotto il segno d’integrazione del- 
l’azione S, si deve avere un’espressione quadratica rispetto al campo. 
Soltanto in questo caso le equazioni del campo saranno lineari 
(le equazioni del campo si ottengono variando l’azione, abbassando 
quindi il grado dell'espressione integranda di un'unità). 

Dell’espressione per l’azione S, non possono far parte i potenziali 
del campo in quanto non sono definiti univocamente (questa non 
univocità non era sostanziale in $,,;). Dunque, $; deve essere l’in- 
tegrale di una funzione del tensore elettromagnetico F;x. L'azione 
deve però essere uno scalare e, di conseguenza, l’integrale di un 
certo scalare, che può essere soltanto il prodotto F;,F'®}). 

S, deve quindi avere la forma 


Sic { { FinF" dV di, dV=dxdydz, 


dove l’integrale è preso in tutto lo spazio rispetto alle coordinate, 
e tra due istanti dati rispetto al tempo; a è una costante arbitraria. 
Sotto il segno d'integrazione abbiamo l’espressione F;,f* = 
— 2 (H*® — E?). Il campo E contiene la derivata 0A/0t. È facile 
però vedere che (0A/0t)? deve comparire nell'azione con il segno posi- 
tivo (per questo anche E? avrà il segno positivo). Infatti, se (04/01)? 
entrasse in $, con il segno negativo, si potrebbe sempre, facendo 
variare abbastanza velocemente il potenziale con il tempo (nell’in- 
tervallo di tempo considerato), rendere $,; negativa con un valore 
assoluto arbitrariamente grande; S, non potrebbe quindi avere un 
minimo, come lo esige il principio di minima azione. Dunque, 
a deve essere negativo. 


1) La funzione integranda in S; non deve contenere derivate di F,,, perché 
nella funzione di Lagrange, oltre alle coordinate del sistema, possono entrare 
soltanto le loro derivate prime rispetto al tempo, mentre il ruolo di « coordinate » 
(cioè di variabili rispetto alle quali si fa la variazione nel principio di minima 
azione) è svolto, in questo caso, dai potenziali del campo Ay; questo è analogo 
a quanto avviene in meccanica, dove la funzione di Lagrange per un sistema 
meccanico contiene solamente le coordinate delle particelle e le loro derivate 
prime rispetto al tempo. 

Quanto alla grandezza eif!m F;xFim ($ 25), essa rappresenta (come è stato 
detto nella nota alla pag. 92) una divergenza quadridimensionale totale e, di 
conseguenza, la sua aggiunta all’espressione. integranda in .S; non influirebbe 
sulle « equazioni del moto ». È interessante notare che questa grandezza viene 
esclusa dall’azione, a prescindere dal fatto che essa non è un vero scalare, 


bensi uno pseudoscalare. 
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Il valore numerico di a dipende dalla scelta delle unità di 
misura del campo. Notiamo che, scelto un determinato valore di 
a, nonché le unità di misura del campo, vengono determinate anche 
le unità di misura di tutte le altre grandezze elettromagnetiche. 

In seguito ci serviremo del sistema di unità di Gauss; in questo siste- 
ma, a è una grandezza adimensionale, uguale a —1/16x!). 

Quindi, l’azione per il campo assume la forma 


S=-1- { FixF® dQ, dQ=cdidrdydz, (27,4) 
oppure in forma tridimensionale: 
S=+ | | (E? — H?) dV dt. (27,5) 


In altri termini, la lagrangiana per il campo elettromagnetico è 


1 ; 
Ly=7- | (E? — H?) dV. (27,6) 


“ 


L’azione per un campo contenente cariche è: 


S= —Y {meds-M | Ade | FaF#dQ. (27,7) 
Sottolineiamo che ora le cariche non sono affatto considerate 
piccole, come abbiamo fatto nel dedurre le equazioni del moto di 
una carica in un campo. Per questo A, ed 7; si riferiscono ad un 
vero campo, cioè al campo esterno al quale è aggiunto il campo gene- 
rato dalle cariche stesse; 4, ed F;, dipendono ora dalla posizione 
e dalla velocità delle cariche. | 


$ 28. Qudadricorrente 


Per ragioni di comodità matematica, invece di considerare le cari- 
che come puntiformi, si suppone spesso che la carica sia distribuita 
nello spazio in modo continuo. Si può allora introdurre il concetto 
di densità di carica p in maniera tale che pdV sia la carica localizzata 
nel volume dV; in generale, p è una funzione delle coordinate e del 
tempo. L'integrale di p in un certo volume è la carica che si trova 
in questo volume. 


1) Oltre al sistema d’unità di Gauss, esiste anche il cosiddetto sistema di 
Heaviside nel quale a = —1/4. In questo sistema d'unità le equazioni del campo 
assumono una forma più comoda (esse non contengono più 4r), ma, in compenso, 
4n entra nella legge di Coulomb. Al contrario, nel sistema d’unità di Gauss le 
equazioni del campo contengono 4x, e la legge di Coulomb ha una forma semplice, 
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Detto questo, è però necessario ricordare che le cariche sono in 
realtà puntiformi, cosicché la densità p è nulla dappertutto, tranne 
che nei punti dove sono localizzate queste cariche, e l'integrale 


gdV deve essere uguale alla somma delle cariche contenute nel 


volume dato. Si può dunque esprimere p mediante la funzione 8) 
nella seguente forma: 


p= Dead (r— ra), (28,1) 


dove la sommatoria è estesa a tutte le cariche presenti ed r, è il 
raggio vettore della carica e,. 

La carica di una particella è, per definizione stessa, una gran- 
dezza invariante, cioè non dipendente dalla scelta del sistema di 


1) La funzione È (x) è definita come segue: 6 (x) = 0 per tutti gli z non 
nulli; per 7 = 0, 6 (0) = co e quindi l'integrale 
| 00 
Î 6 (c)de=1. (1) 


— 00 


Da questa definizione derivano le seguenti proprietà: se f (7) è una funzione 
continua arbitraria, si ha: 


+00 
| 108G—aaz=1); 2) 


in particolare, 


+ co 
| 1()6(0)42=10) È) 


(s'intende che gli estremi d’integrazione non debbono essere necessariamente 
+00; si potrà prendere per regione d’integrazione una regione qualsiasi che 
contiene il punto nel quale la funzione è non si annulla). 

Il senso delle uguaglianze che seguono è che i loro due membri danno lo 
stesso risultato se presi come fattori sotto il segno d'integrazione: 


8(-—2)=8(2), 8(22)=1_8(2). (4) 


|a] 


L'ultima uguaglianza è un caso particolare della relazione più generale 


ste@= gt se (5) 


dove © (7) è una funzione monodroma (la sua funzione inversa non deve essere 
necessariamente monodroma), e a; sono le radici dell'equazione @ (x) = 0. 

Analogamente alla determinazione di è (x) per una sola variabile x, si può 
introdurre una funzione è tridimensionale: è (r), nulla dappertutto, tranne che 
nell'origine del sistema di coordinate tridimensionale, e il cui integrale 
esteso a tutto lo spazio è uguale ad 1. Si può evidentemente rappresentare 
questa funzione come prodotto 6 (x) è (y) 6 (2). 
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riferimento. Al contrario, la densità p non è un invariante; soltanto 


il prodotto pdV è invariante. 
Moltiplicando ambedue i membri dell'uguaglianza de = pdV 


per dr' otteniamo: 
de da'= pdV da'=pav di È. 
A primo membro abbiamo un quadrivettore (essendo de uno scalare e 
dx' un quadrivettore). Ciò vuol dire che anche a secondo membro deve 
: a a dzi 
essere un quadrivettore. Ma dV di è uno scalare e, di conseguenza, p x 


è un quadrivettore. Questo vettore (che indicheremo con j') è detto 
quadrivettore densità di corrente: 


ci dzi 
=pa3r. (28,2) 
Le sue tre componenti spaziali costituiscono la densità tridimensio- 
nale di corrente a 
j=v, (28,3) 


dove v è la velocità della carica nel punto dato. La componente 
temporale del quadrivettore (28,2) è cp. Quindi: 

hi sa (cp, j). (28,4) 

La carica totale racchiusa in tutto il volume è uguale all’inte- 

grale {dv esteso appunto a tutto il volume. Scrivendo questo 
integrale in forma quadridimensionale abbiamo: 


| pav=1 { pav=1 | ji as, (28,5) 


dove l’integrazione va estesa a tutto l’iperpiano quadridimensionale, 
perpendicolaré all’asse 7° (una tale integrazione significa, evidente- 
mente, un'integrazione estesa a tutto lo spazio tridimensionale). 


In generale, l’integrale i jidS; preso su qualsiasi ipersuperficie 
è la somma delle cariche le cui linee di universo intersecano questa 
ipersuperficie. 

Introduciamo la quadricorrente nell’espressione (27,7) dell’azione 
e trasformiamone il secondo termine. Sostituendo alle cariche 
puntiformi la distribuzione continua di densità gp, scriviamo 
questo termine nella forma 


i { pA; dx' dV, 


° 


dove la sommatoria estesa a tutte le cariche è stata sostituita da 
un’integrale esteso a tutto il volume. Riscrivendo questo termine 
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nella forma 
4 dzi 
104 Adv dai, 


vediamo che esso è uguale a 
1 vi 
— { Aij' d9. 


L’azione S assume quindi la forma 
1 4 1 i 
S=- J {meds- | Aido | FuP*ao. (28,6) 


$ 29. Equazione di continuità 


La variazione col tempo di una carica contenuta in un volume 
è data.dalla derivata 


$ | pav. 


D'altra parte, la variazione nell'unità di tempo è data dalla 
quantità di carica che in questo intervallo di tempo esce o entra 
nel volume dato. La quantità di carica passante nell'unità di tempo 
per l'elemento di superficie df, che limita il volume dato, è uguale 
a pv df, dove v è la velocità della carica nel punto dello spazio nel 
quale si trova l’ elemento df. Il vettore df è diretto, secondo una con- 
venzione comunemente adottata, lungo la normale esterna alla 
superficie, cioè lungo la normale diretta verso l'esterno del volume 
considerato. Quindi pvdf è positiva se la carica esce dal volume 
considerato, e negativa se essa vi entra. La quantità totale di carica 


uscita nell’unità di tempo dal volume dato è quindi Ppvdf, dove 


l'integrale è preso su tutta la superficie chiusa che delimita questo 


volume. 
Confrontando le due espressioni ottenute abbiamo: 


3 \pdv=—$ pvdt. (29,1) 


Il secondo membro ha il segno negativo essendo il primo membro 
positivo allorché la carica totale aumenta nel volume dato. L’equa- 
zione (29,1), esprimente la legge di conservazione della carica, 
è detta equazione di continuità, scritta in forma integrale. Notando 
che pv è la densità di corrente, si può riscrivere l’equazione (29,1) 
nella forma 


2 | pdV=— $ jdt. (29,2) 


EQUAZIONI DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO 103 


Scriviamo ora questa equazione sotto forma differenziale. Appli- 
cando il teorema di Gauss 


{j at — {div j av 
al secondo membro dell'equazione (29,2), troviamo: 
f (divj+ 2.) av=o0. 


Poiché questa uguaglianza deve valere, qualunque sia il volume 
d’integrazione, l’espressione integranda deve essere nulla: 


divj 4 — si — 0. (29,3) 


Questa è l'equazione di continuità in forma differenziale. 

E facile vedere che l’espressione (28,1), dove p ha la forma di una 
funzione è, soddisfa automaticamente l'equazione (29,3). Per ragioni 
di semplicità, supponiamo che ci sia una sola carica, cioè 


p=eò(r— ro. 
La corrente è allora 
j=evò(r— ro), 
dove v è la velocità della carica. Cerchiamo la derivata 0p/0t, Poiché 
quando la carica è in moto le sue coordinate cambiano, cioè cambia 


ro, abbiamo: 
vor Op: dro 


dot dro dt * 
dove dr/dt non è altro che la velocità v della carica. Essendo poi p 
una funzione di r — r,, abbiamo: 


de _ dp 
do di 
e quindi 
dp ; i 
— = — ygradp= —div pv 


ot 
(la velocità v della carica non dipende, naturalmente, da r). Ritro- 
viamo quindi l'equazione (29,3). 
In forma quadridimensionale, l'equazione di continuità (29,3) 
si esprime annullando la divergenza quadridimensionale della 
quadricorrente: 


2) (29,4) 


Abbiamo visto nel paragrafo precedente che la carica contenuta 
in tutto lo spazio può essere scritta nella forma 


2 | j'dSi, 
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dove l'integrazione va estesa a un iperpiano x°=costante. In un altro 
istante, la carica totale sarà rappresentata dallo stesso integrale, ma 
preso su un altro iperpiano perpendicolare all'asse x°. È facile pro- 
vare che l’equazione (29,4) conduce effettivamente alla legge di 


conservazione della carica, cioè che l’integrale | j*îdS; è lo stesso, 
qualunque sia l’iperpiano d’integrazione x° = costante. La differenza 
tra due integrali | j'dS;, presi su due iperpiani di questo genere, può 


essere scritta nella forma $;'ds,, dove l'integrale è esteso a tutta 


l'ipersuperficie chiusa che limita un volume quadridimensionale 
tra i due iperpiani considerati (questo integrale si distingue dalla 
differenza cercata per un integrale esteso all’ipersuperficie « late- 
rale » indefinitamente distante, che però è nullo, perché all'infinito 
non ci sono cariche). Servendoci del teorema di Gauss (6,15), pos- 
siamo trasformare questo integrale in un integrale quadridimensio- 
nale di volume preso nello spazio compreso tra i due iperpiani: 


{ jasi= {di a0=-0, (29,5) 


Ori 


c.d.d. 
La dimostrazione riportata resta evidentemente valida anche 


per due integrali Î j'dS; estesi a due ipersuperfici infinite arbitrarie 
(e non solo ad iperpiani x° = costante) che racchiudono in sé 
tutto lo spazio (tridimensionale). Ne segue che l’integrale 2 | j'dS, 


ha veramente lo stesso valore (uguale alla carica totale contenuta 
nello spazio), qualunque sia l’ipersuperficie d’integrazione. 
Abbiamo già notato (vedi la nota alla pag. 76) lo stretto legame 
esistente tra l’invarianza di gauge delle equazioni dell’elettrodi- 
namica e la legge di conservazione della carica. Verifichiamo ancora 


una volta questo legame sull’espressione dell’azione nella forma 


(28,6). Sostituendo A; con A; — Li al secondo termine di questa 


espressione si aggiungerà l’integrale 


4 (3 0f 
a) ar 


La conservazione della carica, espressa dall’equazione di conti- 
nuità (29,4), ci permette di scrivere l’espressione integranda sotto 


forma di divergenza quadridimensionale A (fi*); quindi, in virtù 


del teorema di Gauss, l’integrale quadridimensionale di volume si 
trasforma in un integrale esteso all’ipersuperficie di frontiera; 
variando l’azione, questi integrali danno un contributo nullo e, di 
conseguenza, non influiscono sulle equazioni del moto. 
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$ 30. Seconda coppia delle equazioni di Mazwell 


Per ricavare le equazioni del campo a partire dal principio di 
minima azione, dobbiamo considerare dato il moto delle cariche e 
dobbiamo far variare soltanto i potenziali del campo (che hanno 
qui il ruolo di «coordinate » del sistema); al contrario, nel 
ricavare le equazioni del moto abbiamo supposto dato il campo e 
abbiamo fatto variare la traiettoria della particella. 

Di conseguenza, la variazione del primo termine nella (28,6) 
è nulla, e la corrente 4 nel secondo termine non deve variare. 


Quindi: 
ent 2 | E jSA:+7- FSF;x |d0=0 


(per la variazione nel secondo termine si tenga presente che 
Fi46F;, = Fa 6F*). 


Sostituendo 
__ dA dA: 
Fin= dzi dx 
abbiamo: 
; 9 
65 = 1 | {1 jis4, + FAL 6A, FRA 8A} d2. 


Permutando nel secondo termine gli indici di sui ieke 
sostituendo inoltre - con —F;x, otteniamo: 


ie 2 | {7 ji64, Pei 8A: } dQ. 


Integrando per parti il secondo di questi ini applicando cioè 
il teorema di Gauss, otteniamo: 
1 1 dFik 1 ih 
i {14} ssd | PA641AS,]. (80,1) 
L’integrale del secondo termine va preso agli estremi d’integrazione. 
Gli estremi d’integrazione rispetto alle coordinate sono all'infinito 
dove il campo si annulla. Agli estremi d’integrazione temporali, cioè 
negli istanti dati iniziale e finale, la variazione dei potenziali è nulla 
perché, in virtù del principio di minima azione, i potenziali sono 
in questi istanti fissati. Il secondo termine della (30,1) è quindi 
nullo, e troviamo: 
1 0Fih 
{(3i+ —_-) 8A;dQ=0. 
Siccome, in virtù del principio di minima azione, le variazioni 
di 6A; sono arbitrarie, il coefficiente di 5A; deve essere nullo, cioè 


oFik De 41 «i 
dr A J (30,2) 


406 CAPITOLO IV 


Scriviamo queste quattro equazioni (i = 0, 1, 2, 3) in forma 
tridimensionale. Per i = 1, abbiamo: 
1 dF!0 0F11 0F12 0F 413 4n 


1 alcuno et 
c dt dx dy 0z c 
Sostituendo i valori delle componenti del tensore F'*, troviamo: 
1 dE, __0dH, ÎHy __ Un, 
c di dy da ele 


Queste equazioni e le due seguenti (î = 2, 3) si possono scrivere come 
una sola equazione vettoriale: 


vie; (30,3) 


c ot c 
Infine, l'equazione con i = 0 ci dà: 
div E = 4anp. (30,4) 


Le equazioni (30,3) e (30,4) costituiscono la seconda coppia 
di equazioni di Maxwell').Insieme a quelle della prima coppia, esse 
determinano completamente il campo elettromagnetico e sono le 
equazioni fondamentali della teoria di questi campi, ossia del- 
l'elettrodinamica. 

Scriviamo ora queste equazioni in forma integrale. Integrando 
la (30,4) in un certo volume ed applicando il teorema di Gauss 


{div E dv = $ Edt, 
troviamo: 


$E di— 4a | p dV. (30,5) 


In tal modo, il flusso del campo elettrico attraverso una superficie 
chiusa è uguale al prodotto per 4x della carica totale contenuta nel 
volume limitato da questa superficie. 

Integrando la (30,3) su una superficie non chiusa ed applicando 
il teorema di Stokes 


{rotH di = $Hd, 


troviamo: 
1 d 43 
@Ha=1% {Ear+4 (jar (30,6) 
La grandezza 
1 dE 
an ar (30,7) 


1) Le equazioni di Maxwell nel caso di un campo elettromagnetico nel vuoto 
creato da cariche puntiformi sono state formulate da H. A. Lorentz. 
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è detta corrente di spostamento. Dalla (30,6) scritta nella forma 
47 1 6E 
$Hda1=% { (+7 È)d (30,8) 


si vede che la circuitazione del campo magnetico lungo una curva 
chiusa è uguale al prodotto per 4x/c della somma della corrente reale 
e della corrente di spostamento che attraversano una superficie limi- 
tata dalla curva in questione. 

Le equazioni di Maxwell ci permettono di riottenere l’equazione 
di continuità (29,3), che già conosciamo. Prendendo la divergenza 
di ambedue i membri della (30,3), troviamo: 


divrotH= 12 div vE+*E divi. 
In base alla (30,4), div rot H=0 e divE=4np. Quindi, ritro- 


viamo l'equazione (29,3). Dalla (30,2) ricaviamo in forma quadridi- 
mensionale: 


; d? i i . RSRE 
L'operatore Griokk * simmetrico rispetto agli indici i, 4, agendo sul 


tensore antisimmetrico F'*, lo annulla identicamente, e ritroviamo 
quindi l'equazione di continuità (29,4) scritta in forma quadridi- 
mensionale. 


$ 31. Densità e flusso di energia 


Moltiplichiamo i due membri dell’equazione (30,3) per E, ed 
i due membri dell’equazione (26,1) per H e facciamo la somma delle 
equazioni ottenute membro a membro: 


1 dE 1 dH 47, 


Utilizzando la nota formula dell’analisi vettoriale 
div [ab] = brota — a rot b, 


scriviamo la relazione precedente nella forma 


3 ETA O (E2+ H®)= — £ jE— div[EH], 


oppure 


LET jE- divS. (31,1) 
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Il vettore 
S- rm — [EH] (341,2) 


è detto vettore di Poynting. 
Integrando la (31,1) in un certo volume ed applicando al secondo 
termine nel secondo membro il teorema di Gauss, otterremo: 


+ (gl av=- | gav- (Sar. (34,3) 


Se l’integrazione è estesa a tutto lo spazio, l'integrale di superfi- 
cie scompare (il campo è nullo all'infinito). Possiamo inoltre scrivere 


l'integrale { jE dV come la somma \' evE estesa a tutte le cariche 
che si trovano nel campo, e sostituire secondo la (17,7) 


d 
evE = di É cin- 


Allora, la (31,3) diventa 
${{ TL dv + 3 801} =0. (34,4) 


Ne segue che, per un sistema chiuso composto di un campo elet- 
tromagnetico e delle cariche che vi si trovano, la grandezza compresa 
tra parentesi si conserva. Il secondo termine di questa espressione 
è l'energia cinetica (con l'energia di riposo di tutte le particelle; 
vedi la nota alla pag. 73); il primo termine è quindi l’energia del] 
campo elettromagnetico stesso. Possiamo dunque chiamare la 
grandezza 

E34 H? 

Wa (31,5) 
densità d'energia del campo elettromagnetico, cioè l’energia 
per unità di volume del campo. 

Poiché integrando in un volume finito, l'integrale di superficie 
nella (31,3) generalmente non scompare, possiamo scrivere questa 
equazione nella forma 


x {ER ee) cn} = — Q Sdf, (31,6) 


dove ora la sommatoria del secondo termine a primo membro è estesa 
solo alle particelle che si trovano nel volume considerato. A pri- 
mo membro si ha la variazione nell’unità di tempo dell'energia totale 


del campo e delle particelle. L’integrale { S df rappresenta quindi 
il flusso d’energia del campo attraverso la superficie che limita il 
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volume dato, e quindi il vettore di Poynting S è la densità di questo 
flusso, ossia la quantità d’energia del campo che può attraversare 
l’unità di superficie nell'unità di tempo'!). 


$ 32. Tensore energia-impulso 


Nel paragrafo precedente abbiamo trovato l’espressione per 
l'energia del campo elettromagnetico. Cerchiamo ora la sua espres- 
sione insieme a quella dell’impulso del campo, in forma qua- 
dridimensionale. Per semplicità, considereremo per il momento 
un campo elettromagnetico senza cariche. Avendo in vista le suc- 
cessive applicazioni (ai campi gravitazionali) e per semplificare i 
calcoli, opereremo nel caso generale, senza concretizzare un 
sistema specifico. 

Consideriamo un sistema il cui integrale d’azione ha la forma 


S={A(434)eva=1 | A00, (32,1) 


dove A è una certa funzione delle grandezze gq che determinano lo 
stato del sistema e delle loro derivate rispetto alle coordinate e al 
tempo (per il campo elettromagnetico le grandezze g sono le compo- 
nenti del potenziale quadridimensionale); per brevità scriveremo qui 


una sola g. Notiamo che l'integrale | AdV è la lagrangiana del 


sistema, e quindi A può essere considerata la « densità » della 
lagrangiana. L'espressione matematica del fatto che un sistema 
sia chiuso è l’assenza di una dipendenza esplicita di A da x’, cosî 
come la lagrangiana per un sistema meccanico isolato non dipende 
esplicitamente dal tempo. 

Le « equazioni del moto » (cioè le equazioni del campo, se si tratta 
di un campo qualsiasi), si ottengono dal principio di minima 
azione, facendo variare S. Ponendo per ragioni di brevità g,i = 
= dg/dx', abbiamo: 


ss=i Î ($ 89+ 2° 69,1) da = 


ce 


Applicando il teorema di Gauss, il secondo termine dell’espressione 
integranda si annulla quando l'integrazione è estesa a tutto lo 


1) Si suppone che nell'istante dato sulla superficie che limita il volume 
considerato non ci siano particelle. In caso contrario il secondo membro dell’ugua- 
glianza dovrebbe contenere anche il flusso d'energia trasportata dalle particelle 
che attraversano la superficie. 
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spazio, e troviamo allora le seguenti « equazioni del moto »: 


si 0 (32,2) 


(naturalmente la sommatoria è estesa ovunque all’indice i ripetuto 
due volte). 
Si procede poi come in meccanica quando si vuole ricavare la 
legge di conservazione dell'energia. Più precisamente: 
9A _9dA dq , dA 9d,h 
dai — dg dai | dg, dai 


Sostituendovi la (32,2) e notando che g,;i=J;ih, troviamo: 


dA d (75 )a i+ GA d9,, __ 9 Dn). 


Sostituendo nel primo membro dell’uguaglianza 


e ponendo 
_MPS k dA k 
Ti=Q da di (32,3) 
scriviamo la relazione ottenuta nella forma 
or 


dxh 


=0. (32,4) 


Notiamo che se ci sono più grandezze gq°‘’, in luogo della (32,3) 
bisogna evidentemente scrivere 


k_ (1) _9A k 
Ti = dI G,i a (32,9) 
; 


Nel $ 29 abbiamo visto che l’equazione tipo d0A4*%/0x* = 0, 
cioè l’annullamento della divergenza quadridimensionale di un 


vettore è equivalente all'affermazione che l'integrale { A*dS, 


di questo vettore su una ipersuperficie, che racchiude in sé tutto lo 
spazio tridimensionale, si conserva. É evidente che un’affermazione 
analoga è valida anche per un tensore: l'equazione (32,4) è equiva- 
lente all’affermazione che il vettore 


P'= costante Î T'*% dS, 


sì conserva. 

Questo è il vettore che deve essere identificato con il 4-impulso 
del sistema. Scegliamo il fattore costante davanti all’integrale in 
maniera tale che, in accordo con la definizione precedente, la 
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componente temporale di P° sia uguale all'energia del sistema divisa 
per c. A tale scopo notiamo che integrando sull’iperpiano 2° = co- 
stante si ottiene: 


P°® — costante Î T® dS,= costante { T° dV. 


D'altra parte, in virtù delle (32,3), abbiamo: 


(dove q= dq/0t). In base alla formula ordinaria che lega 
l'energia alla lagrangiana, bisogna considerare questa grandezza 


come la densità dell’energia, e, di conseguenza, | 7°°dV è l’energia 


totale del sistema. Ponendo la costante uguale a 1/c, otteniamo 
in definitiva per il 4-impulso del sistema l’espressione 


i_ Î i 
pi=1 { TÎ dS,. (32,6) 


Il tensore 7" è detto tensore energia-impulso del sistema. 

È necessario notare che la definizione del tensore 7** non è effet- 
tivamente univoca. Infatti, se 7** è un tensore definito secondo la 
(32,3), anche qualsiasi altro tensore della forma 


; E) : ? 
que: a pi?!, pià! — ni pi! (32,7) 
soddisfa l’equazione di conservazione (32,4), essendo la granzezza 
2 i » 
cr, dove y°' è un tensore antisimmetrico rispetto agli 
indici k, l, identicamente nulla. La sostituzione (32,7) non cambia 
il 4-impulso totale del sistema perché, in virtù della (6,17), si ha: 
apiki =} { dpihio apiùi =} | rase 
{2 as, =3 | (as Seas E) =3 | vitara, 
dove l'integrale del secondo membro di questa uguaglianza è esteso 
alla superficie (ordinaria) che avvolge l’ipersuperficie alla quale 
è esteso l’integrale del primo membro. Questa superficie si trova 
evidentemente all’infinito dello spazio tridimensionale, e siccome 
all’infinito non esistono né campi, né particelle, l’integtale è nullo. 
Ne risulta dunque, come doveva essere, che il 4-impulso è una gran- 
dezza definita univocamente. : 
Per definire univocamente il tensore 7° si può imporre la 
condizione che il 4-tensore momento angolare (vedi $ 14) si 
esprima in funzione del 4-impulso mediante 


MR = | (apt a apî)=1 { (2iTA — 281") dS,, (32,8) 
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cioè che la sua densità si esprima mediante la densità dell’impulso 
per mezzo della formula usuale. 

E facile determinare la condizione alla quale deve soddisfare 
a tale scopo il tensore energia-impulso. Come già sappiamo, la 
legge di conservazione del momento angolare può essere espressa 
annullando la divergenza nell'espressione integranda di M**. Quindi: 


o (34 21") =0. (32,9) 


Notando che dz'/dr! = 8i e 07*!/4x' = 0, troviamo: 
SITH shr' - ghi __ TIR — 0, 
oppure 
Pgsipi (32,10) 

cioè il tensore energia-impulso deve essere simmetrico. 

Osserviamo che il tensore 7 definito dalla formula (32,5) non 
è generalmente simmetrico, ma lo si può simmetrizzare inserendo 
nella (32,7) unw'*.scelto in modo adeguato. Pit avanti ($ 94), vedre- 
mo che esiste un procedimento che permette di ottenere direttamente 


un tensore T'* simmetrico. 
Come abbiamo già notato, integrando nella (32,6) sull’iperpiano 
2° = costante, P* assume allora la forma 


i_1 i 
P =1| Tio dv, (32,11) 


dove l'integrazione è estesa a tutto lo spazio (tridimensionale). -Le 
componenti spaziali di P* formano il vettore impulso tridimensio- 
nale del sistema, e la componente temporale rappresenta la sua 
energia divisa per c. Il vettore con componenti 


1 pio, 1 q20 4 so 
c c c 


si può chiamare densità d'impulso, e la grandezza 
W=T% 


si può considerare come densità di energia. i 
Per precisare il senso delle altre componenti di 7**, scriviamo le 
equazioni di conservazione (32,4), separando le derivate spaziali 
da quelle temporali: 
1 gT0 , 87% 
cedo * 95° 


790 ago 
dt 0x8 


pe RIC 
=0, + 


Integrando queste equazioni in un certo volume V dello spazio, la 
prima ci dà: 
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o, trasformando il secondo integrale per mezzo del teorema (tridi- 
mensionale) di Gauss, 


2 { TOdV= —c Î T% dfa, (32,13) 


dove l’integrale a secondo membro è esteso alla superficie che limita il 
volume V (dfx, df,, df, sono le componenti del vettore tridimensionale 
dell'elemento di superficie df). Il primo membro dell’uguaglianza 
(32,13) contiene la velocità di variazione dell'energia contenuta nel 
volume V. Ne risulta quindi che l’espressione del secondo membro 
è la quantità di energia che attraversa la superficie delimitante 
questo volume, e che il vettore S con componenti 


ero. “ef: fo 


è la densità di questo flusso, cioè la quantità di energia che attraversa 
l'unità di superficie nell'unità di tempo. Siamo giunti quindi ad una 
conclusione importante: le condizioni d' invarianza relativistica, 
insite nel carattere tensoriale delle grandezze 7**, conducono auto- 
maticamente a una relazione determinata tra il flusso di energia 
e l'impulso, ossia la densità del flusso di energia è uguale al prodotto 
della densità d'impulso per c?. 

Partendo dalla seconda equazione (32,12), analogamente troviamo: 


to) 1 03 
3 (1r°°av=—&1% dfp. (32,14) 


A primo membro abbiamo la variazione nell'unità di tempo dell’im- 
pulso del sistema nel volume V; ne segue che | T°.dfg è la quantità 


d’impulso uscente nell'unità di tempo da questo volume. Cosi, le 
componenti 7%f del tensore energia- impulso costituiscono il tensore 
tridimensionale della densità di flusso d’impulso detto tensore degli 
sforzi; lo indichiamo con 046 (a, B = 2, Y, 2). La densità di flusso 
d’energia è un vettore: la densità di flusso d’impulso, essendo un vet- 
tore, deve essere evidentemente un tensore (la componente og di 
questo tensore è la grandezza della x-esima componente dell'impulso, 
passante nell’unità di tempo attraverso l’unità di superficie per- 
pendicolare all’asse zf). 

Scriviamo ancora una volta la tabella che precisa il senso delle 
varie componenti del tensore energia-impulso: 


Sl Oxx GG O, 
ils — i (IE n si 32,15 
Syec Oy Oy I 
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$ 33. Tensore energia-impulso del campo elettromagnetico 


Applichiamo ora al campo elettromagnetico le relazioni generali 
ottenute nel paragrafo precedente. Per il campo elettromagnetico, 
in virtù della (27,4), la grandezza A che sta sotto il segno d’integra- 
zione nella (32,1) è 


Ta 1 hI 
A= mE Ti FyiF". 


Le grandezze g sono qui le componenti del potenziale quadridimen- 
sionale 4, del campo, cosicché la definizione (32,9) del tensore TÈ 


assume la forma 
R__ dAr dA __ ah 
' 0 dzi d(dA:/dr8) 
Per calcolare la derivata di A, scriviamo la variazione: 
0Ar 0Ap 
drh FR 


na 1° ph __ 1 pu 
SA == a PSPu=-xf 5 ( 


Permutando gli indici e tenendo conto dell’antisimmetria del ten- 
sore Fx, otteniamo: 


SA = — Ta pris SAL, 
dxk 
Da cui vediamo che 
C9A_____1 pal 
d (0A1/0zR) an’ 


e perciò 
1 dA 1 
Ti=es4pi ® SFP", 


oppure, per le componenti controvarianti, 
in 1 0A. kh 1 iù Im 
T= Gatta Pm". 


Tuttavia, questo tensore non è simmetrico. Per simmetrizzarlo, 
aggiungiamo ad esso la grandezza 
i 041 
4n dx L° 
In virtù dell’equazione del campo (30,2), in assenza di cariche si ha 
h i 
0F/dx,= 0, e, di conseguenza, 
i | 
1 0dA' pk 1 0 (AÎP*), 


4 dz IT da dx, 


EQUAZIONI DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO 415 


cosicché la sostituzione fatta di T* è del tipo (32,7) ed è ammissibile. 

Poiché si ha dd = F*, troviamo in definitiva la seguente 

espressione per il tensore energia-impulso del campo elettroma- 
gnetico: 

pi (PP + 1 e*FmE"). (33,1) 

; ARTIRREZA di questo tensore è evidente. Inoltre, la sua traccia 
nulla: 


Ti=0. (33,2) 


Esprimiamo le componenti del tensore T'* tramite i vettori 
campi elettrico e magnetico. I valori (23,5) di F;x ci permettono di 
vedere che 7° coincide, come doveva, con la densità dell’ener- 
gia (31,5), e le componenti c7°* con le componenti del vettore di 
Poynting (31,2). Le componenti spaziali 7“ formano, invece, un 
tensore tridimensionale con componenti 


0x:=7- (E5+E}— E +H} +H3—H3), 
Oxy = —+- (E-Ey+HxH) 
ecc., oppure 
4 48. (E? 
009=7 { — EaEs—HoHst+ 5 26 (E +4#2)}. (33,3) 


Questo tensore tridimensionale è detto tensore degli sforzi di Mazuwell. 
Per ridurre il tensore 7' in forma diagonale, bisogna passare 
a un sistema di riferimento dove i vettori E ed H siano collineari 
(nel punto dato dello spazio e nell’istante dato) oppure dove uno di 
essi sia nullo; come è noto ($ 25), tale trasformazione è sempre pos- 
sibile, ad eccezione del caso in cui E ed Hsiano reciprocamente 
perpendicolari e di grandezza uguale. Fatta la trasformazione, è 
facile vedere che le uniche componenti non nulle di 7** saranno 


T0.- _ T11-T23—-T733—-W 


(l’asse delle 7 è diretto nella direzione dei campi). 

Se invece i vettori E ed H sono reciprocamente perpendicolari 
e di grandezza uguale, il tensore 7** non ‘può essere ridotto in forma 
diagonale'). In questo caso, le sue componenti non nulle sono 


Too — T33 — 730 W 
(l’asse delle 7 è diretto lungo la direzione di E, e l’asse delle y lungo H). 


1) Il fatto che la riduzione del 4-tensore simmetrico 7% agli assi principali 
Buo risultare impossibile è dovuto alla natura non euclidea dello spazio quadri- 
imensionale (vedi anche il problema del $ 94). 
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Abbiamo considerato finora un campo in assenza di cariche. In pre- 
senza di particelle cariche, il tensore energia-impulso di tutto il sistema 
rappresenta la somma dei tensori energia-impulso del campo elet- 
tromagnetico e delle particelle (le particelle sono considerate come 
non interagenti). 

Per determinare la forma del tensore energia-impulso delle 
particelle, è necessario descrivere la distribuzione di massa nello 
spazio attraverso la « densità di massa », analogamente a come 
abbiamo descritto la distribuzione di cariche puntiformi mediante 
la loro densità. Per analogia con la formula (28,1) per la densità 
di carica, si può scrivere la densità di massa nella forma dove 


p= dm (r— ro), (33,4) 


DI 


r, sono i raggi vettori delle particelle, e la sommatoria è estesa 
a tutte le particelle del sistema. 

La densità d’impulso delle particelle assumerà la forma ucu®. 
Come è noto, questa densità rappresenta le componenti 7°%/c del 
tensore energia-impulso, cioò 7% = uc?u% (a = 1, 2, 3). La den- 
sità di massa è però la componente temporale del ‘quadrivettore 


se (per analogia con la densità di carica; vedi $ 28). Di conseguen- 


za, il tensore energia-impulso di un sistema di particelle non 
interagenti è 


dri drk d 
Ti pe È E pei È, (33,5) 


Questo tensore è, come deve essere, simmetrico. 

Con un calcolo diretto si può verificare che l’energia e l'impulso 
di un sistema, definiti come le somme delle energie e degli impulsi 
del campo e delle particelle, si conservano effettivamente. In altri 
termini, dobbiamo verificare l'equazione 


2 (1479) = (33,6) 


che esprime questa legge di conservazione. 
Derivando l’espressione (33,1), scriviamo: 


ac: (4 pin dPim pri du p SP), 
dxh 4n \ 2 ori 0x* 0zh 


Sostituendo in questa uguaglianza in virtù delle equazioni di 
Maxwell (26,5) e (30,2) 
dFim Fmi Fu dFRI dre il 


—= —.—.  =———-. -—-— = ——co -—».1../}] ’ 


dzi dl drm *  grh c 
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otteniamo: 


A 
or n A __1 pim 0Fmi _4 pim $Fi _ phi PF 0 Fiij') 5 
dxh 4 2 dz! 2 drm dal c 


Permutando gli indici è facile mostrare che i primi tre termini si 
eliminano e resta 


(33,7) 


La derivazione del tensore (33,5) ci dà: 


Ti 9 deh dif du; 
dxh ti dxh | 


Ha dt Gxh° 


Il primo termine di questa espressione è nullo in virtù della conser- 
vazione della massa per particelle non interagenti. Infatti, le gran- 


dr* : a ; 
dezze ua formano il quadrivettore « corrente di massa », per ana- 


logia con il quadrivettore corrente di cariche (28,2); per quanto con- 
cerne la conservazione della massa, essa si esprime mediante l’annul- 
lamento della divergenza quadridimensionale di questo vettore: 

$ R 
(pi)=o0, (83,8) 


dxh 


analogamente alla conservazione della carica espressa dal- 
l'equazione (29,4). 
Abbiamo quindi: 


ITP _ ne LE QU _ ne SUL 
drh he drh dt ‘ 


Per un'ulteriore trasformazione, usiamo l'equazione del moto 
delle cariche in un campo, scritta in forma quadridimensionale 
(23,4): 

du; 


ia h 


Passando a una distribuzione continua della carica e della massa, in 
virtù della definizione di u e p, abbiamo: p/m = p/e. Si può scrivere 
quindi l'equazione del moto nella forma 


du 
pere = E Fiat, 
oppure 
du 1 ds 4 i 
ne gr= a Fuapu = Fal. 
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In tal modo, 


Pi A pp 33,9 
dr = ih] - ( 19) 


Aggiungendo alla (33,7), otteniamo effettivamente zero, cioè ritro- 
viamo l’equazione (33,6). 


$ 34. Teorema del viriale 


Poiché la traccia del tensore energia-impulso del campo elet- 
tromagnetico è nulla, la somma Ti per ogni sistema di parti- 
celle interagenti si riduce alla traccia del tensore energia-impulso 
delle sole particelle. Servendoci dell’espressione (33,5), abbiamo 
perciò: 


Ti=TP= pcuui Spie SE — = pe Vas 1. 


Riscriviamo questo risultato tornando alla somma sulle parti- 
celle, cioè sostituendo u con la sua espressione data dalla somma 
(33,4). Otteniamo: 


Ti=S mey 1-61). (34,4) 
Notiamo che secondo questa formula per ogni sistema si ha / 
Ti=>0 (34,2) 


(il segno d’uguaglianza vale soltanto per un campo elettroma- 
gnetico senza cariche). 

Consideriamo un sistema isolato di particelle cariche che com- 
piono un moto finito, nel corso del quale tutte le grandezze che 
caratterizzano il sistema (coordinate, impulsi) variano in intervalli 
finiti!). 

Prendiamo la media rispetto al tempo dell'equazione 
1 000, 074 _ 0 


[vedi la (32,12)]. Allora, il valore medio della derivata 07 ©0/0t, 
come anche della derivata di ogni grandezza variante in un inter- 


1) Si suppone, inoltre, che il campo elettromagnetico del sistema si annul- 
li all'infinito. Ciò significa che se si ha un’emissione di onde elettromagnetiche 
nel sistema, si postula allora che « pareti riflettenti » speciali impediscano alle 
onde di andare all'infinito. 
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vallo finito, è nullo'). Ne segue che 


Moltiplichiamo questa equazione per rx% ed integriamo in tutto lo 
spazio. Trasformando l’integrale secondo il teorema di Gauss, 
tenendo presente che all'infinito TÈ = 0 e, quindi, che l’in- 
tegrale di superficie si annulla, otteniamo: 


78 sa dx% Va]i) na am 
235 dV= _ | o Tgav= — | 6g78av=o, 


o, in definitiva, 


{ T% AV =0. (34,3) 


In virtù di questa uguaglianza, per l’integrale di Ti = To + T° 
possiamo scrivere: 


{ D'dV = { TIdv=&, 


dove € è l’energia totale del sistema, 
Infine, sostituendo la (34,1) in quest’ultima uguaglianza, 
troviamo: 


8-Y mey i1-È. (34,4) 


Questa relazione è la generalizzazione relativistica del teorema del 
viriale della meccanica classica (vedi vol. I, Meccanica, $ 10). Per 
velocità piccole essa diventa 


E€- dI Mac® = — dI Pai, 
a a 


cioè l’energia totale del sistema meno l'energia di riposo delle par- 
ticelle è uguale al valore medio dell’energia cinetica presa col segno 
meno. Il risultato è conforme a quello ricavato dal teorema clas- 
sico del viriale per un sistema di particelle cariche che interagiscono 
secondo la legge di Coulomb. 


1) Sia f una tale grandezza. Allora il valore medio della derivata df/dt 
in un intervallo di tempo T é 
=: T 
TA fd y 1010 
di T ; dt Tr ° 


Siccome f(t) varia solo tra limiti finiti, questo valore medio tende effet- 
tivamente a zero quando 7 tende all'infinito. 
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35. Tensore energia-impulso per corpi macroscopici 


Accanto al tensore energia-impulso per un sistema di parti- 
celle puntiformi (33,5) avremo bisogno in seguito dell’espressione 
di questo tensore per corpi macroscopici, considerati come 
continui. 

Il flusso d’impulso attraverso l'elemento di superficie di un corpo 
è definito come forza agente su questo elemento. Di conseguenza, 
Cxpdfg è la a-esima componente della forza agente sull’elemento di 
superficie dî. Prendiamo ora un sistema di riferimento nel quale 
l'elemento di volume dato è in quiete. In questo sistema vale la 
legge di Pascal, cioè la pressione p esercitata da un elemento dato 
del corpo è uguale in tutte le direzioni ed è ovunque perpendi- 
colare all'elemento di superficie su cui si esercita !). Possiamo quindi 
scrivere capdfg = p dfa, da cui il tensore degli sforzi o,g = pòagp- Per 
quanto concerne le componenti 7°, che definiscono la densità d’im- 
pulso, esse sono nulle per l'elemento di volume dato nel sistema di 
riferimento considerato. La componente 7° invece è, come sempre, 
uguale alla densità d’energia del corpo, che indichiamo qui con 8; 
allora e /c? è la densità di massa, cioè la massa nell’unità di volume 
del corpo. Sottoliheiamo che si tratta qui dell'unità di volume pro- 
prio, cioè del volume nel sistema di riferimento dove l'elemento 
dato del corpo è in quiete. 

In tal modo, il tensore energia-impulso (per l'elemento dato del 
corpo) nel sistema di riferimento considerato è della seguente forma: 


e 000 

0 p 00 
per = 0 0 p 0 (35,1) 

0 00 p 


È facile ora trovare l’espressione del tensore energia-impulso in 
qualsiasi sistema di riferimento. A questo scopo introduciamo la 
4-velocità u' del moto macroscopico dell’elemento di volume del 
corpo. Nel sistema di riferimento, dove l’elemento è in quiete, 
u' = (4, 0). L'espressione di 7** deve essere scelta in maniera tale 
che in questo sistema esso abbia la forma (35,1). È facile verificare 
che la forma richiesta è 


T=(p-+-e)u'u"— pg'*, (35,2) 


1) A essere rigorosi, la legge di Pascal vale soltanto per i liquidi e per 
i gas. Tuttavia, per i corpi solidi le deviazioni massime di pressione in diverse 
direzioni sono \aperrabili rispetto a pressioni che possono avere importanza 
nella teoria della relatività e, quindi, si possono trascurare. 
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o per le componenti miste 
TÌ = (p+e)uu"— pdi. 


Questa è l’espressione del tensore energia-impulso di un corpo 
macroscopico. Le corrispondenti espressioni per la densità W del- 
l'energia, la densità di flusso S dell’energia e il tensore 0,6 sono: 


' v? 
€tTPp=3 P+ E) Val 

Sei, Seli, ge leda. (59) 
1-3 1-4 c? (1-5 


Se la velocità v del moto macroscopico è piccola rispetto alla velocità 
della luce, si ha approssimativamente: 


= (p + €)v. 


Siccome S/c? è la densità d’impulso, si vede che il ruolo della densità 
di massa in questo caso è assunto dalla somma (p + e)/c?. 

L'espressione di 7* si semplifica nel caso in cui le velocità di 
tutte le particelle costituenti il corpo sono piccole rispetto alla 
velocità della luce (la velocità del moto macroscopico può essere 
arbitraria). In questo caso, nella densità d’energia € si possono 
trascurare tutte quelle parti che sono piccole rispetto all'energia di 
riposo, cioè, in luogo di €, si può scrivere uoyc?, dove u, è la somma 
delle masse delle particelle contenute nell’unità di ui me (proprio) 
del corpo (sottolineiamo che nel caso generale bisogna distinguere 
uo dalla densità di massa esatta e /c? che comprende anche la massa 
proveniente dal moto microscopico delle particelle nel corpo e la 
loro energia d’interazione). Per quanto concerne la pressione deter- 
minata dall’energia del moto microscopico delle molecole, nel caso 
considerato, essa è pure piccola rispetto alla densità d’energia di 
riposo pyc°. In tal modo, abbiamo in questo caso 


Tit mezuiu. (35,4) 
Dall’espressione (35,2) ricaviamo: 
Ti=e—3p. (35,5) 


La proprietà generale (34,2) del tensore energia-impulso di un 
sistema qualunque mostra ora che per la pressione e la densità 
di un corpo macroscopico si verifica sempre la disuguaglianza 


PZ 5 . (35,6) 


Confrontiamo l’espressione (35,5) con la formula generale (34,1). 
Poiché consideriamo ora un corpo macroscopico, bisogna prendere la 
media dell’espressione (34,1) rispetto a tutti i valori di r nell'unità 
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di volume. Troviamo pertanto: 


e—3p= d Mac? pis (35,7) 


(la sommatoria è estesa alle particelle contenute nell’unità di volu- 
me). Nel limite ultrarelativistico, il secondo membro di questa 
uguaglianza tende a zero e, di conseguenza, la equazione di stato 
della sostanza in questo limite!) è: 


p==3- (35,8) 


Applichiamo le formule ottenute ad un gas perfetto, che supponiamo 
composto di particelle identiche. Siccome le particelle del gas perfetto 
non interagiscono, si può prendere la media della espressione (33,5). 
Per un gas perfetto abbiamo quindi: 


393 da 

dt ds 
dove n è il numero di particelle nell'unità di volume, e il tratto 
orizzontale significa che la media è relativa a tutte le. particelle. 
Se non c’è nessun moto macroscopico nel gas, per 7°" abbiamo 
l’espressione (35,1). Confrontando le due formule otteniamo: 


Tik=nm 


gr == 
è e, pere, (35,9) 

va 3 pi 

Vis VIa 
Queste uguaglianze determinano la densità e la pressione di un gas 
perfetto relativistico in funzione della velocità delle particelle; la 


seconda di esse sostituisce la nota formula p = nmw?/3 della teoria 
cinetica dei gas non relativistica. 


1) Questa equazione limite si ottiene partendo dal presupposto che ci sia 
interazione elettromagnetica tra le particelle. La considereremo valida (quando 
ne avremo bisogno nel cap. XIV) anche per altri tipi di interazioni tra le parti- 
celle esistenti in natura, sebbene la validità di questa ipotesi per ora non 
sia confermata. 
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$ 36. Legge di Coulomb 


Per un campo elettromagnetico costante (elettrostatico), le equa- 
zioni di Maxwell assumono la forma 


div E = 4anp, (36,1) 
rotE=0. (36,2) 


Il campo elettrico E si esprime con un solo potenziale scalare 
mediante la relazione 


E = —grad q. (36,3) 


Sostituendo la (36,3) nella (36,1), troviamo l’equazione alla quale 
soddisfa il potenziale di un campo elettrico costante: 


Aq = —4np. (36,4) 


Questa equazione è detta equazione di Poisson. Nel vuoto, cioè per 
g = 0, il potenziale soddisfa l'equazione di Laplace 


Ag=0. (36,5) 


Dall’ultima equazione risulta in particolare che il potenziale di 
un campo elettrico costante non può avere né massimo né minimo. 
Infatti, affinché gabbia un estremo, è necessario che tutte le 
derivate prime di q rispetto alle coordinate siano nulle, e le derivate 
seconde 0°p/0x°, 0*p/0y*, 0*9/0z% abbiano lo stesso segno. Quest’ulti- 
ma condizione è però impossibile, poichè l’equazione (36,5) non 
può essere soddisfatta. 

Determiniamo ora il campo creato da una carica puntiforme. 
Per ragioni di simmetria, è evidente che esso sarà diretto in ogni 
punto lungo il raggio vettore uscente dal punto dove si trova la 
carica e. Per la stessa ragione, è chiaro che il valore assoluto del 
campo £ dipenderà soltanto dalla distanza A dalla carica. Per 
trovare questo valore assoluto applichiamo l'equazione (36,1) nella 
forma integrale (30,5). Il flusso del campo elettrico attraverso una 
sfera di raggio R e avente per centro la carica e è uguale a 4nR3E; 
poiché questo flusso deve essere uguale a 4zne, troviamo: 


e 
E=+: 
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In forma vettoriale: 
E=. (36,6) 


Quindi, il campo creato da una carica puntiforme è inversamente 
proporzionale al quadrato della distanza da questa carica. Questa 
è la /egge di Coulomb. Il potenziale di questo campo è 


Q=<%- (36,7) 


Se abbiamo un sistema di cariche, il campo creato da queste 
cariche sarà uguale, in virtù del principio di sovrapposizione, alla 
somma dei campi creati separatamente da ciascuna carica. In par- 
ticolare, il potenziale del campo risultante è: 


o=dI x: 
a 


dove R, è la distanza della carica e, dal punto dove calcoliamo il 
potenziale. Se introduciamo la densità p di carica, questa formula 
diventa 


o= | -£ay, (36,8) 


dove R è la distanza dell'elemento di volume dV dal punto dato 


(« punto d’osservazione ») del campo. 
Mettiamo qui in evidenza la relazione matematica che si ottiene 


sostituendo nella (36,4) i valori di p e @ per una carica puntiforme, 
cioè p = eè (R) e p=e/R. Troviamo allora: 


AT-= — 4n8 (R). (36,9) 


$ 37. Energia elettrostatica delle cariche 


Determiniamo l'energia di un sistema di cariche. Partiremo dal 
concetto di energia del campo, cioè dall’espressione (31,5) per la 
densità d’energia. Più precisamente, l'energia di un sistema di 
cariche deve essere uguale a 


U= 3 | E? dV, 
IT 
dove E è il campo creato dalle cariche, e l’integrale è esteso 


a tutto lo spazio. Sostituendo in questa espressione E = —grad q, 
si può trasformare U come segue: 


1 1 , 1 ? 
U = SRI gn { E grad gp dVy = -x|J div (Ep) dVt-3— { @ div E dV. 
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Il primo di questi integrali è uguale, in virtù del teorema di Gauss, 
all’integrale di E @ preso sulla superficie che limita il volume d'in- 
tegrazione; ma poiché l’integrazione è estesa a tutto lo spazio e il 
campo è nullo all’infinito, questo integrale scompare. Sostituendo nel 
secondo integrale div E = 4np, troviamo la seguente espressione 
per l’energia di un sistema di cariche: 


1 


Per un sistema di cariche puntiformi e,, l'integrale può essere sosti- 
tuito da una somma estesa alle cariche: 


1 
= Di cao» (37,2) 


dove a è il potenziale del campo creato da tutte le cariche nel punto 
dove si trova la carica €. 

Applicando la formula ottenuta ad una particella elementare 
carica (per esempio, ad un elettrone) e al campo da essa creato, 
arriviamo alla conclusione che la particella deve essere dotata di 
una energia potenziale « propria » uguale ad eg/2, dove q è il poten- 
ziale del campo creato dalla carica nel punto dove essa stessa si 
trova. Sappiamo però che nella teoria della relatività ogni particella 
elementare va considerata come puntiforme. Il potenziale p = e/R 
del campo da essa creato nel punto R} = 0 diventa infinito. Da questa 
conclusione segue dunque che in elettrodinamica l’elettrone dovrebbe 
possedere una energia « propria » infinita e, di conseguenza, una 
massa infinita. L’assurdità fisica di questo risultato dimostra che 
i principi fondamentali dell’elettrodinamica sono tali che la loro 
applicazione è legittima entro dei limiti ben determinati. 

Notiamo il seguente fatto: poiché l’energia « propria » e la massa 
ottenute in elettrodinamica sono infinite, è impossibile nel quadro 
dell’elettrodinamica classica determinare che tutta la massa 
dell'elettrone sia o no elettromagnetica (cioè legata all'energia 
propria elettromagnetica della particella)!). 

Poiché l’apparire di una energia « propria » infinita, priva 
di senso fisico, per una particella elementare è dovuta al fatto che la 
particella è considerata puntiforme, possiamo concludere quindi che 
l'elettrodinamica come teoria fisica logicamente compiuta diventa 
contradditoria quando si passa a distanze sufficientemente piccole. 
Si può porre la domanda: di che ordine di grandezza sono queste 


1) Dal punto di vista puramente formale, la proprietà dell’elettrone 
di aver una massa finita puo essere spiegata introducendo una massa infinita 
negativa di origine non elettromagnetica che compensi la massa elettromagne- 
tica infinita (« rinormalizzazione » della massa). Tuttavia, vedremo in 
seguito ($ 75) che questo procedimento non permette di eliminare tutte le con 
traddizioni interne dell’elettrodinamica classica. 
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distanze? A questa domanda si può rispondere notando che per 
l'energia elettromagnetica propria dell'elettrone bisognerebbe otte- 
nere un valore dell’ordine dell’energia di riposo mc?. Se si ammet- 
te che l’elettrone abbia una certa dimensione ,, la sua energia 
potenziale propria sarebbe allora dell'ordine di e?/R,. Dalla condi- 
zione che queste due grandezze siano dello stesso ordine, e?/R, — me, 
abbiamo: 


Riga (37,3) 


Queste dimensioni (dette « raggio » dell’elettrone) determinano 
i limiti dell’applicabilità dell’elettrodinamica all’elettrone, limiti 
dovuti ai suoi stessi principi fondamentali. Bisogna però tener 
presente che in realtà questi limiti dell'applicabilità sono ancora 
più ristretti per la elettrodinamica classica qui esposta, data 
l'esistenza dei fenomeni quantistici!). 

Torniamo ancora alla formula (37,2). In virtù della legge di 
Coulomb, i potenziali q, in esse contenuti sono uguali a 


Pa= VI (37,4) 


dove Ro, è la distanza tra le cariche e,, es. L'espressione dell'energia 
(37,2) è composta di due parti. La prima è costituita da una costante 
infinita — l’energia « propria » delle cariche — che non dipende 
dalla loro posizione. La seconda parte è l’energia d’interazione tra le 
cariche, che dipende dalla loro posizione. È evidente che solo questa 
parte presenta un interesse fisico. Essa è uguale a: 


,_ 1 ; 
U =), CaPa, (37,5) 
dove 
A__ eb 
Pa = DI Rab (37,6) 
b(+a) 


è il potenziale nel punto e,, creato da tutte le cariche, tranne 
€. In altro modo si può scrivere: 


/, 1 Ca 
U'=- S Ray (37,7) 


a#b 


In particolare, l'energia d’interazione tra due cariche è 
U' = so (37,8) 


— Ris” 


1) Gli effetti quantistci diventano importanti per distanze dell'ordine 
h/mc, dove h è la costante di Planck. 
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$ 38. Campo creato da una carica in moto uniforme 


Determiniamo il campo generato da una carica e in moto uniforme 
con velocità V. Siano K il sistema di riferimento immobile e X' il 
sistema di riferimento in moto con la carica. Supponiamo che 
la carica si trovi nell’origine di X', che il sistema K' si sposti 
rispetto a X parallelamente all'asse x, e che gli assi y e z siano paral- 
leli ad y' e 2’. Nell’istante # = Q le origini dei due sistemi coincidono. 
Di conseguenza, le coordinate della carica nel sistema X sono: x = 
= Vt,y=2z=0. Nel sistema X° abbiamo un campo elettrico 
costante, di potenziale vettore A’ = 0 e di potenziale scalare 
p' = e/R', dove R'? = x’? + y'? + 2°2. Nel sistema X, applicando 
le formule (24,1) con A’ = 0, otteniamo: 


a i n 
ve Vil VE prr ese i (38,1) 


Resta ora da esprimere R' mediante le coordinate x, y, z nel 
sistema X. Secondo le formule di trasformazione di Lorentz 


e _ __ avi 


yiE 


@-V9+(1-) +2) 


x ’ y =Y, z'=2, 


da cui 
R'2 = (38,2) 


\ 
Sostituondo questa espressione nella (38,1), troviamo: 


p= TA ’ (38,3) 


dove si è posto: 
V 
=(c-V+ (1-7) +2). (38,4) 
Il potenziale vettore nel sistema X è uguale a 


Vv eV 
Nel sistema X' il campo magnetico H' non esiste, e il campo elettri- 

co è uguale a: 

eR' 

R'3° 


E' = 
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Con le formule (24,2) troviamo: 


7 E' , 
rip ni iena 
Vil sii 
E,= ez' 


Sostituendovi R’, x’, y', 2’, espresse in funzione di 2, y, z, 
troviamo: 
V3 \ eR 
E=(1--) R63? (35,0) 
dove R è il raggio vettore che va dalla carica e al punto d’osser- 
vazione x, y, z del campo (le sue componenti sono: x — Vî, y, 2). 
Questa espressione di E si può scrivere in un'altra forma, intro- 
ducendo l’angolo 0 tra la direzione del moto e il raggio vettore R. 
È evidente che y° + 2° = R? sen? 0 e, di conseguenza, R*? può 
essere scritto nella forma 


R*2= R? (1-3 sen? 0). (38,7) 
Per E abbiamo allora: 
y2 
eR 1-3 


(38,8) 


Per una fissata distanza A dalla carica, la grandezza del campo £ 
aumenta quando 0 cresce da 0 a x/2 (o decresce da x a 7/2). Il campo 
ha un minimo nella direzione parallela a quella del moto (0=0, x), 
che è uguale a 


Il campo è massimo nella direzione perpendicolare alla velocità 
(0 = n/2) ed è uguale a 


e 4 
E=pF 7 
V:-5 
Notiamo che con l'aumento della velocità il campo £j decresce 
mentre il campo £, cresce. In modo figurato si potrebbe dire che 
il campo elettrico di una carica in moto si « appiattisce » nella 


direzione del moto. Per velocità V vicine a quella della luce, il 
denominatore della formula (38,8) è vicino allo zero in uno stretto 
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intervallo di valori di 0 attorno al valore 0 = x/2. La larghezza di 
questo intervallo è dell’ordine di 


n0=y/ 1-0. 


Quindi, il campo elettrico di una particella moventesi con grande 
velocità è sensibilmente differente da zero, ad una distanza data 
da questa carica, soltanto in uno stretto intervallo di angoli 
in prossimità del piano equatoriale (la larghezza di questo inter- 
vallo decresce come V1 — V?/c? allorché V cresce). 

Il campo magnetico nel sistema X è 


= [VE] (38,9) 


[vedi la (24,5)]. In particolare, per V« c, il campo elettrico è dato 
approssimativamente dalla legge di Coulomb E = eR/R’, e il 
campo magnetico è allora 


H=- DI, (38,10) 


PROBLEMA 


Determinare la forza che si esercita (nel sistema X) fra due cariche che si 


muovono con una stessa velocità V. 
Soluzione. Calcoliamo la forza cercata F come forza agente su una delle 
cariche (e;) nelcampo generato dall'altra carica (es). In virti della (38,9), abbiamo: 


e v2 
F=e,E3-+- [VHa]=e, (1--—-) E2+-Îi V(VEa). 


Sostituendo qui E», ricavato dalla (38,8), per le componenti della forza nella 
direzione del moto (Fx) e perpendicolarmente ad esso (F,,) otteniamo: 


2\2 
(1-3) sen 0 
log 


Fase 7 aa = RR 7 V_ {a 
si (1- 5 sent0) ni (1-3 sent 0)" 


dove R è il raggio vettore da e, ad e, e 0 l’angolo tra Re V. 


$ 39. Moto in un campo coulombiano 


Esaminiamo il moto di una particella di massa m e di carica e 
nel campo generato da un'altra carica e’; supponiamo che la massa di 
quest’ultima sia cosî grande da poterla considerare fissa. Il pro- 
blema si riduce quindi allo studio del moto di una carica e in 
un campo elettrico a simmetria centrale di potenziale gp = e'/r. 
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L’energia totale della particella è 
&=cVp+md +2, 


dove a = ee’. Operando in coordinate polari nel piano del moto della 
particella, come è noto dalla meccanica, si ha 


M3® 
+ pr, 


p°= FI 
dove p, è la componente radiale dell'impulso, M il momento ango- 
lare costante della particella. Nelle nuove variabili abbiamo: 


== € VAT ELE (39,1) 


Vediamo ora se la ali nel suo moto sia in grado 
di avvicinarsi arbitrariamente al centro. È comunque evidente che 
ciò è impossibile quando e ed e’ si respingono, cioè quando le 
cariche sono dello stesso segno. Inoltre, nel caso di attrazione (e ed e’ 
sono di segni opposti), e non piò avvicinarsi arbitrariamente al 
centro se Mc > |a |; infatti in questo caso, il primo termine 
della (39,1) è sempre superiore al secondo, e per r-++ 0 il secondo 
membro di questa uguaglianza tenderebbe all’infinito. Al contrario, 
se Mec<]|a |, per r-—0 questa espressione può restare finita 
(s'intende che p, tende all’infinito). In tal modo, se 


Mcec< |a (39,2) 


la particella nel suo moto «cade » sulla carica attirante, risultato 
che è in contraddizione con la meccanica non relativistica la quale 
esclude la «caduta» in un campo coulombiano in generale (ad 
eccezione del caso M = 0, cioè quando la particella e è lanciata 
direttamente sulla particella e’). 

Se si vuole determinare completamente il moto di una carica 
in un campo coulombiano è più conveniente partire dall’e- 
quazione di Hamilton-Jacobi. Scegliamo le coordinate polari r, g nel 
piano del moto. L'equazione di Hamilton-Jacobi (16,11) ha la forma: 


A(F+1)+(P)+A (+0. 


c? 


Cerchiamo S nella forma 


dove € ed M sono rispettivamente l’energia costante e il momento 
angolare costante della particella in moto. Troviamo in definitiva: 


= —&+M9+{Y -4 ( s_)_- do miedr, (39,3) 
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La traiettoria è data dall’equazione 0$/0M = costante. L'’inte- 
grazione nella (39,3) dà i seguenti risultati per la traiettoria: 
a) se Mec>|al: 


1 
(c2M?2— a?) _= 


=c V(M&)?— m?ce8 (M?2c° — a?) cos (Ty 1 - Gir) — 6a; (39,4) 
b) se Me<]|al: 


(a2— c°M?) 2 ci 


= +0 V MEP (AM ch (0 LE -1)+80; (39,5) 
c) se Mc= |a]: 


260 ga \2 

—_ = 6— mc — q? (27) . (39,6) 
La costante d’integrazione è stata inclusa nella scelta arbitraria 
dell'origine degli angoli 

Nella (39,4) la scelta del segno davanti al radicale non ha un’im- 
portanza sostanziale, essendo anch'essa collegata alla scelta dell’ori- 
gine dell’angolo @ sotto il segno di coseno. La traiettoria data da 
questa equazione nel caso d'attrazione (a < 0) è interamente com- 
presa tra valori finiti di r (moto finito), qualora € < mc?. Se invece 
€ > mc*, r può diventare infinita (moto infinito). Il moto finito 
in meccanica non relativistica viene compiuto su orbite chiuse (su 
ellissi). In meccanica relativistica, invece, la traiettoria non può 
mai essere chiusa: dalla (39,4) risulta che al variare dell’angolo 
di 2n la distanza r dal centro non ritorna al valore iniziale. In luogo 
di ellissi, abbiamo qui orbite costituite da « rosette » non chiuse. In 
tal modo, mentre in meccanica non relativistica il moto finito in 
un campo coulombiano viene compiuto su orbite chiuse, in meccanica 
relativistica il campo coulombiano perde questa proprietà. 

Nella (39,5) deve essere preso il segno positivo davanti al radi- 
cale per a < 0, e il segno negativo per a > 0 [un'altra scelta dei 
segni provocherebbe il cambiamento del segno davanti al radicale 
nella (39,1)]. 

Per a <0, le traiettorie (39,5) e (39,6) rappresentano spirali 
di raggio r tendente a zero quando g + co. Il tempo di « caduta » 
della carica nell’origine delle coordinate è finito. Lo si può pro- 
vare osservando che la dipendenza della coordinata r dal tempo 
è data dall’uguaglianza 05/0€ = costante; sostituendo in questa 
uguaglianza l’espressione (39,3), vediamo che il tempo è determinato 
da un integrale convergente per r + 0. 
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PROBLEMI 


4. Determinare l'angolo di diffusione di una carica lanciata in un campo 
coulombiano repulsivo (a > 0). 

Soluzione. L'angolo di diffusione Yy è uguale a y= x — 2@o, dove do 
è l’angolo tra i due asintoti della traiettoria (39,4). Troviamo quindi: 


32M? _— 23 
= 2ceM arctg veM?-a 
Vama — ca 


dove v è la velocità della carica all'infinito. 
Determinare la sezione per la diffusione, da parte di un campo 
coulombiano per angoli. 

Soluzione. La sezione do èil rapporto tra il numero di particelle 
diffuse (in un secondo) nell'elemento dato do d’angolo solido e la densità del 
flusso di particelle incidenti (cioè il numero di particelle che attraversano 
in 1 s 4 cm? di sezione trasversale del fascio di particelle). 

Siccome l'angolo di diffusione yx di una particella lanciata in un campo 
è determinato dal « parametro d'urto » fp (cioè la distanza dal centro di 
diffusione alla retta che sarebbe descritta dalla particella in assenza di campo), 


si ha: 
do , _dp do 
dy =. eny ’ 
dove do = 2x sen yY dy (vedi vol. I, Meccanica, $ 18). L'angolo di diffusione 
può essere considerato (se è piccolo) uguale al FARDOrO fra l'incremento dell’im- 


pulso e il suo valore iniziale. L'incremento dell'impulso è uguale all’integrale 
rispetto al tempo della forza agente sulla carica perpendicolarmente alla dire- 


do =2np dp =27p 


zione del moto; quest’ultima è approssimativamente uguale a Gi. Abbiamo 


quindi: 
+00 
1 ap di 2a 
yy ai aid ohb. 
PI (p3+v32) Peo 


(v è la velocità delle particelle). Da questa relazione troviamo la sezione di 
diffusione per angoli y piccoli: 
2 
do=4 (4) 2. 
Pv I X 
Nel caso non relativistico p @2 mv, anche questa espressione coincide con quella 
et dalla formula di Rutherford per angoli x piccoli (vedi vol. I, Meccanica, 


$ 40. Momento di dipolo 


Consideriamo il campo generato da un sistema di cariche a di- 
stanze grandi in confronto con le dimensioni del sistema. 

Introduciamo un sistema di coordinate con l'origine all’interno 
del sistema di cariche. Siano r, i raggi vettori delle singole cariche. 
Il potenziale del campo generato da tutte le cariche nel punto di 
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raggio vettore R, è 
e 
= di TRo—ra] (40,1) 


(la sommatoria è estesa a tutte le cariche); (Ro — ro) sono qui i raggi 
vettori che uniscono la carica e, al punto in cui si vuole calcolare 
il potenziale. 

Poiché dobbiamo studiare questa espressione per grandi 
Ro (Ro> r.), sviluppiamola in serie di potenze di r.,/R, con 
l’aiuto della formula 


f(Ro—r) x f(Ro)—rgrad f (Ro) 
(nel gradiente la derivazione va fatta rispetto alle coordinate del- 


l'estremo del vettore R,). Abbiamo a meno di termini del secondo 
ordine: 


la 1 
p= 3° — dI Cara grad FX: (40,2) 


La somma 

d = da Cala (40,3) 
è detta momento didipolo del sistema di cariche. È importante notare 
che se la somma \} e, di tutte le cariche è nulla, il momento di dipolo 
non dipende dalla scelta dell'origine delle coordinate. Infatti, i raggi 
vettori r, ed ra di una stessa carica in due sistemi di riferimento dif- 
ferenti sono legati tra di loro dalla relazione 

lTa=ÈMa+8, 
dove a è un vettore costante. Di conseguenza, se Y}ea = 0, il momento 
di dipolo è lo stesso in ambedue i sistemi: 


d' => est = dI Cala + a dI Ca= d. 


Indicando con ei, rî, e— e, ra lecariche positive e negative e i loro 
raggi vettori, il momento di dipolo si può scrivere nella forma 


d=Detré —D era =R* dI et —R- Dei, (40,4) 


dove 


+pt ear” 
Ri deri R-= DI (40,5) 
Di Ca vi ca 
sono i raggi vettori dei « centri di carica» per le cariche positive 
e negative. Se dI eè = deg = e, allora 
d = eR,, (40,6) 


dove R._ = R+* — R è il raggio vettore spiccato dal centro delle 
cariche negative al centro delle cariche positive. In particolare, se le 
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cariche sono soltano due, R,. è in questo caso il raggio vettore 
tra di esse. 

Se la carica totale del sistema è nulla, a grandi distanze il poten- 
ziale del campo è 


1 dR 
Per E si ottiene: 
E= — grad SRo- _ 4 grad (dR;)— (dR;) grad d. 
“= g Rì Ci Rì g 0 0 gr R3 L) 
o, in definitiva, 
E *MOpzi i (40,8) 


dove n è il vettore unitario nella direzione di R,. È opportuno notare 
che E può essere scritto, prima della derivazione, nella forma 


E= (dv) v ni (40,9) 


In tal modo, il potenziale del campo generato da un sistema di 
carica totale nulla, a grandi distanze, è inversamente proporzionale 
al quadrato della distanza, ed E al suo cubo. Questo campo è dotato 
di simmetria assiale rispetto alla direzione d. In un piano passante 
per questa direzione (che scegliamo come asse delle z) le componenti 
del vettore campo É sono: 


3 cost 9—1 3 sen 0 cos 8 
E,=d"" a» Ex=d 73 —. (40,10) 
Le componenti radiale e tangenziale in questo piano sono: 
2 cos sen 0 
En=d 2090, Eg= 400. (40,11) 


$ 41. Momenti di multipolo 


Nello sviluppo del potenziale in serie di potenze di 1/R, 
= 0 + pil + pl? +... (41,1) 


il termine gl” è proporzionale a 1/R®+!. Abbiamo visto che il primo 
termine p‘® è determinato dalla somma di tutte le cariche; il secondo 
termine, gp‘, detto potenziale di dipolo del sistema, è determinato dal 
suo momento di dipolo. 

Il terzo termine dello sviluppo è 


4 1 
(o) © _————— 6 ——T—+——__ 
P9=F DI La T8 Fr GXs Po (41,2) 


dove la sommatoria è estesa a tutte le cariche; abbiamo omesso qui 
l'indice della carica; le x, sono le componenti del vettore r e le Xg 
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del vettore R;. Se la somma delle cariche e il momento di dipolo del 
sistema sono nulli, lo sviluppo inizia allora a partire da q°®, 
L'espressione (41,2) comprende sei grandezze DI ecatp. È facile 
vedere però che il. campo dipende in realtà soltanto da cinque gran- 
dezze indipendenti, anziché da sei. Questa è una conseguenza del 
fatto che la funzione 1/R, soddisfa l'equazione di Laplace 
4A a {| du 
A Fr dos dXa Xp 0 
Possiamo quindi scrivere il termine q‘® nella forma 
1 1 0? 1 
Dia Ra" - ian 
= de (zati ge 825) 0Xa dX8 Ro” 
Il tensore 
Dag= Ò) e (3rats — 2848) (41,3) 
è detto momento di quadrupolo del sistema. Dalla definizione di Dg 
risulta che la somma delle sue componenti diagonali è nulla: 
Doa = 0. (41 4) 
Il tensore simmetrico D,g ha quindi solo cinque componenti indi- 


pendenti; mediante questo tensore possiamo scrivere ‘* nella 
forma: 


Da 62 { 
(2) —_ roc sit 
P= 6 9 0X5 Ra (41,9) 


o, derivando 


——————  —5=6TI{ ——— = — 


0Xa90Xg Ro Rì R} 
e tenendo conto che d,p5Das = Daa = 0, 


Come qualsiasi tensore simmetrico tridimensionale, il tensore D ag 
può essere riferito agli assi principali. Allora, in virtù della 
condizione (41,4), nel caso generale soltanto due dei tre valori prin- 
cipali sono indipendenti. Quando il sistema di cariche è simmetrico 
rispetto ad un asse (l’asse delle z)!), questo asse diventa allora uno 
degli assi principali del tensore Dx, mentre la posizione degli altri 
due assi nel piano xy è arbitraria, e i tre valori principali sono legati 
dalla relazione 

1 


Dex pa Dyy cabeza 5 Da. (41,7) 


1) Si tratta di un asse di simmetria di qualsiasi ordine superiore al secondo. 
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Indicando la componente D,, con D (chiamata abitualmente in 
questo caso momento di quadrupolo), otteniamo il potenziale nella 


forma 


a P_ 20_4\_- P 
d° = 7R3 (3 cos? 0— 1) 2R3 P. (cos 0), (41,8) 
dove 0 è l’angolo tra R; e l’asse delle z, e P, un polinomio di Legendre. 
Come è stato fatto per il momento di dipolo nel paragrafo prece- 
dente, è facile provare che il momento di quadrupolo di un sistema 
non dipende dalla scelta dell'origine delle coordinate allorché sono 
nulli sia la carica totale che il momento di dipolo del sistema. 
Analogamente si potrebbero scrivere i termini successivi dello 
sviluppo (41,1). L’.-esimo termine dello sviluppo è determinato da un 
tensore (detto tensore momento di 2°-polo) d'ordine /, simmetrico 
rispetto a tutti i suoi indici, le cui contrazioni di ogni coppia di 
indici sono nulle; si può dimostrare che un tale tensore ha 22 4 1 
componenti indipendenti!). 
Scriviamo qui il termine generale dello sviluppo del potenziale 
sotto un’altra forma, utilizzando la seguente formula per le fun- 


zioni sferiche 


4 1 = di 
—_——_—— —m__r—r—P————T—tm—b rmz PP ; ! 
IRo-rl  VR3+rî-2rF cosy di ki! :(cosg), (41,9) 


dove xè l’angolo tra Ro ed r. Introduciamo gli angoli sferici 9, De 0, q 
formati rispettivamente dai vettori R, ed r con gli assi coordinati 
fissati, ed applichiamo la formula di addizione per le funzioni 


sferiche: 


1 
Pi(cosx)= Di SEIT P}"! (cos 6) PI” (cos 0) e"**9-9, (41,10) 
m=-| 


dove Pf sono i polinomi associati di Legendre. Introduciamo anche 
le funzioni sferiche?): 


: ZLI ((=m)li 
Yim (0, P)=(— 1)” i ZI TI Pi (cos 0) e'®, m>0, 
(41,14) 
Yi, im) (0, @=(—1)"Yfml 


1) Un tensore di questo tipo è detto irriducibile. L’annullarsi di tutte le 
sue contrazioni significa che le sue componenti non permettono di formare 


le componenti di un tensore d’ordine inferiore. 
2) In accordo con la definizione usata in meccanica quantistica. 
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Lo sviluppo (41,9) assume allora la forma 


co l 
4 rl 4 
TRo=rl = SI d RIT II Yim(0, D) Yim(0, 9). 
1=0 m=-! 
Sviluppando cosi ciascun termine della somma (40,1), otteniamo in 
definitiva la seguente espressione per l’/-esimo termine dello sviluppo 


del potenziale: 


l SE 
4 4 3 
O DN FETI, (41,12) 
0 m=-l 
dove 
. 4 
OG = dI Carl Vie, Yim (0a, Pa). (41.13) 


L'insieme delle 22-+1 grandezze Q% costituisce il momento di 


2'-polo del sistema di cariche. 
Le grandezze 0) cosî determinate sono legate alle componenti 


del vettore momento dipolare d dalle formule: 


D=id, QU) = 37 (dx + id)). (41,14) 
Quanto alle grandezze Q{?°, esse sono legate alle componenti del 
tensore Dag dalle relazioni: 


= —3 Das, OR = 377 Dart Da) 


+ i (41,15) 
Q42 ana 5 Ve (Dex Dyy * 2iDxy). 
PROBLEMA 


Determinare il momento di quadrupolo di un ellissoide uniformemente 


carico rispetto al suo centro. 
Soluzione. Sostituendo nella (41,3) la sommatoria con una integrazione 


estesa al volume dell’ellisoide, abbiamo: 


Ds3=0 (2x°— y3— 23) dr dyds, ecc. 


Prendiamo per assi coordinati gli assi dell'ellissoide con il suo centro per origine; 
per ragioni di simmetria è evidente che questi assi sono gli assi principali del 
tensore Dap- La trasformazione 

a=z'a,y=y'b,z=2z"c 
riduce l'integrazione estesa al volume dell’ellissoide 


xî , y2 z 
attuata! 
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all’integrazione estesa al volume della sfera di raggio 1 


294 y/24+-28=4, 
Otteniamo quindi 
e 


5 (202 —b? — c?), Dyy=-5 (258_a?—c?), 


Dxx= 
Dzz =7 (20° -—a?—b?), 


dove e = 8° abep è la carica totale dell’ellissoide. 


$ 42. Sistema di cariche in un campo esterno 


Esaminiamo un sistema di cariche che si trova in un campo elettri- 
co esterno. Indichiamo con e (r) il potenziale di questo campo 
esterno. L'energia potenziale di ciascuna delle cariche è egg (Fa), 
e l'energia potenziale totale del sistema 


U = Di eag (ra). (42,1) 


Scegliamo inoltre un sistema di coordinate avente per origine un 
punto all’interno del sistema di cariche; r, sarà il raggio vettore 
della carica e, in questo sistema di coordinate. 

Supponiamo che il campo esterno varii debolmente nella regione 
dove si trova il sistema di cariche, cioè che esso sia quasi uniforme 
rispetto a questo sistema. Possiamo allora sviluppare l’energia U 
in serie di potenze di ri: 


U:= 04 90 LP A gg (42,2) 
In questo sviluppo il primo termine è 
U‘® — o DI Cas. (42,3) 


dove ©, è il valore del potenziale nell'origine delle coordinate. In 
questa approssimazione, l’energia del sistema è la stessa che si 
avrebbe se tutte le cariche fossero riunite in un solo punto. 

Il secondo termine dello sviluppo è 


U‘ = (grad Q)o* D tata. 


Introducendo nell’origine delle coordinate il vettore campo elettrico 
E, e il momento dipolare d del sistema, abbiamo: 


U® = —dE,. (42,4) 


La forza totale agente sul sistema in un campo esterno quasi 
uniforme è, a meno dei termini considerati, 


F= E ea + (grad dE),. 
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° 


Se la carica totale è nulla, il primo termine si elide e si ha allora: 


cioè la forza è determinata dalle derivate del vettore campo elettrico 
(calcolate nell'origine delle coordinate). Il momento totale delle 
forze agenti sul sistema è 


K = Y} [raceaEo) = [dEol, (42,6) 


cioè è determinato dallo stesso vettore campo elettrico. 
Consideriamo due sistemi, ciascuno di carica totale nulla e con 
momenti di dipolo d, e d, (la distanza tra questi sistemi è grande 
rispetto alle loro dimensioni). Determiniamo l’energia potenziale U 
della loro interazione. A questo scopo, si può operare supponendo 
che uno di questi sistemi si trovi nel campo dell’altro. Allora 


U= —@&E,, 
dove E, è il campo del primo sistema. Sostituendo E; con la sua 
espressione (40,8), troviamo: 
= Cedo) ATTI CA) (AR), (42,7) 


dove R è il vettore distanza tra i due sistemi. 
Nel caso in cui la carica totale di uno dei sistemi non è nulla 
(uguale ad e), in modo analogo otteniamo: 
dR 
U=e RI: (42,8) 
dove R è il vettore che va dal dipolo alla carica. 
Il termine successivo e sviluppo (42,1) è 


__0°P0 
U®=1 > DI etat8 Fr dr dr6 ° 


Come nel $ 441, abbiamo omesso qui gli indici delle cariche; le deri- 
vate seconde del potenziale vanno calcolate nell'origine delle coordi- 
nate. Poiché il potenziale g soddisfa l'equazione di Laplace 


0%” 0° Na 
dxà, — tab da, 0xg 0 


possiamo scrivere: 


02 p 1 DI 
U =3 Dea 925 > e (ata 3 dap” ] 
OVVero, 
D 0° 
Iisiaer ne te n (42,9) 


Il termine generale della serie (42,2) può essere espresso mediante 
i momenti 2'-polo D°, determinati nel paragrafo precedente. 
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A questo scopo, bisogna preliminarmente sviluppare il potenziale 
@ (r) in serie di funzioni sferiche; l’espressione di questo svi- 


luppo è 
co I PRETE 
4 
em=Zr D am Fer Yim(0, 9, = (42,10) 


1=0 m=-l 
dove r, 9, © sono le coordinate sferiche, ed a;m coefficienti costanti. 
Scrivendo la somma (42,1) e tenendo conto della definizione (41,13), 
otteniamo: 


l 
UO d am0®. (42,41) 


m=-l 


$ 43. Campo magnetico costante 


Consideriamo il campo magnetico generato da cariche che com- 
piono un moto finito, durante il quale le particelle restano sempre 
in una regione finita dello spazio; gli impulsi delle cariche restano 
pure finiti. Un moto di questo tipo è di carattere stazionario, 
ed è interessante determinare il campo magnetico medio H (rispetto 
al tempo) creato dalle cariche, questo campo sarà quindi funzione 
delle sole coordinate, e non del tempo, cioè sarà costante. 

Per trovare l'equazione che determina il campo magnetico medio, 
prendiamo la media delle equazioni di Maxwell rispetto al tempo: 


1 9E 4a. 


divH=0, rtH=—-- = 4 


La prima di esse dà semplicemente 
divH=0. (43,1) 


Nella seconda equazione, il valore medio della derivata d0E/0t, 
come avviene sempre per la media della derivata di qualsiasi gran- 
dezza che varii in un intervallo finito, è nulla (vedi la nota alla pag.119) 
Per questo la seconda equazione di Maxwell assume la forma 


riH=<"j. (43,2) 
Le due equazioni ottenute determinano il campo costante A. 
Introduciamo il potenziale vettore medio A mediante la relazione 
rotA=H. 
Sostituendo questa espressione nell’equazione (43,2), otteniamo: 


grad divA —4A=-#j. 
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Sappiamo però che il potenziale vettore di un campo non è deter- 
minato univocamente; questo fatto ci permette di im porre una con- 
pizione supplementare. Scegliamo quindi il potenziale A in maniera 
che soddisfi la condizione: 


divA=0. - (43,3) 


Allora, l'equazione determinante il potenziale vettore di un campo 
magnetico costante assume la forma 


AA=-4j (43,4) 


È facile trovare la soluzione di questa equazione se si nota che la 
(43,4) è del tutto analoga all’equazione di Poisson (36,4) per il poten- 
ziale scalare di un campo elettrico costante, con la sola differenza 
che, al posto della densità di carica p, abbiamo la densità di cor- 
rente j/c. Per analogia con la soluzione dell’equazione di Poisson 
(36,8), possiamo scrivere: 


iui 4 $ 
=-— \4-d, (43,5) 


dove R è la distanza tra il punto d’osservazione del campo e l’ele- 
mento di volume dV. 

Nella formula (43,5) si può passare dall’integrale ad una somma 
estesa alle cariche, sostituendo j con il prodotto p-v e prendendo 
in considerazione che tutte le cariche sono puntiformi. È inoltre 
necessario tener presente che nell’integrale (43,5) R è semplicemente 
una variabile d’integrazione e non si può quindi prenderne la media. 


Se al posto dell’integrale I av si scrive la somma S' sua , le Ru 
saranno i raggi vettori variabili delle singole cariche in mola ae 
di conseguenza, scrivere: 

Ti €aVa 

A=2 De ea) 


dove la media è presa su tutte le grandezze segnate con un tratto. 


Conoscendo A, si può trovare il vettore campo magnetico: 
H=rot A=rot4 {4 I gv. 


Il rotore viene preso rispetto alle coordinate del punto d’osservazione. 
Si può quindi portare il rotore sotto il segno d’integrazione e con- 
Sidorare 3 come costante nella derivazione.Applicando al prodotto 


la nota formula 
rot fa = frot a + [grad f-al, 


iz 
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dove f ed a sono uno pa e un vettore arbitrari, troviamo: 


rot d — [grad 7-j]= QRL, 


e, di conseguenza, 
H=3 (dg ay (43,7) 


(il raggio vettore R è tracciato da dY al punto d’osservazione del 
campo). Questa è la legge di Biot e Savart. 


$ 44. Momento magnetico 


Consideriamo il campo magnetico medio generato da un sistema 
di cariche che compiono un moto stazionario a grandi distanze 
dal sistema. 

Prendiamo un sistema di coordinate la cui origine si trova in un 
punto all’interno del sistema di cariche, come abbiamo già fatto 
nel $ 40. Indichiamo ancora con r, i raggi vettori delle singole cariche 
e con R; il raggio vettore del punto in cui si vuole determinare il 
campo. R, — r, è il raggio vettore della carica ea al punto d'osser- 
vazione. In virtù della (43, * per il potenziale vettore abbiamo: 


A=i5 SI (44,1) 


Ro—ral" 


Come nel $ 40, sviluppiamo questa espressione in serie di potenze 
di r,. Otteniamo a meno dei termini del secondo ordine (omettiamo 
per brevità l’indice a): 


Ss 4 = 1 1 
= E >; ev—— DI ev (rv) i 


Nel primo termine si può scrivere: 


DI ev=1 S er. 


Il valore medio della derivata della grandezza Y} er, che varia in un 


intervallo finito, è nullo. Per A resta quindi l’espressione 


A= 15 ev (rv F-) = X ev (rRo) 


che possiamo trasformare nel seguente modo. Notando che v = r, 
possiamo scrivere papa presente che R, è un vettore costante): 


Xe (Ro) v= 3-£ S er (rRo) +4 D e [v (eR)—r (vRo)]. 


CAMPO ELETTROMAGNETICO COSTANTE 143 


Sostituendo questa espressione in A, il valore medio del primo ter- 
mine (contenente la derivata rispetto al tempo) si annulla e si ha: 


A=-r Ve[v(rR) — r(vPo)l. 


2cR3 
Introducendo il vettore 
1 
m=-- del], (44,2) 
detto momento magnetico del sistema, abbiamo: 


= ia =|v% ot |. (44,3) 


Conoscendo il sins vettore, è facile trovare il vettore 
campo magnetico. Con l’aiuto della formula 


rot [ab] = (bv) a — (av)b + a divb— bdiva 


troviamo: 
i —<R =; CR = R 
H=rot [map ]= div ppt) 
Quindi: 
div rp =R grad 47 tar I div Ro=0 
i 
—_ R 4 ci. d m  3Ro(mR 
(MV) è = 7g (MV) Ro+Ro (iva)A_ a 
Dunque, 
H= 3n (mn) —m (44,4) 


Ri! 
dove n è il versore di R,. Si vede che il campo magnetico si espri- 


me in funzione del momento magnetico mediante una formula 
analoga a quella che esprime il campo elettrico in funzione del momen- 


to di dipolo [cfr. (40,8)]. 
Se il rapporto fra tutte le cariche del sistema e la massa è lo stesso, 


si può scrivere: 
m=- D) e[lrvl=5—) m [rv]. 


Se le velocità di tutte le cariche sono v« c, mv è allora l'impulso p 
della carica, e si ha: 


m=36- Yi lpl=3-M, (44,5) 


dove M = }} [rp] è il momento angolare del sistema. In questo caso, 
il rapporto fra il momento magnetico e il momento angolare è quindi 
costante ed è uguale a e/2mc. 
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PROBLEMA 


Determinare il rapporto fra momento magnetico e momento angolare per un 
sistema di due cariche (aventi velocità v« c). 
Soluzione. Scegliamo per origine delle coordinate il centro di massa delle 


due cariche; avremo mir; + mars = 0 e p,\ = —pg = p, dove pò l'impulso del 
moto relativo. Queste relazioni ci permettono di trovare: 


1 (e €9 mayo, 
enel, 


$ 45. Teorema di Larmor 


Consideriamo un sistema di cariche che si trova in un campo ma- 
gnetico esterno costante e uniforme. 
La forza media (nel tempo) agente sul sistema 


= ca A we 
F= 5) (vH]= 7 di 7 [rHI, 


si annulla in quanto valore medio della derivata rispetto al tempo 
di una grandezza che varia in un intervallo finito. Il valore medio 
del momento delle forze 


a lectni 
K=%- [r[vH]] 
è, invece, differente da zero e può essere espresso in funzione del 


momento magnetico del sistema. A tale scopo, sviluppiamo il dop- 
pio prodotto vettoriale: 


1 d 
K= S < {v(rH)-H(w)}= S) - {v(cH)->Hr ì. 
Il secondo termine si annulla quando se ne consideri la media, e 
quindi: 

— —————— 1 _——r— ——————_ 

K=% -v(rH)=- e{v(rH)—r(vH)} ; 
[quest'ultima trasformazione è analoga a quella fatta per ottenere 
la (44,3)], ossia 

K=[mH]. (45,1) 


Notiamo l’analogia con la formula (42,6) del caso elettrico. 

La lagrangiana di un sistema di cariche in un campo magnetico 
esterno costante e uniforme contiene il termine supplementare 
(rispetto alla lagrangiana di un sistema isolato) 


La= — Av= Y} 3 [Hr]lv= = [rm] H (45,2) 
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(ci siamo serviti dell’espressione (19,4) per il potenziale vettore 
di un campo uniforme). Introducendo il momento magnetico del 
sistema, abbiamo: 


Lu = mH. (45,3) 


Notiamo ancora l’analogia con il campo elettrico: in un campo 
elettrico uniforme, la lagrangiana di un sistema di carica totale 
e momento di dipolo nulli contiene il termine 


Le = dE 


che è, in questo caso, l’energia potenziale del sistema di cariche, 
preceduta dal segno meno (vedi $ 42). 

Consideriamo un sistema di cariche animate da un moto finito 
(con velocità v< c) nel campo elettrico a simmetria centrale generato 


da una particella fissa. 

Passiamo dal sistema di coordinate immobile ad un sistema uni- 
formemente rotante intorno ad un asse passante per la particella 
fissa. Secondo una formula nota dalla meccanica, la velocità v di 
una particella nel nuovo sistema di coordinate è legata alla sua 
velocità v’ nel vecchio sistema dalla relazione 


v=v+[r], 


dove r è il raggio vettore della particella ed 2 la velocità angolare 
del sistema di coordinate rotante. Nel sistema immobile la 
lagrangiana del sistema di cariche è 


12 
L=S5--U, 

dove U è l’energia potenziale delle cariche nel campo elettrico ester- 
no, ivi compresa la loro energia d’interazione. U è una funzione 
delle distanze delle ‘cariche dalla particella fissa e delle loro di- 
stanze reciproche; quando si passa al sistema di coordinate rotante, 
essa resta evidentemente invariata. Di conseguenza, nel nuovo siste- 
ma la lagrangiana assume la forma 


L=S 5 (v+[Qr))?—U. 


Supponiamo che il rapporto e/m sia lo stesso per tutte le parti- 
celle, e poniamo 


Q=--‘ H. (45,4) 


2me 


Allora, per H sufficientemente piccoli (quando si possono trascurare 
i termini con 7°), la lagrangiana diventa 


L= +3 3 e[Hr]v— VU. 
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Si vede che essa coincide con la lagrangiana che permette di 
descrivere il moto delle cariche considerate in un sistema di coor- 
dinate immobile in presenza di un campo magnetico [cfr. (45,2)]. 

Arriviamo quindi al risultato che, nel caso non relativistico, il 
comportamento di un sistema di cariche aventi lo stesso rapporto e/m 
e animate da un moto finito in un campo elettrico a simmetria 
centrale e in un campo magnetico debole e uniforme H è equivalente 
al comportamento dello stesso sistema di cariche in questo stesso 
campo elettrico, riferito ad un sistema di coordinate uniformemente 
rotante con velocità angolare (45,4). Questa asserzione costituisce il 
contenuto del teorema di Larmor, e la velocità angolare Q = eH7/2mc 
è detta frequenza di Larmor. 

Questo problema può essere trattato da un altro punto di vista. 
Quando il campo magnetico H è abbastanza debole, la frequenza 
di Larmor è piccola rispetto alle frequenze del moto finito del 
sistema di cariche dato, e le grandezze relative a questo sistema, 
di cui si prendono le medie rispetto ai tempi, si possono considerare 
piccole rispetto al periodo 2r/Q. Queste grandezze varieranno lenta- 
mente (con la frequenza £) col tempo. 

Consideriamo la variazione del momento angolare medio M del 
sistema. In virtù di una nota equazione della meccanica, la derivata 


M è uguale al momento K delle forze agenti sul sistema. In virtù 
della formula (45,1) si ha quindi: 

dM_ > ., 

=== [mH]. 
Se il rapporto e’»m di tutte le particelle è uguale per tutte le cariche 
del sistema, i momenti angolare e magnetico sono reciprocamente 
proporzionali, e lc formule (44,5) e (45,4) ci danno: 
dM Cr 
Questa equazione significa che il vettore M (e con esso il momento 


magnetico m) ruota con la velocità angolare — intorno alla dire- 
zione del campo, conservando invariato il suo valore assoluto e l’an- 
golo da esso formato con questa direzione (la cosiddetta precessione 


di Larmor). 
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ONDE ELETTROMAGNETICHE 


$ 46. Equazione d'onda 


Un campo elettromagnetico nel vuoto è determinato dalle equa- 
zioni di Maxwell nelle quali bisogna porre p = 0, ij = 0. Scriviamole 
ancora una volta: —- 


rtE= 14, divH=0, (46,1) 
1 dE ; 
TO bei divE=0. (46,2) 


Queste equazioni possono avere soluzioni differenti da zero. Ciò 
vuol dire che il campo elettromagnetico può esistere anche in assenza 
di cariche. 

Un campo elettromagnetico nel vuoto in assenza di cariche prende 
il nome di onda elettromagnetica. Ci occuperemo ora dello studio delle 
proprietà di questi campi. 

Notiamo subito che questi campi debbono essere necessaria- 
mente variabili. Infatti, in caso contrario d0H/0t = dE/0t = 0, e le 
equazioni (46,1) e (46,2) si trasformano nelle equazioni (36,1) (36,2) 
e (43,1), (43,2) di un campo costante, nelle quali o = 0,j = 0. Le 
soluzioni di queste equazioni, determinate dalle formule (36,8) 
e (43,5), si annullano identicamente per p = 0, j= 0. 

Troviamo le equazioni che determinano i potenziali delle onde 
elettromagnetiche. 

Come già sappiamo: in virtù della non univocità dei potenziali, 
sì può sempre imporre una condizione supplementare. Quindi, 
scegliamo i potenziali delle onde elettromagnetiche in maniera 
tale che il potenziale scalare sia nullo: 


P = o (46,3) 
Allora 
1 9A 
=—7-g5. H=rotA. (46,4) 


Sostituendo queste due espressioni nella prima delle equazioni 
(46,2), troviamo: 


rot rottA= — AA + graddivA= +: (46,5) 
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Sebbene abbiamo già imposto una condizione supplementare ai 
potenziali, il potenziale A non è ancora definito univocamente. 
Infatti è possibile aggiungere a questo potenziale il gradiente di una 
funzione qualsiasi non dipendente dal tempo (senza però cambiare g). 
In particolare, si può scegliere il potenziale di un'onda elettromagne- 


tica in modo tale che 
divA=0. (46,6) 


Infatti, sostituendo E ricavato dalla (46,4) in div E = 0, abbiamo: 


.__ 0A d 1): 
div = divA=0, 
cioè div A è una funzione delle sole coordinate. Si può sempre annul- 
lare questa funzione aggiungendo ad A il gradiente di una corrispon- 
dente funzione non dipendente dal tempo. 
L'equazione (46,5) assume ora la forma 


1 0°AÀ 


Questa è l'equazione che determina il potenziale delle onde elettro- 
magnetiche. Essa è detta equazione di D° Alembert o equazione d'onda). 

Applicando alla (46,7) le operazioni rot e d/0t, possiamo verifi- 
care che i vettori campo E ed H soddisfano le stesse equazioni d’onda. 

Ripetiamo la deduzione dell’equazione d'onda in forma qua- 
dridimensionale. A tale scopo scriviamo la seconda coppia di equa- 
zioni di Maxwell per un campo in assenza di cariche nella forma 


aFik 
dx T 
(l'equazione (30,2) con j' = 0). Sostituendo qui F'* espressi in 
funzione dei potenziali: 


otteniamo: 
0°AR 0A 
dx) 0x8 dz 0:hT (46,8) 


Imponiamo ai potenziali la condizione supplementare 


dA° 
dr =0 (46,9) 
1) L'equazione d'onda si scrive talvolta nella forma QA =0, dove 
Fa 1 0 
= Gal Ta 


è il cosiddetto operatore di D'Alembert. 
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(questa condizione è detta condizione di Lorentz, e i potenziali che 
soddisfano questa condizione sono detti potenziali nella gauge 
di Lorentz) Di conseguenza, nell’equazione (46,8) si annulla il 
primo termine e resta 
02A- 0rAÎ 
= g" 0 (46,10) 


dry dh O deh det 


Questa è l'equazione d’onda scritta in forma quadridimensionale!). 
La condizione (46,9) in notazioni tridimensionali assume la 


forma: 

1224 divA=0. (46,11) 
Questa condizione è più generale anziché le condizioni sopra utiliz- 
zate: p= 0, div A =0; i potenziali che soddisfano quest'ultime 
soddisfano pure la condizione (46,11). A differenza di esse, la condi- 
zione di Lorentz è però invariante dal punto di vista relativistico: 
i potenziali che soddisfano la condizione di Lorentz in un sistema 
di riferimento la soddisfano anche in qualsiasi altro sistema (mentre 
le condizioni (46,3) e (46,6) non si verificano per una trasforma- 
zione del sistema di riferimento). 


$ 47. Onde piane 


Esaminiamo il caso particolare di onde elettromagnetiche in cui 
il campo dipende da una sola coordinata, per esempio da x (e dal 
tempo). Le onde di questo tipo sono dette piane. Le equazioni del 
campo assumono allora la forma 


62 0? 
I ali no, (47,1) 


dove con f si intende una qualsiasi componente dei vettori E o H. 
Per risolvere questa equazione, risriviamola nella forma 


0 Te) 0 To, 
(ca) (atew)/=0 
ed introduciamo le nuove variabili 


Ma T 


i 1) Bisogna notare che la condizione (46,9) non determina ancora la scelta 
dei potenziali in un modo del tutto univoco. Si può aggiungere ad A grad f 


ò i ‘ ; A 
e sottrarre da g contemporaneamente L i ; ciò nondimeno, la funzione f non è 
arbitrria, essa deve soddisfare, come è facile vedere, l'equazione d'onda [Jf = 0 
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cosicché 
1 
t=3(M+%), = (m_b) 
Allora 
dl gi di 
GE 2 (3 3). om = 2 (ta) 
e l'equazione di f prende la forma: 
of 
dg on 


È evidente che la sua soluzione ha la forma seguente: 
f = fi (E) + fa (n), 


dove f, ed f, sono funzioni arbitrarie. Quindi, 
f=fi(t-T)+f(t+È). (47,2) 


Poniamo, ad esempio, f, = 0, cosicché f = f, (t — x/c). Esplici- 
tiamo questa soluzione. In ciascun piano x = costante il campo varia 
con il tempo; a ciascun istante il campo è diverso per diversi x. 
E evidente che il campo ha lo stesso valore per le coordinate x e per 
gli istanti # legati dalla relazione # — x/c = costante, cioè 


x = Costante +- ct. 


Ciò vuol dire che se nell’istante £ = 0 il campo in un punto 2 dello 
spazio aveva un determinato valore, esso riprende lo stesso valore 
dopo un intervallo di tempo ? alla distanza ct dal punto iniziale 
parallelamente all’asse delle x. Possiamo dire che tutti i valori del 
campo elettromagnetico si propagano nello spazio lungo l’asse 
delle x con la velocità della luce c. 

Cosi, f, (t — x/c) rappresenta un’onda piana che si propaga nel 
senso positivo dell'asse delle x. È evidente che f» (t + x/c) rappre- 
senta un'onda piana che si propaga in senso inverso, negativo, 
dell'asse delle x. 

Nel $ 46 è stato dimostrato che i potenziali di un’onda elettro- 
magnetica si possono scegliere in maniera tale che p = 0, con div A=0. 
Scegliamo precisamente in questa maniera i potenziali dell’onda 
piana che stiamo ora esaminando. La condizione div A =0 nel 
nostro caso ci dà 
dA, 

dx =0, 


perché tutte le grandezze non dipendono da y e z. In virtù della 
(47,1), avremo allora 0°A,/0t? = 0, cioè dA,/0t = costante. La 
derivata 0A/0t determina il campo elettrico, e, come si vede, una 
componente non nulla 4, significherebbe nel caso consideratola 
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presenza di un campo elettrico longitudinale costante. Poiché 
un campo del genere non ha niente di comune con l’onda elettro- 
magnetica, si può porre AL = 0. 

Cosî, il potenziale vettore di un'onda piana può essere sempre 
scelto perpendicolare all'asse delle x, cioè alla direzione di propa- 
gazione di questa onda. 

Consideriamo un’onda piana che si propaghi nel senso positivo del 
l’asse delle 7; per questa onda, tutte le grandezze, in particolare A, 
sono funzioni solo di £f — x/c. Di conseguenza, dalle formule 

1 0A 
E= cir H= rot A 
ricaviamo:l 
Eenta H=[vA]=[v(:-£).A'|=-4mA1, (47,3) 
Cc Cc Cc 


dove gli apici indicano la derivazione rispetto a # — x/c, e dove n 
è il versore diretto nel senso di propagazione dell’onda. Sostituendo 
la prima equazione nella seconda, troviamo: 


H = [nEl. (47,4) 


Vediamo quindi che i campi elettrico e magnetico E ed H di 
un'onda piana sono diretti perpendicolarmente alla direzione della 
propagazione dell'onda. Per questa ragione, le onde elettromagnetiche 
sono dette trasversali. Dalla (47,4) è evidente anche che i campi elet- 
trico e magnetico di un’onda piana sono mutuamente perpendico- 
lari ed uguali in modulo, 

Il flusso d'energia in un'onda piana è 


S=-— [EH]=- [E [nE]}, 


ma essendo En = 0, si ha 
c c 
sn ei 


n 


In tal modo, il flusso d'energia è parallelo alla direzione di pro- 
pagazione dell’onda. Poichè W = È (E° + H*) = 7 è la densità 
d'energia dell'onda, si può scrivere: 

S = cWn, (47,5) 


in accordo col fatto che il campo si propaga con la velocità della luce. 

L'’impulso dell'unità di volume del campo elettromagnetico 
è S/c?. Per un'onda piana, esso è uguale a (W/c)n. Notiamo che la 
relazione tra l'energia W e l'impulso W/c dell'onda elettromagnetica 
è identica a quella per le particelle che si muovono con la velocità 
della luce [vedi la (9,9)]. 
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Il flusso d’impulso di un campo è dato dal tensore degli sforzi 
di Maxwell 046 (33,3). Scegliendo, come precedentemente, per dire- 
zione di propagazione dell’onda l’asse delle x, troviamo che l’unica 
componente non nulla di 0,g è 


Or = W. (47,6) 


Come era logico aspettarsi, il flusso di impulso è diretto nel senso 
della propagazione dell’onda e la sua grandezza è uguale alla densità 
d'energia. 

Troviamo ora la legge di trasformazione della densità di energia 
di un'onda elettromagnetica piana nel passaggio da un sistema di 
riferimento inerziale ad un altro. A questo scopo, è necessario sosti- 
tuire nella formula 


1 Laconi Ve, 
ia 
(vedi problema 1 del $ 6) 
Sa=CW' cosa’, o, =W'costa', 


dove a’ è l'angolo (nel sistema XK) tra l’asse 2’ (lungo il quale e diret- 
ta la velocità V) e la direzione di propagazione dell’onda. Tro- 
viamo in definitiva: 


(47,7) 


Siccome W = E°/4n = H?/4n, i valori assoluti dei vettori campo E 
ed H di ùn’onda si trasformano come VW. 


PROBLEMI 


4. Determinare la forza agente su una parete dalla quale si riflette (con fat- 
tore di riflessione R) un'onda elettromagnetica incidente piana. 

Soluzione. La forza f agente sull’unità di superficie della parete è data dal 
flusso d’impulso attraverso questa superficie, cioè è il vettore con compoenti 


fa:=0aBNp+0gpN8, 
dove N è la normale alla superficie della parete, e cap, cop sono le componenti 
dei tensori energia-impulso delle onde incidente e riflessa. In virtù della 
(47,6), otteniamo: 
f= Wn(Nn) + W'n' (Nn). 


Per definizione di coefficiente di riflessione, abbiamo W' = RW. Introducendo 
anche l’angolo d'incidenza © (uguale all'angolo di riflessione) e passando alle 
componenti, troviamo la forza normale (pressione della luce) 


fn = W(1+ R) cos? 
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e la forza tangenziale 
fi = W (1 — R)sen@cos®. 


2. Usando il metodo di Hamilton-Jacobi determinare il moto di una carica 


nel campo di un'onda elettromagnetica piana. l 
Soluzione. L'equazione di Hamilton-Jacobi scritta in forma quadridimen- 


sionale è: 
. 0S e GAY e 
hi te stai Arsa — m203 
ge! +14) (+44) mc. (1) 


dx! 
Il fatto che il campo rappresenta un’onda piana significa che le Ai sono funzioni 
di una sola variabile indipendente la quale può essere scritta nella forma 
E = kjz!i, dove ki è il quadrivettore costante il cui quadrato è nullo, e dove 
kiki = 0 (cfr. paragrafo seguente). Imponiamo ai potenziali la condizione di 
Lorentz 


OAI dai 
ogi dé RS, 
per il campo variabile dell'onda questa condizione è equivalente all’uguaglianza 


Atki= 0. 
‘Cerchiamo la soluzione dell’equazione (1) nella forma 


S= —fzi t F (È), 


dove fi = (f0, f) è il vettore costante che soddisfa la condizione f;fi = m?c? 


S = —fizi è la soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi per una particella 
libera avente il 4-impulso pî = fi). Sostituendo nella (1) si ottiene: 
e? ; dF  2e : 
I AA! 2Y de è fiA*=0, 
dove la costante è y = &;fi. Ricavando F da questa equazione, abbiamo: 
e i e? 
S= fai ( fidi +, | Aitar. 2) 


Passando alle notazioni tridimensionali in un sistema di riferimento fisso, 
scegliamo l'asse delle x come direzione di propagazione dell'onda. Abbiamo 
allora È = ct — x, e la costante y = /° — f1. Indicando con x il vettore bidi- 


mensionale fy fx dalla condizione f;fi = (f°)? — (f1)? — x? = m?c3 ricaviamo: 


0 1__ Mic pa 
Î0+f = 


Scegliamo i potenziali nella gauge in cui @ = 0 ed A (È) giace nel piano ys. 
Con questa scelta l’espressione ©) assume la forma 


m8c2 4x2 


S=ur-T(ce+ a TOT 4 | 
2 Dy 


e e 
adi RR 2 
9 “A di Zyod | A? di. 

Per determinare il moto, bisogna, conformemente alle regole generali (vedi 
vol. I, Meccanica, $ 47), eguagliare le derivate 95/0x, 05/0) ad alcune costanti 
che si possono annullare con una scelta appropriata dell’origine delle coordinate 
e del tempo. Si ottengono quindi le formule parametriche (con È per parametro): 


1 e 1 e 
y=Tayt- | Ay db, sega Î Ad, 


1 (m2c3t-x2 2 
en (i) [tra a ct=t+s. 
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L’impulso generalizzato P= p+ - A e l'energia € vengono determinati 
derivando l’azione rispetto alle coordinate e al tempo; otteniamo dunque: 


e e 
Py=%y—7 An Pa=%— An 
CN met è e 
Pa DEL 2Y CY * Taal : 
E=(Y+ Pax) c. 


Se si prende la media di queste grandezze rispetto al tempo, i termini di 
primo grado della funzione periodica A (È) si annullano, Si può sempre scegliere 
un sistema di riferimento tale che in esso la particella sia mediamente in quiete, 
cioè il suo impulso medio sia nullo. Si avrà allora 


7 pu 
x=0, y=m034 77 A?. 


Le formule che determinano il moto assumeranno in definitiva la forma: 


pot | (A2-A?) de, y=—-— | Ade. sue {A di 
2y?e? ’ È CY yY ’ cY z Ù 


e2 PEA 
ct=b+37 | (41-33 dt; È) 
e? — e e 
Px= ppi (AÒ_A°), Py=—-74y P=—TAn 
e2 ss 
SE ae 2__ 
E=cy+ DIA (A°— A?), (4) 


$ 48. Onda piana monocromatica 


Un caso particolare importante di onde elettromagnetiche è quello 
in cui il campo è funzione periodica semplice del tempo. Un’onda 
di questo tipo è detta onda monocromatica. Tutte le grandezze 
(potenziali, componenti dei campi) di un'onda monocromatica dipen- 
dono dal tempo mediante un fattore del tipo cos (@t+ a), dove 
a è la frequenza ciclica (0 semplicemente frequenza) dell'onda. 

Nell’equazione d’onda la derivata seconda del campo rispetto 


al tempo è ora d?//dt*? = —w?f, e la distribuzione del campo nello 
spazio per un'onda monocromatica è ora determinata dall’equazione: 
Af+0 f=0. (48,1) 


Per un’onda piana (che si propaga lungo l’asse delle x) il campo 
è funzione soltanto di # — z/c. Se, quindi, un’onda piana è mono- 
cromatica, il suo campo è una funzione periodica semplice di 
t — x/c. Il potenziale vettore di un'onda di questo tipo può essere 
scritto come parte reale dell’espressione complessa: 


A = Re{Age7?0(-x/0)}, (48,2) 
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A, rappresenta qui un vettore complesso costante. È evidente che 
i vettori campo E ed H di un'onda piana monocromatica avranno una 
forma analoga con la stessa frequenza ©. La grandezza 


ae (48,3) 


(0) 


si chiama lunghezza d'onda; questo è il periodo di variazione del 
campo con coordinata 7 all’istante dato #. 
Il vettore 


k=© n (48,4) 


(dove n è il versore di propagazione dell'onda) è detto vettore d'onda. 
Questo vettore ci permette di esprimere la (48,2) nella forma 


A= Re { Ape'(kr SGHK, (48,0) 


questa espressione non dipende dalla scelta degli assi courdinati. La 
grandezza con il fattore i nell’esponente si chiama fase dell'onda. 

Finché sulle grandezze effettuiamo soltanto operazioni lineari, 
si può omettere il segno Re ed operare esclusivamente con grandezze 
complesse!). Cosi, sostituendo 


A= Ao ei (kr-—@) 


nella (47,3), otteniamo una relazione tra vettori campo e il potenziale 
vettore di un’onda piana monocromatica 


E=ikA, H= ilkAl]. (48,6) 


Esaminiamo qui dettagliatamente la questione relativa alla 
direzione del campo di un'onda monocromatica. Per chiarezza, par- 


1) Se due grandezze qualsiasi A (t) e B (t) sono scritte in forma complessa: 
A (t)= Age !%, B(t)=Boe-'9%, 


bisognerà, allorché se ne consideri il prodotto, separare innanzitutto la parte 
reale. Ma se ci interessa, come succede spesso, soltanto il valore medio (ri- 
spetto al tempo) di questo prodotto, si potrà allora calcolarlo come segue: 


5 Re {AB*}. 


Abbiamo infatti: 
Re A ReB =i (Age *0% + Ate!0%) (Bre !0! | Bre'®!), 


Quando si prende la media, i termini contenenti i fattori e#2f®t si annullano 


e resta 


Re A Re B=+ (AB* + A*B) =} Re (AB*). 
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leremo di un campo elettrico 
E= Re {Ege'(kr-0H)} 


(tutto ciò che sarà detto è naturalmente valido in misura uguale 
anche per il campo magnetico). E, è un vettore complesso. Il suo 
quadrato, E}, sarà generalmente un numero complesso. Se l'argo- 
mento di questo numero è —2a (cioè E} = | Ej |e-2'®), il vettore b 
determinato da 


E, = be-'© (48,7) 
avrà il quadrato reale b® = | E, | ?. Usando questa definizione di b 
abbiamo per E l’espressione 
E= Re {betkr-@0t-a)}, (48,8) 
Scriviamo b nella forma: 
b=b, + ib, 


dove b, e b, sono due vettori reali. Siccome il quadrato 
b? — bî — b3 + 2ib,b, deve essere una grandezza reale, allora 
b,b, = 0, cioè i vettori b, e b, sono reciprocamente perpendicolari. 
Scegliamo per direzione di b, l’asse delle y (l’asse delle x è la dire- 
zione di propagazione della onda). Dalla (48,8) si ricava: 


E, = by cos (ot — kr + a), É£, = + bs sen (0t — kr + a) (48,9) 


dove la scelta del segno più o meno dipende a seconda che b, sia 
diretto nel senso negativo o positivo dell’asse z. Dalle (48,9) segue che 


Ei, | E} 
nty=! (48,10) 


Vediamo dunque che in ogni punto dello spazio il vettore campo 
elettrico ruota nel piano perpendicolare alla direzione di propa- 
gazione dell’onda e l’estremo del vettore descrive l’ellisse (48,10). 
In questo caso si dice che l’onda è polarizzata ellitticamente. La 
rotazione avviene nello stesso senso o nel senso inverso della rotazione 
di una vite chi si avanza lungo l’asse delle 7, a seconda che si abbia 
il segno positivo o negativo nella (48,9). 

Se bj = bo, l’ellisse (48,10) si trasforma in un cerchio, cioè il 
vettore E ruota rimanendo di modulo costante. In questo caso 
si dice che l’onda è polarizzata circolarmente. La scelta delle dire- 
zioni degli assi y e z diventa, evidentemente, arbitraria. Notiamo che 
per un'onda di questo tipo il rapporto fra le componenti sugli assi y 
e z dell’ampiezza complessa E, è uguale a 


0: di (48,41) 
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secondo che la rotazione segua lo stesso senso della vite o il senso 
contrario (polarizzazione destra o sinistra))). 

Infine, se db, o by è nullo, il campo dell'onda è diretto ovunque 
e sempre parallelamente (o antiparallelamente) ad una medesima 
direzione. Si dice in questo caso che l’onda è polarizzata linearmente 
o polarizzata in un piano. Un’onda polarizzata ellitticamente può 
essere considerata, evidentemente, come la sovrapposizione di due 


onde polarizzate linearmente. 
Torniamo alla definizione di vettore d'onda ed introduciamo il 


quadrivettore d’onda 
Ki=(2,k). (48,12) 


Il fatto che queste grandezze costituiscono effettivamente un quadri- 
vettore è evidente. Si vede, per esempio, che moltiplicate per il 
quadrivettore 2° esse danno uno scalare, ossia la fase dell’onda: 


kia = ot — kr. (48,13) 


Dalle definizioni (48,4) e (48,12) segue che il quadrato del quadri- 
vettore d'onda è nullo: 
k'ki= 0. (48,14) 


Questa relazione segue immediatamente anche dal fatto che l’espres- 
sione 
A =Ag;exp(—ik;z') 
deve essere una soluzione dell'equazione d'onda (46,10). 

Come per ogni onda piana, per un'onda monocromatica che si 
propaghi lungo l’asse delle 7 sono non nulle soltanto le seguenti com- 
ponenti del tensore energia-impulso (vedi $ 47): 


qTO=TA=TU-W. 


Queste uguaglianze si possono scrivere con l’aiuto del quadrivettore 
d’onda in forma tensoriale: 


più —. ata 


— kik, (48,15) 


Infine, utilizzando la legge di trasformazione del quadrivettore, 
è facile studiare l’effetto Doppler, ossia una variazione della fre- 
quenza © dell'onda emessa da una sorgente in moto rispetto ad un 
osservatore, in confronto con la frequenza « propria » wp della stessa 
sorgente nel sistema di riferimento (X;) dove essa è in quiete. 

Sia V la velocità della sorgente, cioè la velocità del sistema di 
riferimento X, rispetto al sistema X. In virtù delle formule generali 


1) Si intende che gli assi z, y, z formano, come sempre, un sistema di rota- 
zione destrorso. 
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di trasformazione dei quadrivettori si ha: 


no-T ps 
c 


00 — 
V2 


o ERETSA 


c? 


(la velocità del sistema XK relativamente al sistema X, è —V). 
Sostituendovi %° = w/c, kt = k cosa = 2 cos a, dove a è l’ango- 


lo (nel sistema K) tra la direzione di propagazioni dell’onda e la 
direzione del moto della sorgente, ed esprimendo @ in funzione di 


0, otteniamo: 
V2 
Via 
——;___ (43,16) 


O = Vo V . 
arc cosa 


Questa è la formula cercata. Per V« c, per angoli a non troppo 
vicini a n/2, abbiamo: 


0=0(1+7 cosa). (48,17) 


Per a = n/2 si ha: 
V2 V2 


in questo caso, la variazione relativa della frequenza è proporzionale 
al quadrato del rapporto V/c. 


PROBLEMI 


4. Determinare la direzione e la grandezza degli assi dell’ellisse di polariz- 


zazione in funzione dell’ampiezza complesa Eco. 
Soluzione. Il problema consiste nel determinare il vettore b = b, + ibs 


di quadrato reale. Dalla (48,7) abbiamo: 
EgEò =bf+bî, [EoEî]= —2i[bbs], (1) 
oppure 
bî +-b3= A? -+ B2, bib®— AB sen$, 
dove poniamo 


Eo Eoy 16 
|Eoyl=A4, |Eo:}=B, = © 


per 7 valori assoluti di E,,, Eo, e per la differenza delle fasi (5) tra di essi. 
onde 
2by,a= VA?+ B3+ 248 sen è + VA°+ B3—2AB sen ò, (2) 


che determina le grandezze dei semiassi dell’ellisse di polarizzazione. 
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Per determinarne la direzione (rispetto agli assi iniziali arbitrari y © 2), 
partiamo dall’uguaglianza 
Re {(Eob) (Eb.)}=0, 


che si verifica facilmente sostituendovi Eo = (bi + ibs) e-i*. Scrivendo questa 
uguaglianza in funzione delle coordinate y, 2, per l'angolo @ tra il vettore bi 
e l’asse y si trova la relazione 


te 20= 2AB cos 6 


#5 B3 ° (3) 


Il senso della rotazione del campo è determinato dal segno della componente 
sull’asse x del vettore [b,b.]. Utilizzando la (1), scriviamo: 


. Eo Eoz \* 
2i bybole= Eo:Ey = EE = { (mr) (7) }. 


dove si vede che il verso del vettore [b,b,] (nel senso positivo o negativo dell'asse 
delle 7) e, di conseguenza, il segno della rotazione (nel senso di una vite che 
avanza lungo l’asse delle x o nel senso contrario), è dato dal segno della parte 
immaginaria del rapporto £0z/Eoy (positivo nel primo caso e negativo nel secon- 
do). Questa regola generalizza la regola (48,11) per la polarizzazione circolare. 

2. Determinare il moto di una carica nel campo di una onda piana monocro- 
matica polarizzata linearmente. 

Soluzione. Prendiamo la direzione del campo E per asse delle y e scriviamo: 


E,=E=Eo-cosoì, Ay=A4= cha sen QÉ 


(E = t — x/c). In virtà delle formule (3) e (4) del problema 2 del $ 47, troviamo 
(nel sistema di riferimento dove la particella mediamente è in quiete) la seguente 
espressione parametrica (parametro n = wt)) del moto: 


2E? E 
= Ti sen 2N, y= — "i cosn, z=0); 
e2EÈ e2E 
i=i ERRE sen 2n, y?=m?c2+ 3 CE 
e2E? eE 
Px= — 70? COS 2n, Py = n sen 1), Pz=0. 


La carica descrive nel piano xy una curva a forma di 8 con l'asse delle y come asse 
di simmetria longitudinale. Ad un periodo del moto corrisponde la variazione 
del parametro da 0 a 2xr. 

3. Determinare il moto di una carica nel campo di una onda polarizzata 
circolarmente. 

Soluzione. Per il campo dell’onda si ha: 


Ey=Eocosoi, E,=Eosenwk, 


cE cE 
Ay= == sen WÈ, Ag= cos WÈ. 


Il moto è determinato dalle formule: 


E E 
xa=0, past L COS Vi, sa sen wi, 
70 y0? 
eEo eEo 
= 0, C———— SZ ; TE — —- 
Px Pg en 0), Pz a 8 Oi, 
2 
y3= m?e? + c3EG A 


dI 
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Dunque, la carica descrive nel piano yz una circonferenza di raggio ec£g/y0? 
con l'impulso costante p = e£/0; la d vezione dell'impulso p coincide in ogni 
istante con la direzione del campo mag etico H dell’onda. 


$ 49. Decomposizione spettrale 


Ogni onda può essere sottoposta alla cosiddetta decomposizione 
spettrale, cioè può essere rappresentata sotto forma di sovrapposizione 
di onde monocromatiche di diversa frequenza. Il carattere di queste 
decomposizioni varia al variare della dipendenza del campo 
dal tempo. 

Ad una categoria si riferiscono i casi in cui le frequenze della 
decomposizione formano una serie discreta di valori. Il caso più sem- 
plice di questo genere è costituito dalla decomposizione di un campo 
puramente periodico (sebbene non monocromatico). Questo è lo 
sviluppo ordinario in serie di Fourier; esso contiene frequenze che 
sono multipli interi della frequenza « fondamentale » ©, = 27/7, 
dove 7 è il periodo del campo. Scriviamo lo sviluppo di Fourier 
nella forma 


(e. °) 


f= dI fner'ioont (49,1) 


n= — 00 


(dove f è una grandezza che determina il campo). Le grandezze 
fn possono essere determinate, a partire dalla funzione f, calcolando 
gli integrali 
T/2 
ino | {0 emootat. (49,2) 
-T/2 


Se la funzione f(#) è reale, risulta evidente che 
last (49,3) 


Nei casi più complicati, gli sviluppi possono contenere frequenze 
che sono multipli interi (e loro somme) di più frequenze fondamentali 
differenti non commensurabili. 

Quando si eleva al quadrato la somma (49,1) e si prende la media 
rispetto al tempo, i prodotti di termini con differenti frequenze si 
annullano perché questi termini contengono fattori oscillanti. 
Restano soltanto termini del tipo f,f_1 =|f,|?. In tal modo, 
la media quadratica del campo (l’intensità media dell'onda) sarà 
rappresentata sotto forma di somma delle intensità delle componenti 
monocromatiche: 


P= I |fn[}=2 2 Ifnf? (49,4) 


— 00 
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(è evidente che il valore medio rispetto al periodo della funzione 
stessa f(t) è nullo, cosicché ff == 0). 

Un'altra categoria di decomposizioni è costituita dai campi che 
si sviluppano in integrale di Fourier contenente uno spettro conti- 
nuo di frequenze differenti. In questo caso, le funzioni f (t) debbono 
soddisfare determinate condizioni; di solito sono funzioni che si 
annullano per £ = + co. Lo sviluppo si scrive: 


10= j fae-iat Sa, (49,5) 


dove le componenti di Fourier vengono determinate, a partire dalla 
funzione stessa f(#), dagli integrali 


fo= | f (1) eiota. (49,6) 


Per analogia con la (49,3) si ha: 
f-o=f6 (49,7) 


Esprimiamo l’intensità totale dell'onda, cioè l'integrale di f? 
rispetto al tempo totale mediante le intensità delle componenti di 
Fourier. Le formule (49,5) e (49,6) ci danno: 


| pa= { {f | fuezio: de =} di= 
-| {fo Î fe-tot dt ì so _ li ua a? 


oppure, tenendo conto della (49,7), 


| pa- Il VAS =2 (int 


(49,8) 


$ 50. Luce parzialmente polarizzata 


Ogni onda monocromatica è, per definizione, necessariamente 
polarizzata. Tuttavia le onde con cui si ha di solito a che fare sono 
onde quasi monocromatiche le cui frequenze sono contenute in un 
intervallo piccolo Aw. Consideriamo un’onda di questo tipo e suppo- 
niamo che © sia una frequenza media. Il suo campo (per chiarezza, 
parleremo del campo elettrico E) in un punto dato dello spazio può 
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essere scritto allora nella forma 
E= Eo (2) eciot, 


dove l’ampiezza complessa E, (t) è una funzione del tempo, variabile 
lentamente (per un’onda strettamente monocromatica si avrebbe 
Eo= costante). Siccome Ey definisce la polarizzazione dell’onda, ciò 
significa che la polarizzazione di un'onda in ogni punto varia 
con il tempo; un’onda di questo tipo si chiama onda parzialmente 
polarizzata. 

Le proprietà di polarizzazione delle onde elettromagnetiche, in 
particolare della luce, si possono osservare sperimentalmente facendo 
passare il fascio di luce studiata attraverso diverse sostanze (per esem- 
pio, il prisma di Nicol) e misurando l’intensità della luce che ne 
emerge. Dal punto di vista matematico, ciò vuol dire che si 
fanno conclusioni sulle proprietà di polarizzazione della luce parten- 
do dai valori di certe funzioni quadratiche del suo campo. È ben 
chiaro che si tratta dei valori medi rispetto al tempo di queste 
funzioni. 

Una funzione quadratica del campo è composta di termini pro- 
porzionali ai prodotti EE, EaE$ oppure E,E*. I prodotti della 
forma 

ExEg= EoaEope- 201, EGE$ = EsaEbge?!0!, 


contenenti i fattori e+?'®* oscillanti rapidamente, si annullano allor- 
ché si prende la loro media rispetto al tempo. I prodotti EE} = 
= EvEds non contengono tali fattori, e, di conseguenza, i loro 
valori medi sono differenti da zero. Vediamo dunque che le proprietà 
della luce parzialmente polarizzata sono caratterizzate completa- 


mente dal tensore 
Jap = Eoal68- (50,1) 


Siccome il vettore E, giace sempre nel piano perpendicolare alla 
direzione dell’onda, il tensore Jxg ha in tutto quattro componenti 
(in questo paragrafo si suppone che gli indici a, f prendano solamen- 
te due valori: a, B = 1, 2 che corrispondono agli assi y e z; l’asse x 
coincide con la direzione di propagazione dell’onda). 

La somma delle componenti diagonali del tensore Jxg (che indi- 
cheremo con J) è una grandezza reale, uguale al valore medio del 
quadrato del modulo del vettore E, (oppure, che è lo stesso, del 


vettore E): 
J=Jax = EE}. (50,2) 


Questa grandezza determina l’intensità dell’onda, misurata dalla 
densità del flusso d’energia. Per escludere questa grandezza che 
non riguarda direttamente le proprietà di polarizzazione, introdu- 
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ciamo in luogo di Jpg il tensore 


J 
Pap 2 ’ (50,3) 
per il quale paa = 1; lo chiameremo tensore di polarizzazione. 
Dalla definizione (50,1) segue che le componenti del tensore Jag 
e del tensore pap sono legate dalle relazioni 


Pag = Pia (90,4) 


(cioè il tensore hermitiano). In virtù di queste relazioni, le compo- 
nenti diagonali p;; € £:, sono reali (inoltre, p;;} + p22 = 1), 
@ 021 = pf. Dunque, il tensore di polarizzazione è caratterizzato 


in tutto da tre parametri reali. 
Troviamo ora le condizioni che debbono essere soddisfatte dal 


tensore pag di una luce totalmente polarizzata. In questo caso 
E, = costante, e si ha semplicemente 


Jas= Ip EiEt (50,5) 


(senza aver preso la media), cioè le componenti del tensore si possono 
rappresentare sotto forma di prodotto delle componenti di un certo 
vettore costante. Condizione necessaria e sufficiente perché questo 
avvenga è che si annulli il determinante: 


| Pa8] = PisPa2 — PiaPa1=0. (50,6) 


Un caso contrario è quello della luce non polarizzata o naturale. 
L'assenza totale di polarizzazione significa che tutte le direzioni 
(nel piano yz) sono completamente equivalenti. In altri termini, il 
tensore di polarizzazione deve essere della forma 


Pat = dan. (50,7) 


dove il determinante è | pag | = 1/4. 
Nel caso generale di polizie arbitraria questo determi- 


nante prende i valori da 0 a 1/4'). Chiameremo grado di polarizzazione 
la grandezza positiva P determinata dalla relazione 


[Pas = (1—P3). (50,8) 


Essa prende i valori da 0 per una luce non polarizzata a 1 per una 
luce polarizzata. | 


1) Il determinante di un tensore della forma (50,1) è positivo. È facile 
verificarlo considerando, per semplicità, che l’operazione di media è una 
somma estesa a una serie di diversi valori discreti ed applicando la nota 


disuguaglianza algebrica 
|D) rato | <DI Iza®D lv} 
a,b a b 
11* 
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Il tensore arbitrario pag può essere scomposto in due parti: 
simmetrica ed antisimmetrica. La prima di esse, 


Sap ssi 3 (Pa + PRA)» 


è reale, in virtù della proprietà hermitiana di pag. La parte antisim- 
metrica è, al contrario, immaginaria pura. Come ogni tensore 
antisimmetrico di ordine uguale al numero delle dimensioni, essa 
si riduce ad uno pseudoscalare (vedi la nota alla pag. 36): 


1 o 
DI (Pab— Pea) = 5 Capi, 


dove A è uno pseudoscalare reale, exp il tensore unitario antisim- 
metrico (con componenti e,j,) = —e,; = 41). Dunque, il tensore di 
polarizzazione avrà la forma 


Pap = Sat — 5 CasA. Sap = Spa; (50,9) 


cioè sarà composto di un tensore simmetrico reale e di uno pseudo- 


scalare. 
Per un'onda polarizzata circolarmente, il vettore E, = costante, 
dove 
Eog= tiEo. 


È facile vedere in questo caso che Sap = 8g ed A = +1. Al 


contrario, per un'onda polarizzata linearmente il vettore costante 
E può essere scelto reale, in modo che A = 0. Nel caso generale la 
grandezza A può essere chiamata grado di polarizzazione circolare; 
essa prende i valori da +1 a —1; questi valori limite corrispondono 
rispettivamente alle onde polarizzate circolarmente destra e 
sinistra. 

Il tensore reale Sap, come qualsiasi tensore simmetrico, può 
essere ridotto ai due assi principali con due differenti valori prin- 
cipali che indicheremo con A, e 4». Le direzioni degli assi principali 
sono reciprocamente perpendicolari. Indichiamo con n°” ed n°® 
i vettori unitari di queste direzioni. Si può allora scrivere Sg nella 


forma 
Sap = dano ne PAend né”, Mpa =1. (50,10) 


Le grandezze À, e À, sono positive; esse prendono i valori da 0 ad 1. 

Sia A =0, cosicché pag = Sag. Ciascuno dei due termini nella 
(50,10) ha la forma di un prodotto di due componenti di un vettore 
reale costante (VA,n? o VA,nt). In altre parole, ciascuno di 
questi termini corrisponde a luce polarizzata linearmente. Vediamo 
inoltre che nella (50,10) non ci sono termini contenenti prodotti di 
componenti di queste due onde. Ciò significa che le due parti si 
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possono considerare come fisicamente indipendenti, ossia incoe- 
renti. Infatti, se due onde sono indipendenti l'una dall’altra, il 
valore medio del prodotto E& E° è uguale al prodotto dei valori 
medi di ciascun fattore, e siccome ciascuno di quest'ultimi è nullo, 
si ha 

EL ER = 0. 


Siamo giunti quiridi al risultato che per A = 0 un'onda parzial- 
mente polarizzata può essere rappresentata come la sovrapposizione 
di due onde incoerenti (di intensità proporzionali a À, e À»), polariz- 
zate linearmente in due direzioni mutuamente perpendicolari!). 
(Nel caso generale del tensore complesso pag, si può mostrare che 
la luce può essere rappresentata come la sovrapposizione di due onde 
incoerenti polarizzate ellitticamente, le cui ellissi di polarizzazione 
sono simili e mutuamente perpendicolari; vedi il problema 2.) 

Sia @ l’angolo tra l’asse 1 (asse delle y) e il vettore unitario n‘”; 
abbiamo allora: 


n° = (cos g, sen q), n°‘ =(—sen g, cos q). 


Introducendo la grandezza {= 4, — Ax (sia À, > Ao), scriviamo le 
componenti del tensore (50,10) nella seguente forma: 


Sa _ fiera l sen 29 
ab 2 lsen 2p 1-—/cos2® 


Dunque, quando la scelta degli assi y e z è arbitraria, le proprietà 
di polarizzazione di un’onda si possono caratterizzare coi tre para- 
metri reali seguenti: il grado di polarizzazione circolare A, il grado 
di polarizzazione lineare massima , l’angolo q tra la direzione n° 
della polarizzazione massima e l’asse delle y. 

Invece di questi parametri, può essere utile definire i seguenti 
parametri: 


(50,11) 


&, = Lsen 29, È, = A, É3= Lcos 2p (50,12) 
(detti parametri di Stokes). Essi permettono di esprimere il tensore 
di polarizzazione come segue: 
443 fi si 
Pag = 7 | 
Edit 1-3 
Tutti e tre i parametri prendono i valori nell’intervallo tra —1 e 4-1. 


Il parametro È; caratterizza la polarizzazione lungo gli assi y e 2; 
al valore È3 = 1 corrisponde la polarizzazione lineare completa lungo 


(50,13) 


1) Il determinante | Sa a roba; sia su > da; allora il grado di polariz- 
zazione, determinato dalla “E ,8), è 2 Àg. In questo caso (A = 0), per 
caratterizzare il grado di sii della luce si ricorre spesso al coefficiente 
di depolarizzazione definito come rapporto 24/1. 
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l'asse y, al valore È3 = —1 quella lungo l’asse z. Il parametro È, 
caratterizza invece la polarizzazione lineare lungo le direzioni che 
formano un angolo di 45° con l’asse y; al valore È, = 1 corrisponde 
la polarizzazione totale nella direzione definita da © = x/4, e al 


valore È, = —1 quella nella direzione definita da pg = —xn/4!). 
Il determinante del tensore (50, 13) è uguale a 
|Pan|}=+(1—E—E—B). (50,14) 
Confrontando con la (50,8), vediamo che 
P=VE+E+8. (50,15) 


Dunque, essendo dato il grado generale di polarizzazione P, sono 
possibili diversi tipi di polarizzazione, caratterizzati dai valori 
delle tre grandezze È,, È, É3 di cui è data la somma dei quadrati; 
queste grandezze formano una specie di vettore di lunghezza data. 


Notiamo che le grandezze È, = A e VE + & = / sono inva- 
rianti nelle trasformazioni di Lorentz. Questa proprietà risulta 
abbastanza evidente già dal significato di queste grandezze come 
gradi di polarizzazione circolare e lineare?). 


PROBLEMI 


1. Decomporre una luce arbitraria polarizzata parzialmente nelle parti 
« naturale-» e « polarizzata ». 

Soluzione. Decomporre la luce nel modo richiesto vuol dire scrivere il ten- 
sore Jap nella forma 


1 
Tag = IVSap +EGGEOO” 


Il primo termine corrisponde alla parte naturale, il secondo alla parte polariz- 
zata della luce. Per determinare l'intensità di queste parti, notiamo che il 


1 Per un’onda con una polarizzazione ellittica totale i cui assi d ellisse 
siano b, e by (vedi $ 48), i parametri di Stokes sono: 


Eg=0, Fa=+2bybo/I, Ea=(bî—b3)/I. 


Inoltre, l’asse y è diretto lungo b,, e i due segni di È, corrispondono alle direzioni 
di b, nel senso positivo o negativo dell’asse 2.0 

2) Per una dimostrazione diretta osserviamo che è a priori evidente che il 
tensore pg resterà bidimensionale in un nuovo sistema di riferimento, perché 
il campo dell'onda è trasversale in qualsiasi sistema di riferimento. Inoltre, 
la trasformazione di p_ g in pg lascia invariata la somma dei quadrati dei moduli 
Pa BPÀB (infatti, la forma della trasformazione non dipende dalle proprietà 
concrete di polarizzazione della luce, e per un’onda totalmente polarizzata questa 
somma è uguale ad 1 in qualsiasi sistema di riferimento). Essendo questa tra- 
sformazione reale, le parti reale ed immaginaria del tensore pg (50,9) si trasfor- 
mano indipendentemente, e, di conseguenza, restano invariate anche le somme 
dei quadrati delle componenti di ciascuna di esse, che si esprimono rispetti- 
vamente in funzione di / e di A. 
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determinante 


{ 
Tag I8ap [= EGEO [=0. 


Scrivendo Jap = JPap nella forma (50,13) e risolvendo questa equazione, 
otteniamo: 

JM=J(1T- P). 
L'intensità della parte polarizzata è JM —=|EP|=J—-JM=JP. 


La parte polarizzata della luce rappresenta, in generale, un’onda polariz- 
zata ellitticamente quando le direzioni degli assi dell’ellisse coincidono con gli 
assi principali del tensore Sgg. Le grandezze bi e bs degli assi delle'ellisse el’an- 
golo g formato dall’asse bj con l’asse y vengono determinati dalle uguaglianze: 


b8+b8=JP, 2byba=JPts, tg 20= 3 . 


2. Rappresentare un'onda arbitraria polarizzata parzialmente sotto forma 
di sovrapposizione di due onde incoerenti polarizzate ellitticamente. 

Soluzione. Per il tensore hermitiano pyg gli « assi principali » sono deter- 
minati da due vettori unitari complessi n (nn* = 1) che soddisfano le equazioni 


Gli autovalori di À, e 4, sono dati dalle radici della equazione 
| Pan —48ap1=0. 


Moltiplicando i due membri dell'equazione (1) per n*, abbiamo: 
, 
À = paghénp tg | Eoan& 13, 


da cui risulta che A, e À, sono reali e positive. Moltiplicando le equazioni 
Pap =Mn®, PR prf?* = gn P* 


la prima per n°*, e la seconda per n”, sottraendo membro a membro 
ed utilizzando il carattere hermitiano del tensore pg; otteniamo: 


(4 Ag) VR O*=0. 


da cui segue che n‘n‘?)* = 0, cioè i vettori unitari n‘) ed n‘? sono ortogonali. 
La decomposizione cercata dell'onda è data dalla formula 


Pap = Maro E An ni*, 


Si può sempre scegliere l'ampiezza complessa in maniera tale che delle due com- 
pOReni perpendicolari l’una sia reale e l’altra immaginaria (cfr. $ 48). 
onendo 


ni>=by, n®=ibg 
(dove b, e ba sono normalizzati dalla condizione dî + bì = 1), dall’equazione 
n‘*)n(2* = 0 ricaviamo: 

n= ib, n®=b. 
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Da queste relazioni risulta che le ellissi di ambedue le oscillazioni polarizzate 
ellitticamente sono simili, cioè il rapporto fra gli assi è uguale per le due ellissi, 
e una di esse è ruotata di un inbolo retto rispetto all'altra. 

3. Trovare la legge di trasformazione dei parametri di Stokes allorché gli 
assi y, z ruotano di un angolo 

Soluzione. La legge cercata è determinata dalla relazione tra i parametri 
di Stokes e le componenti di un tensore bidimensionale nel piano yz; questa 
legge è data dalle formule: 


Ei=1c0829—Essen2p, Es=%1 sen 2p+Escos2p, Ej=É2. 


$ 51. Decomposizione del campo elettrostatico 


Un campo creato da cariche può essere formalmente decom posto 
in onde piane (in integrale di Fourier). Tuttavia, questa de composizio- 
ne si distingue sostanzialmente dalla decomposizione delle onde e.et- 
tromagnetiche nel vuoto. Infatti, il campo creato da cariche non sod- 
disfa l'equazione omogenea d’onda e, di conseguenza, nessun termine 
dello sviluppo del campo soddisfa questa equazione. Ne segue che 
‘per le onde piane, in cui può essere decomposto il campo di 
cariche, non si verifica la relazione X* = %0?/c?, che si ha invece per 
le onde elettromagnetiche monocromatiche piane. 

In particolare, se il campo elettrostatico è formalmente rappre- 
sentato sotto forma di sovrapposizione di onde piane, la « frequenza » 
di queste onde sarà nulla, perché il campo considerato non dipende 
dal tempo; quanto ai vettori d’onda, essi sono, naturalmente, 
differenti da zero. 

Consideriamo il campo generato da una carica puntiforme e che 
si trova nell'origine delle coordinate. Il potenziale g di questo campo 
è determinato dall’equazione (vedi $ 36) 


Aq = —4neò (r). (51,1) 


Sviluppiamo @ in integrale spaziale di Fourier, cioè rappresen- 
tiamolo nella forma 
+0 


o= | et9, i , dk=dkxdkydk, (51,2) 


— 00 


dove 

px = { @ (r) ek" dV, 
Applicando ai due membri dell’uguaglianza (51,2) l’operatore di 
Laplace, troviamo: 


+ 00 
d3k 
Apg= — Î k2e'krpy TESE; 
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in modo che la componente di Fourier dell'espressione A g è 
(Ap) = — Kg. 


D'altra parte, si può trovare (Ag)y prendendo la componente di 
Fourier di ambedue i membri dell’equazione (51,1): 


(AQ) = — | Arce6 (r) eikr dy = — dre. 


Confrontando le due espressioni ottenute, troviamo: 
ea, (51,3) 


Questa formula dà la soluzione del problema posto. 
Analogamente al potenziale ©, si può sviluppare anche il vettore 
campo eletrico: 


d3k 
E= li Free, (51,4) 
In virtù della (51,2), abbiamo: 
+ 00 
; d3k 
E=— grad Î prete ti — — | queto DE, a ir 
Confrontando con la (51,4), troviamo: 
Ex= — ikpy= — i. (51,5) 


Da questa relazione si vede che il campo di onde in cui abbiamo 
scomposto il campo coulombiano è diretto lungo il vettore d’onda. 
Perciò onde di questo tipo si possono chiamare onde longitudi- 
nali. 


$ 52. Oscillazioni proprie del campo 


Consideriamo un campo elettromagnetico libero (senza cariche) 
localizzato in un volume finito dello spazio. Per semplificare i cal- 
coli che seguiranno, partiamo dall’ipotesi che questo volume sia 
limitato da un parallelepipedo di lati A, B, C. Possiamo allora 
sviluppare tutte le grandezze che caratterizzano il campo in questo 
parallelepipedo in serie tripla di Fourier (secondo la terna di coor- 
dinate). Scriviamo questo sviluppo (ad esempio, per il potenziale 
vettore) nella forma 


A= Z Ayetkr, (52,1) 
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La sommatoria è qui estesa a tutti i valori possibili del vettore k 
le cui componenti, come è noto, prendono i valori 


dan 2nn 2nn, 
kx= a 9 y o ’ k,= To ’ (52,2) 
dove rx, R,, n, sono numeri interi positivi o negativi. 

Siccome A è reale, i coefficienti dello sviluppo (52,1) sono legati 
dalle uguaglianze A_x= Aî. Dalla equazione div A=0 risulta che, 
per ogni k: 

kAx = 0, (52,3) 


cioè i vettori complessi Ay sono ortogonali ai corrispondenti vettori 
d'onda k. I vettori Ay sono naturalmente funzioni del tempo; in 
virtù dell’equazione d’onda (46,7), ciascuno di essi verifica l’equa- 
zione 


Ax + c2k2Ay=0. (52,4) 


Se le dimensioni A, B, C del volume scelto sono sufficientemente 
grandi, i valori consecutivi di %,,%y, %. sono molto vicini. 
Si può allora parlare del numero di valori possibili di &,, £y, #, 
in piccoli intervalli Ak,, Ak,, Ak,. Siccome i valori vicini, per esem- 
pio di £,, corrispondono ai valori di n, differenti di un’unità, il 
numero An, di valori possibili di %, nell'intervallo Ak, è uguale 
semplicemente all'intervallo corrispondente dei valori di n,. Tro- 
viamo dunque: 


C 


Da Ak,. 


A B 
Il numero totale Ar di valori del vettore k con componenti negli 
intervalli dati è uguale al prodotto 


An= AnzAnyAn, = 197 AkxAkyAkz, (52,5) 
dove V = ABC è il volume del campo. È facile di qui determinare 
il numero di valori del vettore d’onda di modulo compreso nel- 
l'intervallo AX% e nell'elemento d’angolo solido Ao. È sufficiente 
a questo scopo passare a coordinate sferiche nello « spazio k » e 
scrivere in luogo di Ak,Ak,Ak, l’elemento di volume in queste 
coordinate. Cosi, 

y 


ma PAkAo. (52,6) 


An= 


Sostituendovi Ao con 4n, otteniamo il numero di vettori k aventi 
modulo nell'intervallo AX e diretti arbitrariamente: An = 
= VE*Ak/27a°. 
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Calcoliamo l’energia totale del campo 
i 
8-1 | (E? + H?) dV, 


esprimendola in funzione delle grandezze Ay. Per i campi elettrico 
e magnetico abbiamo: 


= Li- AS Aveik 
siria 
k 


52,7 
H=rot A=i\} [kAy]eik. Reni 
k 


Calcolando i quadrati di queste somme, notiamo che tutti i prodotti 
di termini con vettori d'onda k e k’, tali che k’ #4 —k, danno zero 
quando l’integrazione è estesa a tutto il volume. Infatti, tali termini 
contengono i fattori e'+k”)", e per esempio, l’integrale 


con il numero intero n, è nullo. Per quanto concerne i termini con 
k’ — —k, i fattori esponenziali scompaiono e l’integrazione in dV 
dà semplicemente il volume V. 

Troviamo quindi 


V © ». 
8-3 NF AAt+ KAy KA{}. 
k 
Ma data la (52,3), abbiamo: 


[kAx] [KAg] =X°AxAî, 
cosicché 


8= = D (Axdit + WCAxAî}. (52,8) 
k 


Ciascun termine di questa somma corrisponde a uno dei termini 
dello sviluppo (52,1). 

In virtù dell’equazione (52,4), i vettori Ay sono funzioni armo- 
niche del tempo con frequenze ©, = ck, dipendenti solamente dal 
valore assoluto del vettore d'onda. Secondo la scelta di queste fun- 
zioni i termini dello sviluppo (52,4) possono rappresentare onde piane 
stazionarie oppure progressive. Scriviamo lo sviluppo del campo 
nella forma tale che i suoi termini rappresentino onde progressive: 


A=È (ayeikr 4 afe—ikr), (52,9) 
k 


472 CAPITOLO VI 


questa forma mostra esplicitamente che A è reale; inoltre, ogni 
vettore ax dipende dal tempo secondo la legge 


ave ©, 0x=ck. (52,10) 


Allora, ciascun termine della somma (52,9) sarà funzione soltanto 
della differenza kr — @©yxf, il che corrisponde ad onda che si propaga 


nella direzione di k. 
Confrontando gli sviluppi (52,9) e (52,4), troviamo che i loro 
coefficienti sono legati dalle uguaglianze 


Ax = ax + atx, 


e, in virtù della (52,10), le derivate rispetto al tempo sono 


Ay= — ick(ax— 2). 


Sostituendo nella (52,8), esprimiamo l’energia del campo in funzione 
dei coefficienti dello sviluppo (52,9). I termini contenenti prodotti 
del tipo axa-x oppure aga*_y si annullano; notando anche che le 
somme Y} ayate >) a_ya*y si distinguono soltanto per l’indice di 
sommatoria e, di conseguenza, coincidono, avremo 


8=V &, = ani. (52,14) 
k 


In tal modo, l'energia totale del campo si esprime eome somma 
delle energie €, legate a ciascuna delle onde piane prese separata- 
mente. 


Analogamente si può calcolare l'impulso totale del campo: 
4 4 
_. | Sdv= | (EH] dY, 


e si ottiene 
sk, (52,12) 


xl 


: 


Ci si poteva aspettare a priori questo risultato, in virtù della nota 
relazione tra l’energia e l'impulso delle onde piane (vedi $ 47). 

Lo sviluppo (52,9) permette di descrivere un campo con un insieme 
discreto di variabili (vettori ay), anziché con un insieme con- 
tinuo, quale è in realtà la descrizione mediante il potenziale 
A (x, y, z, t) dato in tutti i punti dello spazio. Facciamo ora una 
trasformazione delle variabili ay, che ci permetterà di dare alle 
equazioni del campo una forma analoga alle equazioni canoniche 
della meccanica (equazioni di Hamilton). 
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Introduciamo le « variabili canoniche » reali Qy e Py tramite 
relazioni 


. V ì 
Q = Vi (ax + a), 
. y Ne: 
Py= — io Vi (ax — ax) = QQ. 


L’hamiltoniana del campo si ottiene sostituendo queste espres- 
sioni nell’energia (52,11): 


F=Y Hu= D+ (Pi +00). (52,14) 
k 


k 


(52,13) 


Le equazioni di Hamilton 04€/0Px = Qy coincidono inoltre con le 


uguaglianze P,x = Qx le quali quindi sono effettivamente una con- 
seguenza delle equazioni del moto (il che è stato ottenuto mediante 
una scelta appropriata dei coefficienti nella trasformazione (52,13)). 


Per quanto concerne le equazioni 0£/00Qx = —Px, esse conducono 
alle equazioni 


Q + 070 =0, (52,15) 


cioè sono identiche alle equazioni del campo. 

Ciascuno dei vettori Qy e Px è perpendicolare al vettore d'onda k, 
cioè ha due componenti indipendenti. La direzione di questi vettori 
determina la direzione della polarizzazione dell'onda progressiva 
corrispondente. Indicando le due componenti del vettore Q, (nel 
piano perpendicolare a k) con Qx;, j= 1, 2, otteniamo Qî = Di Qi; 

3 
e in modo analogo per Py. Allora 


H=Y Gr, Huj=5 (Pi; + 050%). (52,16) 
kj 


Si vede che l’hamiltoniana si scompone nella somma di termini 
indipendenti ciascuno dei quali contiene soltanto una coppia delle 
grandezze Quj, Px;. Ciascuno di questi termini corrisponde ad una 
onda progressiva con un vettore d’onda ed una polarizzazione deter- 
minati. Inoltre, x; ha la forma dell’hamiltoniana di un 
« oscillatore » lineare che compie oscillazioni armoniche semplici. 
Per questo la decomposizione ottenuta si dice decomposizione 
del campo in oscillatori. 

Scriviamo le formule che esprimono esplicitamente il campo 
in funzione delle variabili Px e Qy. Dalla (52,13) abbiamo: 


ag=1/£ (Pio, Qu), st=—+/ 4 (Pt ion). (52,17) 
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Sostituendo queste espressioni nella (52,1), troviamo il potenziale 
vettore del campo: 


rr 
A= È 3, 1 (ckQx cos kr — Py sen kr). (52,18) 


Per i campi elettrico e magnetico abbiamo rispettivamente: 
pre 
E=— V ul di (ckQx sen kr + Py cos kr), 
a (52,19) 


H= — si > i (ck [kQy] sen kr + [kPx] cos kr). 
k 


Capitolo VII 


PROPAGAZIONE DELLA LUCE 


$ 53. Ottica geometrica 


Un'onda piana è caratterizzata dalla proprietà che la direzione di 
propagazione e l'ampiezza sono ovunque le stesse. Onde elettro- 
magnetiche arbitrarie non posseggono ovviamente questa proprietà. 

Ciò nondimeno, accade spesso che onde elettromagnetiche, non 
piane, sono tali da poter essere considerate piane in ogni piccola 
regione dello spazio. La condizione perché questa approssimazione 
sia lecita è che l'ampiezza e la direzione dell'onda non varino molto 
su una distanza dell'ordine della lunghezza d’onda. 

Soddisfatta questa condizione, si possono introdurre le cosiddette 
superfici d'onda, luogo geometrico dei punti nei quali la fase dell'onda 
(all'istante dato) è la stessa (per un’onda piana queste superfici 
d’onda sono piani perpendicolari alla direzione di sua propagazione). 
In ogni piccola regione dello spazio si può parlare della direzione di 
propagazione dell'onda, normale alla superficie d'onda. Si può 
introdurre anche la nozione di raggi, cioè di linee le cui tangenti in 
ogni punto coincidono con la direzione di propagazione dell’onda. 

Lo studio delle leggi di propagazione delle onde in questo 
caso costituisce l'oggetto dell’oftica geometrica. L'ottica geometrica 
interpreta quindi la propagazione delle onde elettromagnetiche, 
della luce in particolare, come la propagazione di raggi, a prescin- 
dere completamente dalla loro natura ondulatoria. In altri termini, 
l'ottica geometrica corrisponde al caso limite in cui le lunghezze 
d’onda sono piccole, )À +0. 

Deduciamo ora l'equazione fondamentale dell'ottica geometrica, 
equazione che determina la direzione dei raggi. Sia f una grandezza 
qualsiasi che descrive il campo di un’onda (una componente qual- 
Dina. di E o di H). Per un’onda monocromatica piana f assume la 
orma 


f= aeilkr-ot+2) — gexp[i(—k:z'+a)] (53,1) 


(omettiamo il segno Re; si sottintende che ovunque si prende la 


parte reale). 
Scriviamo l’espressione generale del campo nella forma 


f= ae'*. (53,2) 
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Nel caso in cui l’onda non è piana ma l'ottica geometrica è applica- 
bile, l'ampiezza a è generalmente una funzione delle coordinate e del 
tempo, e la fase +, detta anche iconale, non ha una forma semplice 
come nella (53,1). E essenziale però il fatto che l’iconale w è una 
quantità grande. Ciò risulta evidente se si osserva che esso varia 
di 2n su una lunghezza d’onda, e l’ottica geometrica corrisponde 
al limite A +0. 

In regioni piccole dello spazio e per intervalli di tempo piccoli 
l’iconale w si può sviluppare in serie; con l’approssimazione sino 
ai termini del primo ordine ua 


= +r DE Pi Se 


(l'origine delle coordinate e in del tempo sono scelte nella 
regione dello spazio e nell’intervallo di tempo considerati; i valori 
delle derivate sono calcolati nell'origine delle coordinate). Confron- 
tando questa espressione con la (53,1), troviamo: 


k=-îf = grady, o=—-ÎL (53,3) 


dato che in ogni regione piccola dello spazio (e in piccoli intervalli 
di tempo) l’onda può essere considerata piana. Le equazioni (53,3) 
si scrivono in forma quadridimensionale come segue: 


ki= — (53,4) 


dzi ? 
dove Èk; è il quadrivettore d’onda. 
Nel $ 48 abbiamo visto che Ie componenti del quadrivettore k° 
sono legate dalla relazione X;k° = 0. Sostituendo in questa uguaglian- 
za la (53,4), troviamo l’equazione 
Op dp 
dai ga 10? (53,5) 
Questa equazione, detta equazione dell’iconale, è l'equazione fonda- 
mentale dell'ottica geometrica. 
Si può dedurre l’equazione dell’iconale anche passando diretta- 
mente al limite A +0 nell'equazione d'onda. Il campo f soddisfa 
l'equazione d’onda 


FL NA 
dx; dri ai 
Sostituendovi f = Ag troviamo: 
0%a 0%) dp dp 
et) di ept-i — - ——/=0. 
dx; dzi Li ara dr; dxi 09%; uil (Pa:0) 


Come però è stato pon prima, l’iconale y è una quantità grande; 
sì possono quindi trascurare i tre primi termini rispetto al 
quarto, e si arriva nuovamente all’equazione (53,5). 
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Indichiamo ancora alcune relazioni che, applicate alla propa- 
gazione della luce nel vuoto, conducono soltanto a risultati evi- 
denti a priori. È essenziale, tuttavia, che nella loro forma generale 
queste conclusioni sono valide anche nella propagazione della luce 
nei mezzi materiali. 

Dalla forma dell'equazione dell’iconale si deduce un’analogia 
rimarchevole tra l’ottica geometrica e la meccanica delle particelle 
materiali. Il moto di una particella materiale è determinato dall’equa- 
zione di Hamilton-Jacobi (16,11). Quest'ultima, come anche l’equa- 
zione dell’iconale, è un’equazione alle derivate parziali del primo 
ordine e di secondo grado. Come è noto, l’azione $ è legata all’impul- 
so pe all’hamiltoniana &é della particella dalle relazioni 


ds 
bee 


Confrontando queste formule con le formule (53,3), vediamo che il 
vettore d'onda ha in ottica geometrica lo stesso ruolo che l'impulso 
di una particella ha in meccanica, mentre la frequenza sostituisce qui 
l’hamiltoniana, cioè l'energia della particella. Il valore assoluto 
del vettore d'onda % è legato alla frequenza dalla formula 
k = «è/c. Questa relazione è analoga alla relazione p = €/c tra 
l'impulso e l'energia di una particella di massa nulla che si move 
alla velocità della luce. 

Per le particelle si hanno le equazioni di Hamilton 

3 0% ° 03% 
37 VS 
In virtù dell’analogia indicata, possiamo scrivere direttamente 
equazioni simili per i raggi: 
® To) CI 
k=--È, r=>3. (53,7) 
Nel vuoto @ = ck, e quindi k= 0, v= cn (n è il versore della 
direzione di propagazione), cioè, come ci si doveva aspettare, 
i raggi nel vuoto sono delle rette che la luce descrive propagandosi 
con velocità c. 

L'analogia tra il vettore d’onda e l’impulso di una particella si 
rivela in modo particolarmente chiaro nella seguente circostanza. 
Consideriamo un'onda che rappresenti la sovrapposizione di onde 
monocromatiche di frequenze comprese in un piccolo intervallo e che 
occupi una regione finita dello spazio (il cosiddetto pacchetto d'onda). 
Calcoliamo il 4-impulso del campo di questa onda, utilizzando la 
formula (32,6) nella quale il tensore energia-impulso è dato dalla 
(48,15) (per ciascuna componente monocromatica). Sostituendo in 
questa formula £* con il suo valore medio, otteniamo un'espressione 
della forma 

Pt = Aki, (53,8) 
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dove il coefficiente di proporzionalità A tra i due quadrivettori P* 
e k' è uno scalare. Questa relazione scritta in forma tridimensionale 


ci dà: 
p= A4k, é€é= 40. (53,9) 


Vediamo dunque che l'impulso e l'energia di un pacchetto d'onda si 
trasformano nel passaggio da un sistema di riferimento ad un altro 
rispettivamente come il vettore d'onda e la frequenza. 

Spingendo oltre l'analogia, si può enunciare per l'ottica geo- 
metrica un principio analogo al principio di minima azione in 
meccanica. Non si potrà tuttavia scriverlo in forma hamiltoniana, 
6 | LZdt=0, perché è impossibile, per i raggi, introdurre una funzione 


analoga alla funzione di Lagrange per una particella. In effetti, 
la lagrangiana ZL di una particella è legata all’hamiltoniana Gf dalla 
relazione L = pi — X. Sostituendo l’hamiltoniana con la frequen- 
za © e l'impulso con il vettore d'onda k, per la lagrangiana in ottica 
avremmo dovuto scrivere k n o. Ma questa espressione è nulla 


perché © = ck. L’impossibilità di introdurre una lagrangiana per 
i raggi è del resto evidente dal fatto in quanto, come accennato, 
la propagazione dei raggi è analoga al moto di particelle di massa 


nulla. 
Se un’onda è dotata di una determinata frequenza costante @, 


la dipendenza del campo dal tempo è determinata allora da un 
fattore del tipo e-*©', Per l’iconale di una tale onda si può 


dunque scrivere 
1) = — 0 ST o (2, Ya z), (53,10) 


dove y, è una funzione delle sole coordinate. L'equazione dell’ico- 
nale (53,0) assume la forma 


(grad pe=t. (53,11) 


Le superfici d'onda sono superfici d’iconale costante, cioè una 
famiglia di superfici determinate dall’equazione wy (7, 0, 2) = 
= costante. I raggi sono invece normali in ciascun punto alla super- 


ficie d'onda corrispondente; la loro direzione è quella del gra- 


diente Vwo- 
Come è noto, nel caso in cui l'energia è costante, il principio 
di minima azione per una particella può essere anche espresso 


come principio di Maupertuis: 
65=8{pd=0, 


dove l'integrazione è estesa alla traiettoria della particella tra 
due sue posizioni date. Si suppone anche che l'impulso sia espresso 
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come una funzione dell'energia delle coordinate della particella. Il 
principio analogo per i raggi si chiama principio di Fermat. In que- 
sto caso, per analogia si può scrivere: 


&p=6{kd=0. (53,12) 
Nel vuoto k = n, ed otteniamo (n dl = dl): 


sfa=0; (54,13) 


da questa equazione si deduce che la propagazione dei raggi è ret- 
tilinea. 


$ 54. Intensità 


In ottica geometrica un’onda luminosa si può considerare come un 
fascio di raggi. Tuttavia, i raggi di per sé stessi determinano solo 


Fig. 7 


la direzione di propagazione della luce in ogni punto; resta la 
questione relativa alla distribuzione dell’intensità della luce nello 
spazio. 

Consideriamo un elemento infinitesimo su una superficie d'onda 
del fascio considerato. Dalla geometria differenziale è noto che 
ogni superficie ha, in ciascun suo punto, due raggi principali 
diversi di curvatura. Siano ca e db (fig. 7) gli elementi dei cerchi 
principali di curvatura descritti sull’elemento considerato della 
superficie d'onda. Allora, i raggi passanti per i punti aec s'inter- 
secheranno nel centro di curvatura corrispondente e i raggi passanti 
per db e d nell'altro centro di curvatura 0,. 

Per gli angoli d'apertura dei raggi, uscenti da 0, e0,, le lunghez- 
ze dei segmenti ac e bd sono proporzionali ai raggi di curvatura cor- 
rispondenti R, ed R, (cioè alle lunghezze 0,0 ed 0,0); l’area del- 
l'elemento di superficie è proporzionale al prodotto delle lunghezze ac 
e bd, cioè al prodotto R,f,. In altri termini, se si considera un ele- 

12* 
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mento di superficie d’onda limitato da un certo insieme di raggi, 
l'area di questo elemento, quando ci si sposta lungo questi raggi, 
varia proporzionalmente ad £R,R,. 

D'altra parte, l’intensità, ossia la densità del flusso d'energia, 
è inversamente proporzionale all'area della superficie attraversata 
dalla quantità data di energia luminosa. Siamo giunti cosi alla con- 
clusione che l’intensità è 

costante 
I =, | (54,1) 

Questa formula va intesa nel modo seguente. Esistono su ogni 
raggio dato (AB nella fig. 7) due punti determinati O, ed O, che 
sono i centri di curvatura di tutte le superfici d'onda intersecanti 
il raggio dato. Le distanze 00, ed 00, dal punto d’intersezione O 
della superficie d'onda con il raggio ai punti O, ed O, sono i raggi 
di curvatura f, ed A, della superficie d'onda nel punto O. In tal 
modo, la formula (54,1) determina la variazione dell'intensità della 
luce lungo un raggio dato in funzione delle distanze da determinati 
punti giacenti su questo raggio. Sottolineiamo che questa formula 
non dà la possibilità di confrontare le intensità in punti differenti 
della stessa superficie d’onda. 

Siccome l'intensità è determinata dal quadrato del modulo del 
campo, il campo stesso varia lungo un raggio secondo la legge: 


Fr ESD, gh (54,2) 


dove nel fattore di fase e'*R s'intenderà con A sia A, che R,; le gran- 
dezze eitR1 ed eihR2 si distinguono l'una dall'altra solamente per un 
fattore costante (per un raggio dato), essendo costante la differen- 
za R, — R,, cioè la distanza tra i due centri di curvatura. 

Se i due raggi di curvatura della superficie d'onda coincidono, le 
espressioni (54,1) e (54,2) assumono allora la forma 


ia cosine , fa COSTA IO gihR, (54,3) 


Questo ha luogo, in particolare, in tutti i casi in cui la luce è emessa 
da una sorgente puntiforme (le superfici d'onda sono allora sfere 
concentriche, ed AR è la distanza dalla sorgente luminosa). 

Dalla (54,1) segue che l'intensità diventa infinita nei punti 
R,= 0, R.=0, cioè nei centri di curvatura della superficie d'onda. 
Se si tiene conto di questo per tutti i raggi del fascio, vediamo che 
l'intensità della luce nel fascio dato diventa, in generale, infinita 
su due superfici: il luogo geometrico di tutti i centri di curvatura 
delle superfici d'onda. Queste superfici sono dette caustiche. Nel caso 
particolare di un fascio di raggi con superfici d'onda sferiche le due 
caustiche si riducono ad un punto (fuoco). 
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Notiamo che, in virtù delle proprietà, note dalla geometria dif- 
ferenziale, del luogo geometrico dei centri di curvatura di una fami- 
glia di superfici, i raggi sono tangenti alle caustiche. 

Bisogna tener presente che (per superfici d'onda convesse) i centri 
di curvatura delle superfici d'onda possono venire a trovarsi non sui 
raggi stessi, ma sui loro prolungamenti al di là del sistema ottico 
dal quale essi provengono. Si parla allora di caustiche (o di fuochi) 
virtuali. In questo caso l’intensità della luce non diventa infinita in 
nessun punto. 

Per quanto riguarda l’affermazione che l’intensità della luce, 
diventa infinita, è ovvio che in realtà, pur essendo grande nei punti 
della caustica, l’intensità rimane finita (vedi problema del $ 59). 

Questa divergenza formale significa che l’approssimazione del- 
l'ottica geometrica in prossimità delle caustiche è inadeguata. 
A questa circostanza è dovuto anche il fatto che la variazione della 
fase lungo un raggio possa essere definita dalla formula (54,2) solo 
negli intervalli del raggio non contenenti punti di contatto con 
le caustiche. Verrà precisato più avanti ($ 59) che in realtà la fase 
diminuisce di 2/2 quando passa in prossimità della caustica. Ciò 
vuol dire che se nella parte del raggio, prima che questi toccasse 
la prima caustica, il campo era proporzionale al fattore e'** (essen- 
do x la coordinata sul raggio), dopo aver attraversato la caustica 
il campo sarà proporzionale al fattore ei(**—x/2), La stessa cosa si 
verificherà in prossimità del punto di contatto con la seconda cau- 
stica, al di là del quale il campo sarà porporzionale a eix-m)1), 


$ 55. Iconale angolare 


Un raggio di luce che si propaga nel vuoto nel passaggio attra- 
verso un corpo trasparente, cambia generalmente direzione ini- 
ziale di propagazione. È ovvio che questo cambiamento di direzione 
dipende dalle proprietà fisiche del corpo e dalla sua forma. Ciò 
nondimeno, risulta possibile stabilire leggi generali relative al cam- 
biamento di direzione dei raggi luminosi nel loro passaggio attra- 
verso la materia. Si suppone a tale scopo che l’ottica geometrica 
sia applicabile ai raggi che si propagano all'interno del corpo 
considerato. I corpi trasparenti attraverso i quali si considera il 
passaggio dei raggi luminosi, vengono chiamati sistemi ottici. 


x 
’ 


1) Sebbene la formula (54,2), di per se stessa, non sia valida in prossimità 
delle caustiche, la variazione indicata della fase del campo corrisponde formal- 


mente al cambiamento di segno (cioè alla comparsa del fattore ei) di R, o di 
RP, in questa formula. 
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In virtù dell’analogia indicata nel $ 53 tra la propagazione dei 
raggi e il moto di una particella, le stesse leggi generali restano 
valide anche per quanto riguarda il cambiamento di direzione del 
moto di particelle che si muovono prima in linea retta nel vuoto 
e poi, dopo aver attraversato un campo elettromagnetico, emergono 
nuovamente nel vuoto. Per chiarezza, parleremo in seguito solo 
della propagazione di raggi luminosi. 

Abbiamo visto che l'equazione dell’iconale che determina la 
propagazione dei raggi può essere scritta (per una luce di frequenza 
determinata) nella forma (53,11). Per comodità, indicheremo in 
seguito con w il rapporto tra l’iconale @, e la grandezza costante 
w/c. L'equazione fondamentale della ottica geometrica assume 
allora la forma 


(Vj) = 1. (99,1) 


Ogni soluzione di questa equazione descrive un fascio di raggi, e 
la direzione del raggio passante per un punto dato dello spazio è 
determinata dal gradiente di w in questo punto. Tuttavia, questa de- 
scrizone è insufficiente per i nostri fini, perché vogliamo deferminare 
relazioni generali che definiscano il passaggio attraverso sistemi 
ottici non di un fascio determinato di raggi, bensi di raggi qual- 
siasi. Dobbiamo dunque servirci dell’iconale in una forma tale che 
descriva in generale tutti i raggi di luce possibili, cioè raggi passanti 
per ogni coppia di punti dello spazio. Nella sua forma solita, l’ico- 
nale w (r) è la fase di un raggio di un certo fascio passante per il 
punto r. Ora, dobbiamo trovare l’iconale come funzioné w (r, r'’) 
delle coordinate di due punti (r, r’ sono i raggi vettori dell’ori- 
gine e dell'estremo del raggio). Per una coppia qualsiasi di punti 
r ed r' si può far passare un raggio, e  (r, r') è la differenza di fase 
(oppure, come si dice, il cammino ottico) di questo raggio tra i punti r 
ed r’. In seguito, supporremo sempre che r ed r’ siano i raggi vettori 
di punti su un raggio rispettivamente prima e dopo il suo passaggio 
attraverso un sistema ottico. 

Se in  (r, r’) si suppone dato uno dei raggi vettori, per esempio r’, 
allora w come funzione di r descriverà un determinato fascio di 
raggi, e cioè il fascio di raggi passanti per il punto r’. In questo caso, 
w soddisfa l'equazione (55,1), dove la derivazione è fatta rispetto 
alle componenti di r. Analogamente, considerando dato r, troviamo 
ancora un'equazione per w (r, r'), cosicché 


(vp)? = 1, (VI = 1. (90,2) 


La direzione di un raggio è determinata dal gradiente della sua 
ase. Siccome w (r, r') è la differenza delle fasi nei punti r' ed r, 
la direzione del raggio nel punto r’ sarà determinata dal vettore 
n’ = 0w/ér', e nel punto r dal vettore n = —dyp/0r. Dalla (55,2) 
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risulta che-i vettori n ed n’ sono unitari: 
n°=D'=4. (50,3) 


I quattro vettori r, r', n, n’ sono legati tra di loro da una rela- 
zione, poiché due di essi (n, n’) sono le derivate rispetto agli altri 
due (r, r') di una certa funzione w. Per quanto concerne la funzione 
stessa ), essa soddisfa condizioni supplementari, ossia le equazioni 
(59,2). 

Per trovare la relazione tra n, n’, r, r'’, è opportuno introdurre in 
luogo di w un’altra grandezza per la quale non ci siano condizioni 
supplementari (la quale cioè non debba soddisfare nessuna equazione 
differenziale). A questo scopo si procede come segue. Nella funzione y 
le variabili indipendenti sono r ed r'’, e quindi il differenziale d w si 
scrive: 

dy = dr + SL dr = —ndr+n'dr’. 


Applichiamo ora la trasformazione di Legendre che fa passa- 
re dalle variabili indipendenti r,r' alle variabili, n ed n’, cioè 
scriviamo: 

dp = —d(nr) + r do +-d(n°r')— r'do,, 
da cui, introducendo la funzione 
y= Nr — nr — %y, (55,4) 
abbiamo 
dy= —r dn +r'dn'. (55,5) 


La funzione y è detta iconale angolare; come segue dalla (55,5) 
le sue variabili indipendenti sono n ed n°. La funzione y non è sotto- 
posta a condizioni supplementari. Infatti, le equazioni (59,3) rap- 
presentano ora soltanto condizioni relative alle variabili indipen- 
denti, che mostrano che delle tre componenti r,, r,, n, del vettore n 
(e analogamente per n’) solo due sono indipendenti. Prenderemo 
allora per variabili indipendenti le componenti n,, n,, ny, n;, in 
modo che 

ng=Vi—-ni n, ny=Vi—n?— np. 
Sostituendo queste espressioni in 
dy= —rdnx—ydn, -2zdn,+x' dn +y' dny +2' dn;, 
per il differenziale dy troviamo: 
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Da cui ricaviamo in definitiva le seguenti equazioni: 


n d 
va, 1-70, 
i; ; y > x , z (55,6) 
y 7 = ,, -r= A 
YyY x z 


le quali definiscono la relazione generale cercata tra n, n’, r, r'. 
La funzione y caratterizza le proprietà fisiche dei corpi attraver- 
sati dai raggi (e anche le proprietà del campo nel caso del moto di 
particelle cariche). 

Quando n ed n' sono dati, ciascuna delle due coppie di equazioni 
(55,6) rappresenta una retta. Queste rette non sono altro che i raggi 
prima e dopo il passaggio attraverso il sistema ottico. In tal modo, 
le equazioni (50,6) definiscono direttamente il cammino dei raggi da 
ambedue le parti del sistema ottico. 


$ 56. Fasci sottili di raggi 


Nello studio di fasci di raggi attraversanti sistemi ottici, i fasci 
in cui tutti i raggi convergono in un punto (fasci omocentrici) pre- 
sentano un interesse particolare. 

Nel passaggio attraverso un sistema ottico, un fascio omocentrico 
cessa, in generale, di essere tale, cioè dopo il passaggio attraverso 
la materia i raggi non convergono più in un punto. Soltanto in casi 
particolari i raggi uscenti da un punto luminoso convergono tutti, 
dopo aver attraversato un sistema ottico, in un punto, detto l’imma- 
gine del punto luminosa!) 

Si può mostrare (vedi $ 57) che l’unico caso in cui tutti i fasci 
omocentrici restano rigorosamente omocentrici dopo il passaggio 
attraverso un sistema ottico è il caso di una rappresentazione iden- 
tica dell'oggetto, cioè quando l’immagine si differenzia dall'oggetto 
stesso per una traslazione, una rotazione o una riflessione speculare. 

Di conseguenza, nessun sistema ottico può dare un'immagine 
assolutamente netta di un oggetto (avente dimensioni finite), tranne 
che nel caso banale della rappresentazione identica?). Una rappre- 
sentazione non identica di oggetti estesi può essere solo approssi- 
mata, cioè non del tutto netta. 

Il caso più importante di trasformazione approssimata di fasci 
omocentrici in fasci omocentrici è quello di fasci sufficientemente 


1) Il punto d’intersezione può giacere sia sui raggi stessi, sia ancora sul loro 
prolungamento; nel primo caso, l’immagine si dice reale, nel secondo, virtuale. 
3) Una rappresentazione identica può essere ottenuta con specchi piani. 
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sottili (cioè fasci con apertura angolare piccola) che si propa- 
gano in prossimità di una linea determinata (relativa al sistema 
ottico dato). Questa linea si chiama asse ottico del sistema. 

necessario notare inoltre che nemmeno i fasci di raggi indefini- 
tamente sottili (nello spazio tridimensionale) sono generalmente 
omocentrici; abbiamo visto (fig. 7) che anche in questi casi raggi 
diversi si intersecano in punti diversi (fenomeno detto astigmatismo). 
Fanno eccezione i punti della superficie d'onda nei quali i due raggi 
di curvatura principali sono uguali; in prossimità di questi punti 
un elemento di superficie può essere considerato sferico, e il fascio 
sottile di raggi corrispondente è omocentrico. 

Considereremo sistemi ottici dotati di simmetria assiale!). 
L'asse di simmetria di un tale sistema coincide con il suo asse ot- 
tico. Infatti, la superficie d’onda di un fascio parassiale è dotata 
anche di una simmetria assiale; ma le superfici di rivoluzione 
hanno, nei punti della loro intersezione con l’asse di simmetria, 
due raggi di curvatura uguali. Ne segue che un fascio sottile che si 
propaga in questa direzione resta omocentrico. 

Per trovare le relazioni quantitative generali che determinano 
le rappresentazioni con fasci sottili passanti per sistemi ottici a 
simmetria assiale, utilizziamo le equazioni (50,6) dopo aver preli- 
minarmente determinato la forma della funzione Y nel caso consi- 
derato. 

Siccome i fasci di raggi sono sottili e vicini all’asse ottico, i vet- 
tori n ed n’ per ciascun fascio sono diretti quasi parallelamente 
a questo asse. Se prendiamo l’asse ottico come asse x, le compo- 
nenti r,, ,, Ny, n; risulteranno piccole rispetto all’unità. Quanto 
alle componenti nr, ed nx, si ha n4® 1,,ed ny può essere approssi- 
mativamente posta uguale a +1 o —1. Nel primo caso, i raggi, 
emersi nello spazio dall’altra parte del sistema ottico, detto in que- 
sto caso lente, continuano a propagarsi quasi nella direzione inizi- 
ale. Nel secondo caso, i raggi prendono una direzione quasi opposta 
a quella iniziale; il sistema in questo caso è detto specchio. 

Utilizzando il fatto che n,, n,, n), n; sono piccole, sviluppiamo 
l’iconale angolare % (ny, n, ny, n:) in serie e limitiamoci ai primi 
termini. In virtù della simmetria assiale dell’intero sistema, X deve 
essere invariante rispetto alle rotazioni del sistema di coordinate 
intorno all’asse ottico. Ne segue che non si possono avere termini 
del primo ordine proporzionali alle componenti di primo grado 
sugli assi y e z dei vettori n ed n' nello sviluppo di x: tali 
termini non sarebbero dotati dell’invarianza richiesta. Tra i termini 


1) Si può dimostrare che il problema della rappresentazione con fasci sottili 
passanti in prossimità dell’asse ottico di un sistema non dotato di simmetria 
assiale può essere ridotto alla rappresentazione mediante un sistema a simmetria 
assiale, con successiva rotazione dell’immagine intera rispetto all’oggetto. 
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del secondo ordine, hanno la proprietà d’invarianza i quadrati n°, n’? 
e il prodotto scalare nn’. In tal modo, l’iconale angolare di un 
sistema ottico a simmetria assiale è, con l’approssimazione sino 


ai termini del a ordine: 
yx = costante da E (nf +n)+f(nny+ nn) +3 5 (m;? + n°), (56,1) 


dove f, g, h sono costanti. 

Per chiarezza, considereremo ora il caso di una lente dove ponia- 
mo nx = 1; per gli specchi, come sarà indicato più avanti, tutte le 
formule sono analoghe. Sostituendo ora l’espressione (56,1) nelle 


equazioni generali (55,6), troviamo: 

ny(a-g)—fny=4, fny+ny(c+h)=y', (56,2) 

n.(x—-g)—fn.=z, fn.+n.(r'+h=2°. i 

Consideriamo un fascio omocentrico uscente dal punto x, y, 2 

sia x’, y', 2" il punto dove convergono tutti i raggi del fascio dopo 
esser passato attraverso la lente. Se la prima e la seconda coppie di 
equazioni (056,2) fossero indipendenti, queste quattro equazioni 
definirebbero, per z, y, 2, x', y",z' date, un unico determinato sistema 
di valori 72y, n, Ny, N:, cioè uno solo dei raggi uscenti dal punto 2, y, 2 
sarebbe passato per il punto x’, y’, 2°. Perché tutti i raggi uscenti 
da x, y, z passino per x’, y’, 2’ è necessario quindi che le equazioni 
(56,2) non siano indipendenti, cioè che una coppia di queste equa- 
zioni sia una conseguenza dell'altra. La condizione necessaria di una 
tale dipendenza è, evidentemente, che i coefficienti di una coppia di 
equazioni siano proporzionali ai coefficienti dell’altra coppia. 
Dunque, si deve avere 


t_-g _ Foo, 
Sinti: (56,3) 
in particolare, 
(C - g)(e += Pf. (06,4) 


Le equazioni ottenute definiscono la relazione cercata tra le 
coordinate del punto dell'immagine e quelle dell’oggetto quando la 
rappresentazione è fatta con fasci sottili. 

I punti x = g, x = —È dell’asse ottico sono chiamati fuochi 
principali del sistema ottico. Consideriamo fasci di raggi paralleli 
all’asse ottico. Il punto emettente un tale fascio si trova, evidente- 
mente, all'infinito sull’asse ottico, cioè x = 00. Dalla (56,3) si vede 
che in questo caso 2° = —h. Così, i raggi di un fascio vicino al- 
l'asseottico convergono, dopo aver attraversato un sistema ottico, nel 
fuoco principale. Al contrario, un fascio di raggi uscenti da un fuoco 
principale dopo aver attraversato il sistema ottico diventa parallelo. 

Nelle equazioni (96,3), le coordinate 7 ed x' hanno un origine 
comune che giace sull’asse ottico. È tuttavia più comodo deferminare 
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le coordinate dell’oggetto e dell'immagine rispetto ad origini dif- 
ferenti, che saranno rispettivamente i fuochi principali. Scegliamo 
per senso positivo delle coordinate la direzione di propagazione di 
un raggio a partire da un fuoco dato. Indicando con lettere maiuscole 
le nuove coordinate dell’oggetto e dell'immagine, abbiamo: 


X=ax-g,X=x +hY=y,Y=y,Z=z,24' =2. 


Le equazioni della rappresentazione (56,3) e (56,4) nelle nuove coor- 
dinate diventano: 


XXx'=-f}, (56,0) 
vi_ 2 Lu. 
P=5=4=-4- (56,6) 


La grandezza f è detta distanza focale principale del sistema. 

Il rapporto Y'/Y si chiama ingrandimento trasversale. L’ingran- 
dimento longitudinale invece, siccome le coordinate non sono legate 
da una semplice relazione, deve essere scritto in forma differenziale, 
paragonando l’elemento di lunghezza dell'oggetto (nella direzione 
dell'asse) all'elemento di lunghezza dell’immagine. La formula 
(56,5) per l’ingrandimento longitudinale ci permette di scrivere: 

dX' f2 Y' \2 
=) - 0050) 

Da questa relazione vediamo che persino per oggetti infinitesi- 
mi non è possibile ottenere un'immagine geometricamente simile. 
L'ingrandimento longitudinale non è mai uguale all’ingrandimento 
trasversale (eccezione fatta per il caso banale della rappresenta- 
zione identica). 

Un fascio uscito dal punto X = f sull’asse ottico interseca di 
nuovo l’asse nel punto X' = —fj questi due punti si dicono prin- 
cipali. Dalle equazioni (56,2) (nyX — fng=Y, n,X — fn: = Z) 
si vede che in questo caso (X = f, Y=Z=0) hanno luogo le 
uguaglianze n, = ny, n, = n;. Quindi ogni raggio uscente da un 
punto principale interseca di nuovo l’asse ottico in un altro punto 
principale nella direzione parallela a quella iniziale. 

Se le coordinate dell'oggetto e della sua immagine sono definite 
a partire dai punti principali (anziché dai fuochi principali), per 
queste coordinate È e È’ si ha allora: 

E =X +f, È=X_- f. 
Sostituendo queste espressioni nella (56,5), si ottiene facilmente 
l'equazione della rappresentazione nella forma 


tego (56,8) 


Si può mostrare che per i sistemi ottici di spessore piccolo (ad 
esempio, specchio, lente sottile) i due punti principali quasi coinci- 
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dono. L'equazione (56,8) è particolarmente comoda in questo caso, 
perché È e È’ sono riferite praticamente alla stessa origine. 

Se la distanza focale è positiva, le immagini degli oggetti che si 
trovano davanti (nel senso del raggio) al fuoco (X > 0) sono dirette 
(Y'/Y > 0); tali sistemi ottici sono detti convergenti. Se, invece, 
f<0, allora per X > 0 si ha Y'/Y < 0, cioè l’immagine è capovolta; 
tali sistemi sono detti divergenti. 

Esiste ancora un caso limite della rappresentazione che non 
è contenuto nelle formule (56,8): è il caso in cui tutti e tre i coeffi- 
cienti f, g, ” sono infiniti (cioè la distanza focale del sistema ottico 
è infinita e i suoi fuochi principali si trovano all’infinito). Passando 
al limite nelle equazioni (56,4) e per f,g, Ah tendenti all'infinito, 
abbiamo: 

,_h f?— gh 
r zHt i 


Poiché solo il caso in cui l'oggetto e l’immagine si trovano a distan- 
ze finite dal sistema ottico presenta un interesse, f, g, & debbono 
tendere all’infinito in maniera tale che i rapporti h/g, (ff — gh)/g 
restino finiti. Indicandoli rispettivamente con a? e f, abbiamo: 
ERE 2 
qr=a"xr+ P. 
La equazione (56,7) ci dà ora per le altre due coordinate: 


Vani 
Falsa gini = — 


Infine, se prendiamo le coordinate x ed x’ a partire da origini diffe- 
renti, scelte rispettivamente come punto arbitrario sull’asse dove 
si trova l’oggetto e l’immagine del punto, le equazioni della rap- 
presentazione assumono la semplice forma: 


X'=a3X, Y'=+aY, Z'= +aZ. (56,9) 


Di conseguenza, gli ingrandimenti longitudinali e trasversali sono 
costanti (ma non uguali tra di loro). Il caso considerato di rappre- 
sentazione è detto telescopico. 

Tutte le formule dalla (56,5) alla (56,9) stabilite per le lenti sono 
ugualmente applicabili anche agli specchi, nonché a sistemi ottici 
privi di simmetria assiale, purché si abbiano fasci di raggi sottili 
e vicini all'asse ottico. Inoltre, le coordinate 7 dell'oggetto e del- 
l’immagine lungo l’asse ottico vanno riferite a punti adeguati (fuochi 
principali o punti principali) nel senso della propagazione del 
raggio. Bisogna intanto tener presente che per i sistemi ottici non 
dotati di simmetria assiale le direzioni, dell’asse ottico dai lati op- 
posti del sistema non coincidono. 
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PROBLEMI 


4. Determinare la distanza focale per il caso di due sistemi ottici con sim- 


metria assiale i cui assi ottici coincidono. 
Soluzione. Siano f, ed fa le distanze focali dei due sistemi. Per ciascun sistema 


preso separatamente abbiamo: 
XyXi= — fi,  XaXx=—-f}. 


Siccome le immagini formate dal primo sistema sono oggetti per il secondo, 
indichiamo con 2! la distanza tra il fuoco principale posteriore del primo sistema 
e il fuoco anteriore del secondo; abbiamo X,= X{ — l. Esprimendo X; ip 
funzione di X,, troviamo: 
2 
zecglia. 
fi+ LX 


oppure 
i «eu: fifa \? 
(xt) (7) = (A) 
da cui si vede che i fuochi principali del sistema composto si trovano nei punti 
Xi = —fî/l, Xs = f3/l, e la distanza focale è 


___ fifa 
SR 


(per la scelta del segno in questa espressione, è necessario scrivere l'equazione 
CORTISPOROCRE: per l’ingrandimento tra- 


sversale). 3 
Quando = 0, la distanza focale è 

f= 00, cioè il sistema composto produce ----- ina 

un'immagine telescopica. Abbiamo in 

questo caso: Xs = Xi (fa/fi)?, cioè il pa- a sO 

rametro a nella formula generale (56,9) è 

a= falf. Fig. 8 


2. Determinare la distanza focale di 


una « lente magnetica » per particelle ca- 
riche che rappresenta un campo magnetico uniforme longitudinale in una 


regione di lunghezza ! (fig. 8)}) 
Soluzione. Nel moto in un campo magnetico l’energia cinetica di una parti- 


cella si conserva; quindi l'equazione di Hamilton-Jacobi per l’azione parziale 
So (r) (l’azione totale è S = —@t + So) è 
2 
(vs A) = pî, 
dove 
— m?°c* = costante. 


Cc 


Utilizzando la formula (19,4) per il potenziale vettore di un campo magnetico 
uniforme, scegliendo l’asse delle x lungo la direzione del campo e considerandolo 
come asse ottico di un sistema ottico a simmetria assiale, l'equazione 


1) Per esempio, si può parlare del campo in un solenoide lungo, trascurando 
le distorsioni dell’uniformità del campo vicino alle estremità del solenoide. 
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di Hamilton-Jacobi si scrive 


0So 2 GAY 2 e? 2,2 2 
(F-) +( de) +e = pi, (0) 


dove r è la distanza dall’asse delle x, ed S, una funzione di x ed r. 

Per fasci sottili e vicini all’asse ottico di particelle la coordinata r è pic- 
cola e quindi si può sviluppare in .S in serie di potenze di r. I due primi 
termini di questa serie sono: 


So=p2+-3-0 (2) 7°, (2) 
dove o (x) soddisfa l’equazione 
po' (2)-+02+-7 H?=0. È) 
Nella regione 1 davanti alla lente si ha: 
ot = —P 
LT 


dove x, < 0 è una costante. Questa soluzione corrisponde a un fascio libero di 
particelle che si propagano in modo cettilineo dal punto z = «x; sull'asse ottico 
della regione 1. Infatti, l’azione per il moto libero di una particella d’impulso p 
partita dal punto x= 2) è 


ii 2 
So=p VI+@=2)i = ple-2+ aa 


Analogamente nella regione 2 oltre la lente si ha: 


p 
IT_- Ig 


02) = » 


dove la costante x TA DPE Sonia la coordinata dell'immagine del punto z;. 
Nella regione 3, all'interno della lente, la soluzione dell'equazione (3) è: 


H eH 
(3) — e (+ 
si 2c Di 2cp 


2+C) i 


dove C è una costante arbitraria. 
Le costanti C ed x, (per x; dato) sono determinate dalle condizioni di con- 


tinuità di o (x) per = 0 ed x =: 


biz ell SE ARL (sE 
700 2c cigC, l—- x9 TEORIE ctg 2cp are ° 


Eliminando la costante C da queste uguaglianze, otteniamo: 


(cr — 8) (rg +h)= —f 


dove 1) 
__ 2cp eHl i = 2cp 
(ped io 
2cp 


1) f è data con il segno corretto, ma per determinarla sono necessarie 
ulteriori considerazioni: 
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$ 57. Rappresentazione con fasci larghi di raggi 


La rappresentazione di oggetti con fasci sottili di raggi, studiata 
nel paragrafo precedente, è approssimata; essa è tanto più precisa 
(netta) quanto più sottili sono i fasci. Passiamo ora al problema della 
rappresentazione di oggetti con fasci di raggi di spessore arbitrario. 

Contrariamente alla rappresentazione di oggetti con fasci sottili, 
che può essere realizzata con un qualsiasi sistema ottico dotato di 
simmetria assiale, la rappresentazione con fasci larghi è possibile 
soltanto con l’aiuto di sistemi ottici adeguatamente congegnati. 
Come è stato però già detto nel $ 56, non si potranno ottenere le 
immagini di tutti i punti dello spazio. 

I ragionamenti che seguiranno sono fondati sulla seguente 
importante osservazione. ‘Supponiamo che tutti i raggi uscenti da 
un punto O si intersechino di nuovo in un altro punto O’ dopo aver 
attraversato un sistema ottico. È facile vedere che il cammino 
ottico y è lo stesso per tutti questi raggi. In effetti, in prossimità 
di ciascuno dei punti O ed O' le superfici d’onda per i raggi interse- 
cantisi in questi punti sono delle sfere i cui centri sono rispettivamente 
O edO' e che al limite si riducono a questi stessi punti. Essendo le 
superfici d'onda superfici di fase costante, le variazioni di fase 
lungo diversi raggi tra i loro punti d’intersezione con due superfici 
d’onda determinate sono uguali. Da quanto detto risulta che sono 
uguali (per raggi differenti) anche le variazioni totali della fase tra i 
punti Q ed O”. 

Precisiamo le condizioni necessarie per la rappresentazione di 
un piccolo segmento mediante fasci larghi; anche l’immagine 
sarà allora un piccolo segmento. Orientiamo gli assi (che indiche- 
remo con È e È’) lungo questi segmenti e scegliamo per origini 
i punti O ed O' di cui uno sia l’immagine dell'altro. Sia w il 
cammino ottico per ‘raggi uscenti da Q e convergenti in 0’. Per i 
raggi uscenti da un punto infinitamente vicino ad O dì coordinata 
dÈ e convergenti nel punto immagine di coordinata dè’ il cam- 


mino ottico è | + dy, dove 
ò (2, ’ 
dip = Sp de+ de 


Introduciamo l’« ingrandimento » 


de 

come rapporto tra le lunghezze dell’elemento d’immagine dé’ e del- 
l'elemento di oggetto dé. Dato che il segmento oggetto è pic- 
colo, a si può considerare l’ingrandimento, una grandezza costante 
lungo questo segmento. Scrivendo, come al solito, dq/0È = —rn, 
0p/dÈ' = nt (ne, nt sono icoseni degli angoli rispettivamente tra il 
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raggio e gli assi È, È’), abbiamo: 
dp=(a;n: — nr) dÈ. 


Come per ogni punto oggetto e punto immagine che si cor- 
rispondono, il cammino ottico + dw deve essere uguale per tutti 
i raggi uscenti dal punto di coordinata dÈ e convergenti nel punto dé”. 
Da questa considerazione ricaviamo la condizione: 


Uni — Ng = costante. (57,4) 


Questa è la condizione cercata cui deve soddisfare il percorso dei 
raggi in un sistema ottico nella rappresentazione di un piccolo se- 
gmento con fasci larghi. La relazione (57,1) deve essere soddisfatta 
per tutti i raggi uscenti dal punto O. 
Applichiamo ora la condizione ottenuta alla rappresentazione 
mediante un sistema ottico dotato di simmetria assiale. 
Cominciamo cercare l’immagine di un segmento giacente 
sull’asse ottico del sistema (l’asse delle x); per ragione di sim- 
metria, è evidente che l’immagine giacerà pure sull’asse. In virtù 
della simmetria assiale, il raggio diretto lungo l’asse ottico 
(n, = 1) non cambia la sua direzione dopo il passaggio attraverso 
il sistema, cioè nx = 1. Ne segue che la costante nella (57,1) è uguale, 
nel caso considerato, ad a, — 1, e si può quindi scrivere la (57,1) 
nella forma 
1-n, 
in. 


=: Ax. 


Indicando con 6 e 0’ gli angoli formati dai raggi con l’asse ottico nei 
punti oggetto ed immagine, otteniamo: 


1—nx=1—cos@=2sen?3, 1—nx=2 sen È . 
In tal modo, si ottiene la condizione per la rappresentazione nella 
forma 


0 

sen — 
peLa 

2 
Consideriamo inoltre la rappresentazione di una piccola por- 
zione di piano perpendicolare all’asse ottico, prodotta da un sistema 
dotato di simmetria assiale; è ovvio che l’immagine sarà pure per- 
pendicolare all’asse. Applicando la (57,1) a qualsiasi segmento che 

si trovi nella porzione del piano immagine, otteniamo: 


= costante = V ax. (57,2) 


a, sen 0’ — sen 0 = costante, 


dove 8 e 0' sono, come precedentemente, gli angoli tra il raggio 
e l’asse ottico. Per i raggi uscenti dal punto d'’intersezione del piano 
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oggetto con l’asse ottico e diretti lungo questo asse (0 = 0), si deve 
avere anche, data la simmetria, 0’ = 0. Ne risulta che costante = 0, 
e si ottiene quindi la condizione per la rappresentazione nella 
forma 

sen 0 

"vu costante = dre (57,3) 

Per quanto concerne la rappresentazione di oggetti a tre dimen- 

sioni con fasci larghi, è facile vedere che essa è impossibile persino 
per piccoli volumi, perché le condizioni (57,2) e (57,3) sono 
incompatibili. 


$ 58. I limiti dell'ottica geometrica 


Per definizione, in un'onda piana monocromatica l’ampiezza è 
sempre e ovunque la stessa. Un’onda piana si estende in tutto lo 
spazio ed esiste in tutti gli istanti compresi tra — 00 e +0. Invece, 
un’onda la cui ampiezza non è costante nello spazio e nel tempo, 
può essere solo approssimativamente monocromatica. Esamineremo 
ora il problema del grado di acromatismo. 

Consideriamo un'onda elettromagnetica la cui ampiezza è in 
ogni punto dello spazio una funzione del tempo. Sia ©, la frequenza 
media dell'onda. Allora il campo d’onda (il campo elettrico per 
esempio) in un punto fissato è della forma E, (t) e_i%0*. Questo campo, 
pur non essendo ovviamente monocromatico, può essere, tuttavia, 
decomposto in componenti monocromatiche, cioè nell’integrale di 
Fourier. L'ampiezza della componente di questa decomposizione 
in frequenza © è proporzionale all’integrale 


+ co 
| E (8) ei(0-00)t d 


— 00 


Il fattore ei(©-®0)! è una funzione periodica il cui valore medio 
è nullo. Se E, fosse costante, l’integrale sarebbe esattamente nullo 
per tutte le © # ©y. Se invece E, (t) è variabile, ma varia poco 
in un intervallo di tempo dell'ordine di 1/| 0 — ®o|, l'integrale sarà 
allora quasi nullo; esso sarà tanto più piccolo quanto più lenta- 
mente varierà E,. Perché l’integrale sia sensibilmente differente 
da zero, è necessario che E, (t) varii sensibilmente in un intervallo 
di tempo dell'ordine di 1/|0 — @ol. 

Indichiamo con At l’ordine di grandezza dell’intervallo di tempo 
nel quale l'ampiezza dell’onda varia sensibilmente in un punto dato 
dello spazio. Dalle considerazioni fatte segue che le frequenze che 
si distinguono maggiormente da ©, e che entrano nella decompo- 
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sizione spettrale di questa onda con intensità apprezzabili, sono 
determinate dalla condizione 1/| © — 09] — At. Indicando con Aw 
l'intervallo delle frequenze (intorno alla frequenza media ©.) nella 
decomposizione spettrale, si ottiene quindi la relazione 


AoAt = 1. (58,1) 


Si vede effettivamente che l’onda è tanto più monocromatica 
(cioè tanto più piccolo è A), quanto più grande è At, cioè quanto più 
lentamente varia la sua ampiezza in ogni punto dello spazio. 

Si possono dedurre facilmente relazioni analoghe alla (58,1) 
anche per il vettore d’onda. Siano Ax, Ay, Az ordini di grandezza 
delle distanze lungo gli assi x, y, z nelle quali l'ampiezza dell'onda 
varia sensibilmente. Ad ogni istante il campo, come funzione delle 
coordinate, è dato da: 


Ep (1) citor, 


dove k, è il valore medio del vettore d'onda. In modo del tutto 
analogo alla deduzione della formula (58,1), si può trovare un inter- 
vallo Ak di valori contenuti nello sviluppo dell’onda considerata 
in integrale di Fourier: 


AkxAx — 1, Ak,jA4y 1, Ak,A4z 2 1. (53,2) 


Consideriamo, in particolare, un'onda emessa in un intervallo di 
tempo finito. Indichiamo con A*# l'ordine di grandezza di questo 
intervallo di tempo. In un punto dato dello spazio l’ampiezza 
varia sensibilmente nel tempo A# nel corso del quale l’onda tran- 
sita completamente per questo punto. In virtù della relazione (58,1), 
possiamo dire ora che il «grado di acromatismo» A@ di quest'onda 
non può essere comunque minore di 1/At (ma può essere eventual- 
mente maggiore): 

41 
Ao > TR, (58,3) 

Analogamente, se Az, Ay, Az sono gli ordini di grandezza del- 
l'onda nello spazio, per gli intervalli di valori delle componenti 
TI vettore d'onda, che entrano nello sviluppo dell'onda, troviamo 
allora: 


i 1 4 
Ax >, My xp Mo> 7 (58,4) 


Da queste diseguaglianze segue che se si ha un fascio di luce di 
larghezza finita, la direzione di propagazione della luce in questo 
fascio non può essere rigorosamente costante. Orientando l’asse 
delle x lungo la direzione (media) della luce nel fascio, otteniamo: 


1 ì 
0, > a ay (58,5) 
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dove 6, è l'ordine di grandezza della deviazione del fascio dalla 
direzione media nel piano xy e 4 la lunghezza d'onda. 

D'altra parte, la formula (58,5) rappresenta la risposta al proble- 
ma della nitidezza limite delle immagini ottiche. Un fascio di luce, 
tutti i raggi del quale si dovrebbero intersecare, secondo l'ottica 
geometrica, in un solo punto produce in realtà un'immagine non 
puntiforme, bensi a forma di macchia. Per la larghezza A di questa 
macchia, in virtù della (58,5) si ha: 

4 À, 

An ww“ Gv: (58,6) 
dove 8 è l’angolo d’apertura del fascio. Questa formula è applicabile 
non solo all'immagine, ma anche all’oggetto. Più precisamente, si 
può affermare che, osservando un fascio di luce emesso da un punto 
luminoso, non si può distinguere questo punto da un corpo di dimen- 
sione 4/0. Pertanto la formula (58,6) definisce il potere risolutivo 
limite di un microscopio. Il valore minimo di A, che si ottiene 
per 0 1, è À, in pieno accordo con il fatto che i limiti 
dell'ottica geometrica sono determinati dalla lunghezza d’onda della 


luce, 
PROBLEMA 


Trovare l'ordine di grandezza della larghezza minima di un fascio luminoso 
formato da un fascio parallelo di luce a distanza ! dal diaframma. 

Soluzione. Indicando con d la dimensione del diaframma, ricaviamo dalla 
(58,5) che l’angolo di deviazione dei raggi (« angolo di diffrazione ») è circa 


=-Md, per cui la larghezza del fascio è dell’ordine d + LI l. Il minimo di questa 
grandezza è - VM. 


$ 59. Diffrazione 


Le leggi dell’ottica geometrica sono rigorosamente esatte sol- 
tanto nel caso ideale ir cui la lunghezza d’onda può essere consi- 
derata come infinitesima. Quanto meno è rispettata questa condi- 
zione, tanto più forte è la deviazione dall’ottica geometrica. I feno- 
meni dovuti a queste deviazioni sono chiamati fenomeni di 
diffrazione. 

I fenomeni di diffrazione si possono osservare, ad esempio, allor- 
ché la luce inconrta!) sul suo percorso ostacoli, ossia corpi opachi di 
forma arbitraria (che chiameremo schermi) oppure, ad esempio, 
allorché la luce passa attraverso fenditure praticate su schermi opachi. 
Se le leggi della ottica geometrica fossero rigorosamente valide, 


1) Parleremo, per fissare le idee, della luce; tutto ciò che segue è valido 


per qualsiasi onda elettromagnetica. 
13* 
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dietro gli schermi si dovrebbero avere delle zone d’ombra nettamente 
distinte dalle zone illuminate. A causa della diffrazione invece di 
confine netto tra luce e ombra, si ha un quadro assai complesso di 
distribuzione della intensità della luce. Questi fenomeni di diffra- 
zione, sono tanto più marcati, quanto minori sono le dimensioni 
degli schermi e delle fenditure in essi, oppure quanto maggiore 
è la lunghezza d'onda. 

La teoria della diffrazione consiste, una volta note la disposi- 
zione e la forma dei corpi (ed anche la disposizione delle sorgenti 
di luce), nel determinare la distribuzione della luce, cioè il campo 
elettromagnetico in tutto lo spazio. La risoluzione esatta di questo 
problema è possibile soltanto se si risolve l'equazione d'onda con 
le condizioni corrispondenti sulle superfici dei corpi, condizioni 
che dipendono anche dalle proprietà ottiche dei vari materiali. 
La risoluzione presenta generalmente grosse difficoltà matema- 
tiche. 

In molti casi tuttavia, è sufficiente ricorrere a un metodo appros- 
simato di risoluzione del problema della distribuzione della luce 
in prossimità della frontiera tra luce e ombra. Questo metodo è 
applicabile ai casi in cui la deviazione dall'ottica geometrica è 
piccola. Con ciò si intende: primo, che tutte le dimensioni siano 
grandi in confronto alla lunghezza d’onda (questo riguarda sia 
le dimensioni degli schermi e delle fenditure, sia le distanze dei 
corpi dai punti d'emissione e d'osservazione della luce); secondo, 
che si prendano in considerazione soltanto piccole deviazioni della 
luce dalla direzione dei raggi, definite dall’ottica geometrica. 

Consideriamo uno schermo qualsiasi con una fenditura attraverso 
la quale passa la luce emessa da sorgenti date. La figura 9 rappresenta 
la sezione (linea continua) di questo schermo; la luce si propaga da 
sinistra a destra. Indicheremo con vu una componente qualsiasi del 
campo E od H. Con wu intenderemo peraltro un campo dipendente 
soltanto dalle coordinate, cioè senza il fattore e_'®' che determina 
la dipendenza dal tempo. Ci proponiamo di determinare l’inten- 
sità della luce, cioè il campo u in ogni punto d’osservazione P dietro 
lo schermo. Nei casi in cui le deviazioni dall’ottica geometrica sono 
piccole, il problema si risolve approssimativamente, e si può ammet- 
tere allora che nei punti della fenditura il campo è lo stesso che 
si avrebbe se non ci fosse lo schermo. 

In altri termini, i valori del campo sono in questo caso gli stessi 
dati dall’ottica geometrica. Nei punti immediatamente dietro lo 
schermo, il campo si può supporre nullo. È evidente inoltre, che 
le proprietà dello schermo stesso (del materiale di cui è fatto) non 
hanno generalmente nessuna importanza. È evidente anche che, 
nei casi considerati, soltanto la forma della fenditura ha impor- 
tanza per la diffrazione, mentre la forma déllo schermo opaco non 


ha importanza. 
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Tracciamo una superficie che chiuda la fenditura e sia limitata 
dal suo bordo (la sezione di questa superficie è data dalla linea tratteg- 
giata nella fig. 9). Dividiamo questa superficie in elementi d'area 
df, piccoli in confronto alle dimensioni della fenditura, ma grandi 
in confronto alla lunghezza d’onda della luce. In questo caso cia- 
scuno degli elementi raggiunti dall’onda luminosa 
può essere considerato a sua volta come centro di 


emissione, in tutte le direzioni, di nuove onde. p 
Considereremo il campo nel punto P come il risul- v 
tato della sovrapposizione dei campi emessi da \ 
df A 
\ 


tutti gli elementi df della superficie che chiude 
la fenditura (principio di Huygens). 

Il campo creato dall’elemento df nel punto P 
è proporzionale al valore vu del campo sull’ele- 
mento stesso df (ricordiamo che il campo su d/f è / 
supposto tale quale esso sarebbe in assenza di ; 
schermo). Inoltre, esso è proporzionale alla pro- / 
iezione df, dell’area di df sul piano perpendico- 
lare alla direzione n del raggio giunto dalla sor- 
gente di luce su df. Ciò è dovuto al fatto che, 
qualunque sia la forma dell’elemento d/f, il numero 
di raggi che lo attraversa è propozzionale à df,, e, 
di conseguenza, anche la sua azione sul campo nel Fig. 9 
punto P è la stessa. 

Cosi, il campo creato nel punto P dall’elemento df è proporzionale 
ad u df,. Bisogna inoltre tener conto della variazione dell’ampiezza 
e della fase dell’onda quando essa si propaga da df al punto P. 
Questa variazione è data dalla formula (54,3). Bisogna dunque 


moltiplicare ancora u df, per + e'4R (dove R è la distanza tra 


df e P,ekil valore assoluto del vettore d’onda della luce), e si trova 
che il campo cercato è 


— — — 


giRR 
au din, 
dove a è, per il momento, una costante da determinare. Il campo 
totale in P, che è il risultato della sovrapposizione dei campi 
creati da tutti gli elementi df, è 
nelBR 


up=@ Î cr dfn, (59,1) 


dove l'integrale è esteso alla superficie limitata dal bordo della fen- 
ditura. Questo integrale, nell’approssimazione considerata, non 
dipende ovviamente dalla forma della superficie. La formula (59,1) 
è applicabile, evidentemente, anche alla diffrazione da parte di uno 
schermo intorno al quale la luce può propagarsi liberamente. In 
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questo caso, la superficie di integrazione nella (59,1) è una super- 
ficie infinita non contenente lo schermo. 

Per determinare la costante a, consideriamo un'onda piana che 
si propaga lungo l’asse delle x; le superfici d’onda sono parallele al 
piano yz. Sia u il valore del campo nel piano yz. Allora, nel punto 
P, che prendiamo sull’asse delle , il campo è uguale ad up = ue!** 
D' altra parte, il campo nel punto P può essere determinato, partendo 
dalla formula (59,1) e scegliendo per superficie d'integrazione, 
per esempio, il piano yz. Essendo piccolo l'angolo di diffrazione, 
all’integrale contribuiscono soltanto i punti del piano yz, vicini 
all'origine delle coordinate, cioè i punti nei quali y, z « x (7 è la 
coordinata del punto P). 

Allora 

R=VEpygprine pit 


e la (59,1) dà: 


+00 2 +00 
gihx ind in 
Up = QU — e 2% dye \ e ?* dz, 
— 00 — 00 


dove u è costante (il campo nel piano yz); nel fattore 1/R si può porre 
Ratr= costante. Sostituendo y = È V 2x/k, gli ultimi integrali 
assumono la forma 


$ ei? de = I così dé + i ra sen È? dé = pe (14ì), 


. ® 1 Zin ; je 
e si ottiene: up = que!** x D'altra parte, up = ue'** e, di conse- 


guenza,. a=. Sostituendo questa espressione nella (59,1), 


troviamo in definitiva la soluzione del problema posto nella 
forma 


ei dfn. (59,2) 


ku 
2riR 


Nella deduzione della formula (59,2) si suppone che la sorgente 
di luce sia praticamente puntiforme, e che la luce stessa sia rigoro- 
samente monocromatica. Il caso di una sorgente reale estesa, che 
emette raggi di luce non monocromatica non comporta, tuttavia, uno 
studio particolare. In virtù della completa indipendenza (incoerenza) 
della luce emessa da differenti punti della sorgente e dell’incoerenza 
delle diverse componenti spettrali, il risultato globale della diffra- 
zione si riduce semplicemente alla somma delle distribuzioni del- 
l'intensità ottenuta dalla diffrazione di ciascuna delle componenti 
indipendenti della luce. 
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Applichiamo la formula (59,2) alla soluzione del problema della 
variazione della fase allorché il raggio passa per il punto di contatto 
con la caustica (vedi la fine del $ 54). Nella (59,2) scegliamo per 
superficie d'integrazione una superficie d’onda qualsiasi e determi- 
niamo il campo up nel punto ? che giace su un certo raggio a di- 
stanza x dal suo punto d’intersezione con la superficie d’onda scelta 
(prendiamo questo punto come origine delle coordinate O e come 
piano yz il piano tangente alla superficie d'onda nel punto O). Inte- 
grando la (59,2) è sufficiente limitarsi a quella piccola parte della 
superficie d’onda che si trova in prossimità del punto O. Se i piani 
xy ed zz sono stati scelti in maniera tale da farli coincidere con ì 
piani principali di curvatura della superficie d'onda nel punto O, 
in prossimità di questo punto l’equazione della superficie è 

y? 22 
X= DI: Peel DI:PE, 
dove R;, ed R, sono i raggi di curvatura. La distanza A tra il punto 
della superficie d'onda -di coordinate X, y, 2 e il punto P di coordi- 
nate 2, 0, 0, è: 
<= ==ss cia y (1 1 2° (1 4 
R=Va-XP+P+#=+7(7-)+5 (Fa). 

Il campo u sulla superficie d’onda si può considerare costante 

lo stesso si può dire del fattore 7/R. Poiché ci interessa soltanto 


la variazione della fase, possiamo omettere il coefficiente e scrivere 
semplicemente: 


4 
Up>otT | ethR dfn & 


PAN cc ya ,1 1 +0 23,1 1 
2 ci { e (ax) dy- Î e" (#°2) de (59,3) 


I centri di curvatura della superficie d'onda giacciono sul raggio 
considerato nei punti x = AR, ed x = 3; questi sono esattamente i 
punti di contatto del raggio con le due caustiche. Sia R°,<R,. 
Per r< R, i coefficienti di i negli esponenti delle espressioni 
integrande sono positivi, e ciascuno di questi integrali contiene 
il fattore 1 + i. Di conseguenza, sul segmento di raggio, prece- 
dente il punto di contatto con la prima caustica, abbiamo 
Up e". PerR°, <xr<R,, cioè sul segmento di raggio compreso 
tra i due punti di contatto, l'integrale in dy contiene il fattore 1 + i, 
e l'integrale in dz il fattore 1 — i, quindi il loro prodotto non con- 
tiene i. Abbiamo dunque: up — — ie!"* = eilhx-2), cioè la fase 
varia ancora una volta di —x/2 quando il raggio passa in prossimità 
della prima caustica. Infine, per x > R abbiamo up — — e'** = 
— eikx-, cioè la fase varia di —n/2 quando il raggio passa in 
prossimità della seconda caustica. 


200 GAPITOLO VII 


PROBLEMA 


Determinare la distribuzione dell'intensità della luce in prossimità del 
punto di contatto di un raggio con la caustica. 
Soluzione. Per risolvere il problema, prendiamo la formula (59,2) dove 
l'integrale è esteso a una superficie d'onda sufficientemente distante dal 
DORIS di contatto del raggio con la caustica. Nella figura 10 ab è la sezione 
i questa superficie d'onda, ed «’d’ la sezione della caustica; a’d’ è l’inviluppo 
della curva ab. Quello che vogiamo determinare è la distribuzione dell’inten- 
sità in prossimità del punto di contatto O del raggio Q0 con la caustica; si 
suppone che la lunghezza D del segmento di raggio Q0 sia sufficientemente 


Fig. 10 


grande. Indichiamo con x la distanza lungo la normale tra il punto O e la caustica, 
considerando come positive le z dei punti della normale situati dalla parte 
del centro di curvatura. : 
L'espressione integranda nella (59,2) è una funzione della distanza A tra 
un’punto arbitrario Q’ sulla superficie d'onda e il punto P. È ben noto che, per 
un iviluppo, la somma delle lunghezze del segmento Q'0' tangente nel punto O 
e dell’arco 00' è uguale alla lunghezza del segmento Q0 tangente nel punto 0. 
Quando i punti O ed 0‘ sono vicini, si ha 00" = Ép (p è il raggio di curvatura 
della caustica nel punto 0). Perciò la lunghezza Q'0’ = D — 0p. Per quanto 
concerne la distanza Q'0 (lungo la retta), essa è uguale approssimativamente 
(l'angolo 6 è supposto piccolo) a: 
3 
00” Q'0'4+ psen0=D— 0p+psen0x Ea, 


Infine, la distanza R = Q'P è Ra Q0'O0—zsen0 Q0— 20, cioè 
Ra D-20-1 p93. 
Sostituendo questa espressione nella (59,2), troviamo: 
+e ino dh0 os e k 
UnE Î e 6 d8=2 | cos (4204-57 03 } 40 
0 


«- 00 


(il fattore 1/D, che varia lentamente, non ha un'importanza sostanziale nel- 
l'espressione integranda rispetto al fattore esponenziale e si può conside- 
rarlo costante). Introducendo la nuova variabile d'integrazione & = (kp/2)!/?0 


otteniamo: 
3 
/ 2k3 
Up D È ro, ’ 
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dove © (t) è la funzione di Airy !). Per l'intensità / — | upl? troviamo: 
2 3 2 
I=2A (ey ©? È Se) 
p p 


(per la scelta del fattore costante vedi più Avanti) 
Dall’ultima formula, per valori positivi grandi di x, l'espressione asinto- 


tica è 
P A ( 4x3/2 dk? 
se expl--_ —— 
2V=z 5 3 p ). 
cioè l’intensità decresce esponenzialmente (zona d’« ombra »). Per valori asso- 
luti negativi grandi di x, abbiamo: 
2A a 2(-2)?? IE n 
I ai sen \—— * z| , 


IT 


cioè l’intensità oscilla rapidamente; il valore medio di / rispetto a queste oscil- 
lazioni è 

— A 

I cani —_—————_ ° 


—_—T 


Da cui risulta chiaro il significato della costante A: essa definisce l’intensità 
in regioni lontane dalla caustica che si avrebbero secondo l’ottica geometrica 
in assenza dei fenomeni di diffrazione. 

La funzione @(t) raggiunge il valore massimo, uguale a 0,949, 
per t = —1,02; di conseguenza, l’intensità massima si ottiene per x (24/0)! = 
= —1,02, dove 

I=2,034k/sp-Ne 


1) La funzione di Airy © (#) è data dalla formula 


1 E3 
®(1=—: | cos (T-+%) a (1) 

Va } o 
De vol. III, Meccanica quantistica, $ b). Per valori positivi grandi di 1, la 

unzione © (i) decresce esponenzialmente secondo la legge asintotica 
1 2,3 
Éini ml 19/2 

01) 37 exp ( : ). (2) 


Per valori negativi grandi di t la funzione ® (t) oscilla con un'ampiezza decre- 
scente secondo la legge 


di) Tip son [È (-90+3]. (9) 


La funzione di Airy è legata alla funzione di MacDonald (funzione di Hankel 
modificata) dell’ordine 1/3 dalla formula: 


O (1) = i ih (4 1), (4) 


La (2) corrisponde all’espressione asintotica delle funzioni X,f(t): 


TC 
Ky (t) ai DI ect. 
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{nel punto stesso di contatto del raggio con la caustica, x = 0, si ha 
I = 0,89 Ak !/5p-1/6, essendo ® (0) = 0,629). In tal modo, in prossimità della 
caustica l'intensità è proporzionale a % 1/3, cioè a A-1/3 (A è la lunghezza d'onda). 
Per ) + 0, l’intensità, come sappiamo (cfr. $' 54), tende all'infinito. 


$ 60. Diffrazione di Fresnel 


Se la sorgente luminosa e il punto P, dove vogliamo determinare 
l'intensità della luce, si trovano ad una distanza finita dallo 
schermo, contribuisce all'intensità in P solo una piccola regione 
della superficie d'onda alla quale è estesa l’integrazione nella 
(59,2); questa regione giace in prossimità della retta che congiun- 
ge la sorgente luminosa con il punto P. Infatti, poiché le deviazio- 
ni dall’ottica geometrica sono piccole, l'intensità della luce che 
giunge in P dai diversi punti della superficie d’onda diminuisce molto 


Z 


QU Da - V.. Do di, 
IA 


Fig. 41 


rapidamente allontanandosi dalla retta in questione. I fenomeni di 
diffrazione in cui intervengono solamente regioni piccole della 
superficie d'onda sono detti le diffrazioni di Fresnel. 

Consideriamo la diffrazione di Fresnel da parte di uno schermo. 
In virtù della proprietà indicata all’inizio del paragrafo, dato il 
punto P è rilevante soltanto una piccola parte del bordo dello 
schermo. Per tratti sufficientemente piccoli si può sempre supporre 
che il bordo dello schermo sia rettilineo. In seguito, con schermo 
intenderemo proprio un piccolo tratto rettilineo. 

Scegliamo come piano xy il piano passante per la sorgente della 
luce incidente Q (fig. 11) e per la linea che definisce il bordo dello scher- 
mo. Scegliamo il piano xz, perpendicolare al piano xy in maniera 
che passi per il punto Q e il punto d’osservazione P dove si vuole 
determinare l’intensità della luce. Infine, prendendo l'origine delle 
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coordinate O sulla linea che costituisce il bordo dello schermo, la 
posizione di tutti e tre gli assi risulterà completamente definita. 

Sia Dj la distanza della sorgente Q dall’origine delle coordinate. 
Indichiamo con D, la coordinata x del punto d'osservazione P e con 
dla sua coordinata z, cioè la distanza dal piano zy. Secondo l'ottica 
geometrica, la luce potrebbe arrivare soltanto nei punti situati 
sopra il piano y; la regione situata sotto questo piano dovrebbe 
rimanere, sempre secondo l’ottica geometrica, in ombra (zona 
dell'ombra geometrica). 

Determiniamo ora la distribuzione dell'intensità della luce 
dietro lo schermo, in prossimità della frontiera dell’ombra geometri- 
ca, cioè per valori piccoli di d (rispetto a D, e D,). Un valore nega- 
tivo di d significa che il punto P si trova nella zona dell'ombra 
geometrica. 

Per superficie d’integrazione nella (59,2) prendiamo il semipiano 
passante per il bordo dello schermo e perpendicolare al piano xy. Le 
coordinate x ed y dei punti di questa superficie sono legate dalla 
relazione 7 = y tg a (a è l'angolo tra la linea del bordo dello schermo 
e l’asse delle y), e la coordinata 2 è positiva. Il campo dell'onda inci- 
dente alla distanza A, dalla sorgente Q è proporzionale al fattore 
exp (ikRg). Ne segue che il campo u sulla RAI d’integrazione 
è proporzionale a 


Uu -— exp lik Vr +.22 + (D, + y tg a)?]. 
Nell’integrale (59,2) bisogna ora sostituire R con 
R=Vy+(2—d'+(D,—ytga)?. 


Nell’espressione integranda, i fattori lentamente variabili sono poco 
importanti rispetto all'esponenziale. Possiamo dunque considerare 
1/R come costante e sostituire df, con dy dz. Per il campo nel punto 
P troviamo allora: 


+00 co 
up= | {exp [REV Di+yte +++ 
— 00 0 
+VOF=VRAFTAFIE=T dude. (60,1 


Come abbiamo già detto, la luce giunge nel punto P proveniente 
soprattutto dai punti del piano d’integrazione, vicini ad O. Quindi 
nell’integrale (60,1) danno un apporto sensibile soltanto valori 
piccoli (rispetto a Dj e Dp) di y e z. Possiamo quindi scrivere: 


VOs+y ie D+ ETTI Lyiga, 


ya sec a +(z—d)? 


VDp—ytga)+y+(7—d? = D, bea, 
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Sostituiamo queste espressioni nella (60,1). Poiché il campo ci inte- 
ressa soltanto come funzione della distanza d, possiamo quindi 
omettere il fattore costante exp [ik (D, + DX)] e anche l'integrale 
in dy che pure non contiene d. Troviamo allora: 


Up fep[#(3t- 224 — D- (:—d)?) | az. 
0 


Questa espressione può essere scritta nella forma seguente: 


allontani” 


d? È 
Up — Xp Eerrena Xp LATE RE I dz. 
L D. Di si 


L'intensità della luce è determinata dal quadrato del campo, cioè 
dal quadrato del modulo |up |°. Dunque, il fattore che precede 
l'integrale non ha importanza per la determinazione dell'intensità, 
perché ha modulo unitario. Con una sostituzione evidente l'integ- 
rale si riduce alla forma 


Upo { ein? dn, (60,3) 
dove : 
kDa 
SE SER ene (60,4) 


Cosî, l’intensità / nel punto P è: 


1=g|VE fonda 


— W 


‘=2[(CW9+3)+(5W9+3)]. 
(60,5) 


sono i cosiddetti integrali di Fresnel. La formula (60,5) rappresenta 
la soluzione del problema, determinando l'intensità della luce 
come una funzione di d; Zo è l'intensità nella zona illuminata in 
punti sufficientemente distanti dal confine della zona d'ombra, cioè 
per w > 1 (al limite w-+ co si ha C (00) = S(00) = 1/,). 
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Le zone dell'ombra geometrica corrispondono a w negative. È 
facile stabilire la forma asintotica della funzione / (w) per valori 
grandi negativi di w. A questo scopo procediamo come segue. Inte- 
griamo per parti: 

f 4 1 Cad 
in? a ivo LL ins LN 
fe = — To7° ta je n 
|wl |wl 
Integrando per parti ancora una volta nel secondo membro di questa 
uguaglianza e ripetendo questo procedimento, otteniamo una serie 
di potenze di 1/ |w |: 


co 
in dn _ 5602 1 4 
{ ein dn = et (atta). (60,6) 
lo] 
Sebbene una serie infinita di questo tipo non sia convergente, già 
il suo primo termine dà, per valori di |w | sufficientemente grandi, 
una buona rappresentazione della funzione a primo membro, poiché 
per |w|itermini successivi tendono rapidamente a zero. (Tali serie 
sono dette asintotiche). In tal modo, per l’intensità / (w) (60,5) 
otteniamo la seguente espressione asintotica, valida per valori grandi 
negativi di w: 
=, (60,7) 

Si vede che nella zona dell'ombra geometrica, in regioni lontane dal 
confine, l’intensità tende a zero in modo inversamente proporzio- 
nale al quadrato della distanza dal confine stesso. 

Consideriamo ora i valori positivi di w, cioè la zona sopra il 
piano xy. Scriviamo: 


+ co 


| ein? dy= î eman— ( cindy = (A +0V7-) ein? du. 


Per w sufficientemente grandi si può utilizzare la rappresentazione 
asintotica dell’integrale del primo membro dell’uguaglianza, e si 
avrà: 


| emwdynr(A1+i) VE 5 +e, (60,8) 


-_wW 


Sostituendo questa espressione nella (60,5), otteniamo: 


I=l li4y/ È = (7) pedi, (60,9) 


206 CAPITOLO VII 


In tal modo, nella regione illuminata, distante dal confine 
dell'ombra, l'intensità presenta infiniti massimi e minimi, cosicché 
il rapporto Z//, oscilla intorno al valore 1. L'ampiezza di queste 
oscillazioni diminuisce al crescere di w in modo inversamente 
proporzionale alla distanza dal confine dell'ombra geometrica, 
mentre i punti di massimo e minimo si avvicinano. 

Per valori piccoli di w la funzione / (w) ha qualitativamente le 
stesse proprietà (fig. 12). Nella zona dell'ombra geometrica l’in- 
tensità decresce monotonamente quando ci si allontana dal confine 


Ombra 


geometrica Regione illuminata 


Fig. 12 


dell'ombra (su cui Z/Z, = ‘/). Per w positivi l'intensità ha dei 
massimi e dei minimi alternati. Nel primo massimo, il maggiore, 
I/Io — 1,37. 


$ 61. Diffrazione di Fraunhofer 


I fenomeni di diffrazione generati dall’incidenza su schermi di 
fasci piani e paralleli presentano un interesse particolare per le appli- 
cazioni fisiche. In seguito alla diffrazione il fascio cessa di essere 
parallelo e la luce si propaga anche in direzioni differenti dalla 
direzione iniziale. Poniamo il problema di determinare la distri- 
buzione in direzioni dell’intensità della luce diffratta a grandi 
distanze oltre lo schermo (questa situazione corrisponde alla 
cosiddetta diffrazione di Fraunhofer). Ci limitiamo, intanto, 
ancora una volta al caso di deviazioni piccole dall’ottica geomet- 
rica, supponendo cioè piccoli gli angoli di deviazione dalla dire- 
zione iniziale dei raggi (angoli di diffrazione). 

Il problema posto si potrebbe risolvere partendo dalla formula 
generale (59,2) e passando in essa al limite per cui la sorgente lumi- 
nosa e il punto d'osservazione sono separati dallo schermo a una 
distanza infinita. Una caratteristica particolare del caso considerato 
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sta nel fatto che nell’integrale che definisce l'intensità della luce 
diffratta, la superficie d’onda, alla quale è estesa l’integrazione, ha un 
ruolo essenziale (contrariamente al caso della diffrazione di Fresnel, 
dove erano effettivamente importanti solamente le parti della super- 
ficie d'onda vicine al bordo dello schermo)?). 

È più semplice, però, riesaminare il problema posto, senza 
ricorrere alla formula generale (59,2). 

Indichiamo con u, il campo che si avrebbe oltre lo schermo 
se le leggi dell’ottica’ geometrica fossero rigorosamente valide. Esso 
rappresenta un’onda piana la cui sezione trasversale comprende, 
tuttavia, dei tratti (corrispondenti all’ « ombra » degli schermi 
opachi) dove il campo è nullo. Indichiamo con S la parte del piano 
della sezione trasversale dove il campo uv, è differente da zero; 
siccome ciascun piano di questo genere è una superficie di un’onda 
piana, si ha U, = costante su tutta l’area $. 

In realtà, un'onda la cui sezione trasversale ha un’area limi- 
tata, non può essere rigorosamente piana (vedi $ 58). Lo sviluppo 
spaziale di Fourier di questa onda contiene componenti con vet- 
tori d'onda di direzioni diverse; questo fatto sta all'origine dei 
fenomeni di diffrazione. 

Sviluppiamo il campo , in un integrale doppio di Fourier 
secondo le coordinate y, z nel piano della sezione trasversale del- 
l'onda. Per le componenti di Fourier si ha: 


Uq = | | use 79" dy dz, (61,4) 
S 


dove q sono vettori costanti nel piano yz; l'integrazione è effettuata 
di fatto soltanto sulla parte .S del piano yz, dove uo, è diffe- 
rente da zero. Se k è il vettore d’onda dell’onda incidente, alla 
componente uge't" del campo corrisponde il vettore d’onda k' = 
=k4+ q. In tal modo, il vettore q = k’ — k determina ia varia- 
zione del vettore d'onda della luce nella diffrazione. Siccome i valori 
assoluti sono % = %' = ©/c, ne segue che i piccoli angoli di diffra- 
zione 6, e 6, nei piani xy ed zz sono legati alle componenti del vettore 


1) Si possono ottenere facilmente i criteri per distinguere le diffrazioni di 
Fresnel e di Fraunhofer, riprendendo la formula (60,2) ed applicandola, per 
esempio, ad una fessura di larghezza a (in luogo del bordo di uno schermo iso- 
lato). L’integrazione su dz nella (60,2) sarà fatta allora da 0 ad a. La diffrazione 
di Fresnel corrisponde al caso in cui nell’esponenziale dell'espressione integranda 
il termine in z° è essenziale e l’estremo superiore d’integrazione può essere 
sostituito con co. A questo scopo si dovrà avere: 


ka% (D+ D-) 51 


Al contrario, se questa disuguaglianza ha il segno opposto, il termine in s° 
può essere omesso e si ha il caso della diffrazione di Fraunhofer. 
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q dalle relazioni 
(0) i), 
qg=—0n 9=70. (61,2) 

Quando la deviazione dall’ottica geometrica è piccola, si può 
supporre che le componenti dello sviluppo del campo u coincidano 
con quelle del campo reale della luce diffratta, cosicché la formula 
(61,1) risolve il problema posto. 

La distribuzione dell’intensità della luce diffratta è determinata 
dal quadrato | uy |? come funzione del vettore q. Il legame quantita 
tivo con l'intensità della luce incidente è dato dalla formula 


E: dy de= { | ug: (61,3) 


(cfr. (49,8)). Si vede che l’intensità relativa della diffrazione nell’ele- 
mento d’angolo solido do = d0,d0, è data dall’espressione: 


Ug 


ie 


| Ug |? dqy da: Ta © \2 
| Uo 


ui (@n° — \2nc 


Consideriamo la diffrazione di Fraunhofer da due schermi « com- 
plementari » tra di loro: il primo schermo ha una fenditura laddove 
il secondo è opaco, e viceversa. Indichiamo con u” ed uu’ 
i campi della luce diffratta da questi schermi (se la luce incidente 
in ambedue i casi è uguale). Siccome ug’ ed ug? sono dati dagli inte- 
grali (61,1) presi sulle aree delle fenditure negli schermi e le fendi- 
ture di ambedue gli scermi si completano vicendevolmente sino a 
costituire un piano intero, la somma ug” + ug” è la componente 
di Fourier del campo che si ottiene in assenza degli schermi, cioè 
del campo prodotto semplicemente dalla luce incidente. La luce 
incidente rappresenta però un'onda rigorosamente piana con una 
determinata direzione di propagazione, quindi uf’ + ud = 0 per 


do. (61,4) 


qualsiasi q differente da zero. In tal modo, si ha ug’? = — ud oppu- 
re, per le intensità corrispondenti, 
[ug P=|ug"| per q£0. (61,5) 


Ciò vuol dire che gli schermi complementari danno distribuzioni 
identiche di intensità della luce diffratta (principio di Babinet). 

Ricordiamo qui una conseguenza interessante del principio di 
Babinet. Consideriamo un corpo nero qualsiasi, cioè un corpo che 
assorbe totalmente tutta la luce incidente. Secondo l'ottica geome- 
trica, l’illuminazione di un tale corpo produrrebbe dietro di esso urna 
zona dell'ombra geometrica la cui sezione avrebbe un’area uguale 
all’area della sezione del corpo nella direzione perpendicolare a 
quella d’incidenza della luce. La presenza della diffrazione pro- 
vocherà però una parziale deviazione della luce dalla direzione 
iniziale. Come risultato, a grandi distanze dal corpo nero non 
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ci sarà ombra, ma, insieme alla luce che si propaga nella direzione 
iniziale, si avrà pure luce propagantesi sotto piccoli angoli rispetto 
alla direzione iniziale. È facile determinare l'intensità di questa 
luce detta diffusa. A questo scopo, osserviamo, che in virtù del 
principio di Babinet, la quantità di luce deviata in seguito alla 
diffrazione sul corpo considerato è uguale alla quantità di luce che 
devierebbe nella diffrazione su una fenditura praticata su schermo 
opaco, la cui forma e area coincidano con la forma e area della 
sezione trasversale del corpo. Nel caso della diffrazione di 
Fraunhofer da una fenditura devia tutta la luce passante per essa. 
Ne segue che la quantità totale della luce diffusa dal corpo nero 
è uguale alla quantità di luce incidente sulla sua superficie e da 
esso assorbita. 


PROBLEMI 


4. Determinare la diffrazione di Fraunbofer di un'onda piana che incide 
normalmente su una fenditura infinita (di larghezza 2a) con bordi paralleli 
ricavata da uno schermo opaco. 

Soluzione. Prendiamo il piano della fenditura per piano yz, e dirigiamo l’asse 
delle 2 lungo la fenditura (la fig. 13 rappresenta la sezione dello schermo). Per 


sinîx 
12 


«fiera © 
x 


T_----- 


‘Aa Nn + y 
IX 
LA 
10 
| \ 
I \ 
| v 
Î 
9 T 
Fig. 13 Fig. 14 


una incidenza normale della luce, il piano della fenditura è una delle superficie 
d'onda che scegliamo per superficie d'integrazione nella (61,1). Dato che 
la fenditura è infinita, la luce devia soltanto nel piano zy (l'integrale (64,1) 
si annulla per T: = 0). Di conseguenza, lo sviluppo del campo w va fatto sol- 
tanto secondo la coordinata y: 


a 
Ug = Ug | e-iQY ay sen ga. 
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L'intensità della luce diffratta nell’intervallo angolare d0 è 
Io | %a \2 da __ Io sen?kad 20 
2a |uo| 2 nak 02 / 
dove % = w/c, Io è l'intensità totale della luce incidente sulla fenditura. 

dI/a0 come funzione dell'angolo di diffrazione ha la forma rappresentata 
nella fig. 14. Quando 6 si sposta dal valore 6 = 0, l’intensità ha una serie 
di massimi la cui altezza diminuisce rapidamente. I massimi sono separati da 
minimi néi punti 0 = na/ka (n intero) dove l’intensità è nulla. i 

2. Risolvere il problema precedente per la diffrazione da un reticolo: cioè 
da uno schermo piano attraversato da una serie di fenditure parallele identiche 
(la larghezza di una fenditura è 2a, la larghezza di un tratto opaco che separa 
due fenditure vicine è 2b, il numero di fenditure N). 

Soluzione. Prendiamo il piano del reticolo per piano yz, e dirigiamo l'asse 
delle 2 parallelamente alle fenditure. La diffrazione avrà luogo nuovamente 
nel piano zy, e l'integrazione nella (61,1) dà: 


dI= 


ul | e-2iNqd 
ut -2inqd — yu’ —r ___ 
UugZUg > EE eng A—eT2igd 
n=0 


dove d = a + b, eu’ è il risultato dell'integrazione fatta su una fenditura. 
Sfruttando i risultati del problema 1, abbiamo: 


__Ioa { senNqad \?[senga\2, ___ Io sen Nk0d \? sen? ka0Q 
al =Fx ( sen qd ) ( qa ) sq vr ( sen k0d 02 si 


(Io è l'intensità totale della luce passante per tutte le fenditure). 

Per un numero grande di fenditure (N-+ 00), questa formula può esser scritta 
in un'altra forma. Per i valori g= nn/d (n è un numero intero), d//dg ha 
dei massimi; in prossimità di un massimo {cioè per gd = nn + e, e piccola) si ha: 


uo sen ga \? sen? Ne 
di=Ina (PL) e dg 


Ma per N + co, si può usare la proprietà!) 


N-00 TN 2 
Di conseguenza, in prossimità di ogni massimo si ha: 
sE a / senga \2 
di=1I54% ( ni ) 6 (e) de, 
cioè i massimi hanno al limite una larghezza infinitesima, e l'intensità totale 
della luce nell’n-esimo massimo è 


d sen? (nza/d) 
na n32 j 


Im) = Io 


1) Per z #0, la funzione a primo membro dell’uguaglianza è nulla. e. in 
virtù delle formule note dalla teoria delle serie di Fuorier. si ha a 


lim (- fra da )=/ (0). 


da cui si vede che le proprietà di questa funzione coincidono effettivamente 
con le proprietà della funzione $ (vedi nota alla pag. 100.) 
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3. Determinare la distribuzione dell'intensità nelle varie direzioni per 
Sta 0no della luce incidente in direzione normale su una apertura circolare 
i raggio a. 

Soluzione. Introduciamo le coordinate cilindriche z, r, g e l’asse delle z 
assante per il centro della apertura e ad essa perpendicolare. È evidente che 
a diffrazione è simmetrica rispetto all’asse delle z, e guindi il vettore q ha 
solamente una componente radiale g- = g = X0. Misurando l'angolo @ a par- 
tire dalla direzione di q ed integrando nella (61,1) sul piano dell'apertura, 

troviamo: 
a 2n 


0 


dove Jo è la funzione di Bessel d'ordine zero. Con l’aiuto della nota formula 


(er) 


a 
e-°9 C08®, gp dr=25uo Î Jo (gr) rar, 
0 


a 
{ To (97) rdr=— Ji, (ag) 
0 


ricaviamo: 


2I1U09d 
Ug = 


Ji (ag), 


e, in virtù della (61,4), troviamo in definitiva l’intensità della luce diffratta 
nell’elemento d'angolo solido do: 


JT? (ak0) 
—n63 
dove /o è l’intensità totale della luce incidente. 


dI=I0 do, 
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Capitolo VIII 


CAMPO DI CARICHE IN MOTO 


$ 62. Potenziali ritardati 


Nel capitolo V abbiamo studiato il campo costante generato da 
cariche in quiete, nel capitolo VI abbiamo considerato un campo varia- 
bile ma in assenza di cariche. Passiamo ora allo studio di campi 
variabili in presenza di cariche animate da un moto arbitrario. 

Deduciamo le equazioni che determinano i potenziali di un campo 
generato da cariche in moto. A questo scopo la notazione quadri- 
dimensionale risulta più comoda; ripetiamo qui nuovamente la 
deduzione fatta alla fine del $ 46 con la sola differenza che bisogna 
prendere in questo caso le equazioni di Maxwell (30,2) 

OFik AT 


| 


‘i 


J 


dxR c 


dove il secondo membro è differente da zero. Un secondo membro 
identico apparirà anche nell’equazione (46,8), e dopo aver imposto 
ai potenziali la condizione di Lorentz 


dA° ia . > S 4 dq . pata a 
Bri = 0, cloe Td + div A = U, (62,1) 
otteniamo: 
02Ai 41 .; 
—__ =-—-j', 62,2 
dxk drh C ] | 


Questa è l'equazione che definisce i potenziali di un campo elettro- 
magnetico arbitrario. In forma tridimensionale, questa equazione 
si scrive sotto forma di due equazioni: per A e per q: 


1 0°A 4 è 
1 è 


Per un campo costante esse si riducono alle già note equazioni (36,4) 
e (43,4), e per un campo variabile senza cariche alle equazioni d'onda 
omogenee. 

La soluzione delle equazioni lineari non omogenee (62,3) e (62,4) 
può essere rappresentata, come è noto, come somma della solu- 
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zione generale delle equazioni omogenee associate e un integrale 
particolare delle equazioni stesse. Per trovare questo integrale 
particolare, dividiamo tutto lo spazio in elementi infinitesimi e 
determiniamo il campo generato da una carica in uno di questi 
elementi di volume. In virtù della linearità delle equazioni, il 
campo reale sarà uguale alla somma dei campi creati da tutti gli 
elementi di questo tipo. 

La carica de nell'elemento di volume dato è generalmente una 
funzione del tempo. Se si prende l’origine delle coordinate nell’ele- 
mento di volume considerato, la densità della carica sarà allora 
p = de (t) è (R), dove Rè la distanza dall'origine delle coordinate. 
In tal modo, dobbiamo risolvere l’equazione 

02 
Ag = — dnde()8(R). (62,5) 
$ (R) è nulla ovunque, tranne che nell’origine delle coordinate, 
e si ha l’equazione 


Agia 0, (62,6) 


È evidente che nel caso considerato @ è dotata di simmetria centrale, 
cioè è funzione soltanto di R, oltre che di t Quindi, se si scrive 
l'operatore di Laplace in coordinate sferiche, l’equazione (62,6) 
assume la forma 
1 dè so ÎP 1090 
mala) 3-0 

Per risolvere questa equazione, facendo la sostituzione q = 

= Y(R, t)/R, per y otteniamo: 


dR3 c3 dl 
Questa è però l'equazione delle onde piane la cui soluzione è (vedi 
$ 47): 
R R 
X=f (1-2) + fa (1+=) . 
Poiché stiamo cercando soltanto un integrale particolare del- 
l'equazione, è sufficiente allora prendere una sola delle funzioni fi 


ed fs. È di solito pit comodo porre f, = 0 (vedi pit avanti). Allora 
il potenziale p è ovunque, tranne che nell’origine delle coordinate, 


R 
pa i a . (62,7) 


La funzione y in questa uguaglianza è per il momento arbitra- 
ria; possiamo quindi sceglierla in maniera tale da ottenere il giusto 
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valore anche nell'origine delle coordinate. In altri termini, dobbia- 
mo “scegliere y in modo tale che nell'origine delle coordinate sia 
soddisfatta l’equazione (62,5). Per fare questo osserviamo che 
per R-- 0 il potenziale stesso tende all’infinito, e che, di conse- 
guenza, le sue derivate rispetto alle coordinate crescono più 
velocemente delle derivate rispetto al tempo. Perciò, quando R+0, 
si può trascurare nell’equazione (62,5) il termine SF rispetto a 
Aq. Allora (62,5) si riduce all’equazione già nota (36,9) che porta 
alla legge di Coulomb. In tal modo, vicino all'origine delle coordi- 
nate la formula (62,7) deve coincidere con la legge di Coulomb, donde 
segue che Y (t) = de (t), cioè 


de ( t 2) 

TATA 
È ora facile passare alla soluzione dell'equazione (62,4) per 
una distribuzione arbitraria delle cariche p (x, y, 2, t). È sufficiente 
a questo scopo scrivere de = p dV (dV è l'elemento di volume) ed 
integrare in tutto lo spazio. Alla soluzione dell’equazione non omo- 
genea (62,4) cosi ottenuta si può aggiungere ancora un’ altra solu- 
zione ® di questa equazione omogenea. In tal modo, la soluzione 

generale è 


1 ’ R ’ 
Q (r, =\-Fo(r,i-t) dV' +90, (62,8) 
R=r—r'’, dV’=dx'dy'dz', 
dove r = (2, y, 2), r' = (x’, y’, 2’); R è la distanza tra l’elemento 
di volume dV e il « punto d'osservazione » nel quale vogliamo deter- 


minare il potenziale. In forma concisa questa espressione si può 
scrivere: 


Pi-R/c 
o= | PEC IV +9, (62,9) 


dove l’indice t— R/c significa che il valore di p deve essere preso 
all’istante { — R/c, e l’apice di dV è omesso. 
In modo analogo per il potenziale vettore abbiamo: 


li-r/c 
A=4 | RE dv +A,, (62,10) 


dove Ao è la soluzione dell'equazione omogenea associata. 

Le espressioni (62,9) e (62,10) (senza p, ed A.) si chiamano poten- 
ziali ritardati. l 

Nel caso di cariche immobili (cioè quando la densità g non 
dipende dal tempo) la formula (62,9) si riduce alla formula già 
nota (36,8) per il potenziale di un campo elettrostatico; per quanto 
riguarda la formula (62,10), nel caso di un moto stazionario 
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delle cariche essa (dopo aver preso la media) si riduce all’'espres- 
sione (43,5) per il potenziale vettore di un campo magnetico 
costante. 

Le grandezze p, ed A; nelle (62,9) e (62,10) vengono deter- 
minate in modo tale da soddisfare le condizioni del problema. 
evidente che a questo scopo sarebbe sufficiente porre le condizioni 
iniziali, cioè il campo nell'istante iniziale. Tuttavia, nei proble- 
mi pratici non si hanno tali condizioni. Si hanno invece delle 
condizioni cui devono soddisfare le equazioni in reggioni molto 
distanti dal sistema di cariche a ogni istante. Più precisamente, 
viene data una radiazione esterna incidente sul sistema. In queste 
condizioni, il campo generato dall’interazione di questo sistema 
con la radiazione si distingue dal campo esterno soltanto per la 
radiazione emessa dal sistema. La radiazione emessa dal sistema, 
a grandi distanze, deve avere l’aspetto di un'onda che si propaga 
dal sistema verso l’esterno, cioè nella direzione di A crescente. 
Questa condizione è appunto soddisfatta dai potenziali ritardati. 
In tal modo, quest'ultimi rappresentano il campo generato dal 
sistema, ep ed À, debbono essere identificati con il campo esterno 
agente sul sistema. 


$ 63. Potenziali di Lienard-Wiechert 


Determiniamo i potenziali di un campo creato da una carica 
puntiforme in moto lungo la traiettoria r = ry (?). 

In virtù delle equazioni dei potenziali ritardati, il campo nel 
punto d’osservazione P (x, y, z) è determinato nell’istante # dallo 
stato di moto della carica nell’istante precedente #' per il quale il 
tempo di propagazione del segnale luminoso dal punto dove è loca- 
lizzata la carica r, (t’) al punto d’osservazione P coincide precisa- 
mente con la differenza # — #’. Sia R(t)=r— r; (t) il raggio vet- 
tore uscente dalla carica e verso il punto P; analogamente a ro (t), 
esso è una funzione data del tempo. Allora l’istante #’' è determinato 
dall'equazione 


FO aL, (63,1) 


Per ogni valore di #, questa equazione ha una sola radice #£’), 


1) Questo fatto è abbastanza evidente di per se stesso, ma può essere veri- 
ficato anche direttamente. A questo scopo, prendiamo per punto d'osservazione P 
nell'istante t l'origine O di un sistema quadridimensionale di coordinate e costruia- 
mo cono di luce (vedi $ 2) con il vertice nel punto O. La falda inferiore di 
questo cono, che abbraccia la regione del « passato assoluto » (rispetto all'evento 0), 
rappresenta il luogo geometrico di punti d’universo tali che un segnale luminoso 
emesso da questi punti raggiunge il punto O. I punti d’intersezione di questa 
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Nel sistema di riferimento di quiete della particella nell’istante 

t', il campo nel punto d'osservazione nell’istante # è dato sem- 
plicemente dal potenziale coulombiano, cioè 

le 

PT RU) A=0. (63,2) 

Le espressioni dei potenziali in un sistema di riferimento arbitrario 

si possono ora ottenere scrivendo un quadrivettore tale che per la 

velocità v = 0 dia i valori della (63,2) per g ed A. Notando che, in 

virtù della (63,1), « nella (63,2) si può anche scrivere nella 


forma 
e 


Qeeae=<# 


c(t—t’) È 
troviamo che il quadrivettore cercato è 


A 1 
Agia; 63,3 
Finuh (63,3) 
dove uh è la 4-velocità della carica, e il quadrivettore R* = [c (t — 
— tt"), r — r’], dove 2’, y’, 2’, #' sono legate tra di loro dalla rela- 
zione (63,1); quest’ultima può essere scritta in forma invariante come 


R,R* = 0. (63,4) 


Passando ora alle notazioni tridimensionali, otteniamo le seguen- 
ti espressioni per i potenziali del campo creato da una carica punti- 
forme animata da un moto arbitrario: 


no e a ev 
qa e 


dove R è il raggio vettore uscente dal punto dove si trova la carica 
al punto d'osservazione P, e tutte le grandezze nei secondi membri 
delle uguaglianze debbono essere prese nell’istante #’ definito dalla 
(63,1). I potenziali del campo nella forma (63,5) sono detti poten- 
ziali di Lienard-Wiechert. 

Per calcolare le intensità dei campi elettrico e magnetico secondo 
le relazioni 


d — grad g, H=rotA, 


bisogna derivare ed A rispetto alle coordinate x, y, z del punto ed 
al tempo d'osservazione ?. Le formule (63,5) esprimono però i poten- 


ipersuperficie con la linea d’universo descritta dalla carica corrispondono esat- 
tamente alle radici dell'equazione (63,1). Poiché la velocità di una particella 
è sempre inferiore alla velocità della luce, la sua linea d’universo è in ogni punto 
meno inclinata sull'asse del tempo che non la superficie del cono di luce. Ne 
risulta quindi che la linea di universo della particella può intersecare la falda 
inferiore del cono di luce in un solo punto. 
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ziali come funzioni di #’, e soltanto la relazione (63,1) permette di 
esprimerli come funzioni implicite di x, y, z, t. Bisogna dunque, 
per calcolare le derivate cercate, calcolare preliminarmente le deri- 
vate rispetto a #’. Derivando la relazione A (t’) = c (8 — t°) rispetto 
a t, otteniamo: 


RR _oR de Rx de (4-3 
dd dd R dt °° Sr) 
(l’espressione 0/0’ si ottiene derivando l’identità R? — R? e 
sostituendo dR (t’)/0t = — v (#’); il segno meno è dovuto al fatto 


che Rè il raggio vettore della carica e verso il punto P, e non vice- 
versa). Di qui 


ot' 1 
STR: (63,0) 
Sr 


Analogamente derivando la stessa relazione rispetto alle coordina- 
te si ottiene: 


grad #' = —lgrad R(°)= i (FE grad ' + x) ; 
donde 
grad t'= a (63,7) 
c (R-) 


Queste formule permettono senza difficoltà di calcolare i campi 
E ed H. Omettiamo i calcoli intermedi e diamo il risultato finale: 


1-2 i 3 
E= TO (R-TR)+ (a BY [R[(R-=2)v]]. 
(63,8) 
H=-5 [RE]. (63,9) 


Si ha qui v = 0v/dt'; tutte le grandezze dei secondi membri delle 
uguaglianze sono prese nell'istante #". È interessante notare che il 
campo magnetico è ovunque perpendicolare al campo elettrico. 

Il campo elettrico (63,8) è composto di due termini di carattere 
differente. Il primo termine dipende solamente dalle velocità della 
particella (e non dalla sua accelerazione) e varia a grandi distanze 
come 1/R?. Il secondo termine dipende dall’accelerazione e varia 
come 1/R per le R grandi. Vedremo in seguito ($ 66) che quest’ul- 
timo termine è legato alle onde elettromagnetiche irradiate dalla 


particella. 
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Il primo termine, non dipendente dall’accelerazione, deve cor- 
rispondere al campo creato da una carica in moto uniforme. Infatti, 
essendo costante la velocità, la differenza 


Ri -—Rr=Rv-v(t—t) 


è la distanza R, tra la carica e il punto d’osservazione nell’istante 
stesso d'osservazione. È facile verificare direttamente che 


Rr-4Rev=/ Ri-4 {vR?=R/ 1-- sent 0, 


dove 6, è l’angolo tra R, e v. In conclusione, risulta che il primo 
termine nella (63,8) coincide con l’espressione (38,8). 


PROBLEMA 


Dedurre i potenziali di Lienard-Wiechert per integrazione delle formule 
(62,9) e (62.40). 
Soluzione. Scriviamo la formula (62,8) come segue: 


q(r, t)= | | ni $ (i+ rr) di dV' 


(e in modo analogo per A (r, #)), introducendo in essa ancora un’altra funzione è 
che serve per ottenere la funzione p calcolata al tempo «ritardato». Per una 
carica puntiforme che si muove sulla traiettoria data r = ry (i), abbiamo: 


p(r°, t=ed]r' —ro(1t)]. 
Sostituendo quest’espressione ed integrando in dV', otteniamo: 


dt 1 
Q(r, t)=e | Tr=n 01 6 [ume gr r—ro (1) | . 
Integrando in dv e tenendo presente la proprieta: 
; _&(--1) 
6LE (=) 


(dove #' è la radice dell’equazione F (t') = 0), si ottiene la formula (63,5). 


$ 64. Decomposizione spettrale dei potenziali ritardati 


Il campo creato da cariche in moto può essere decomposto in onde 
monocromatiche. I potenziali di una singola componente monocroma- 
tica del campo hanno la forma qpe*9', Aye-'0!. Le densità di 
carica e di corrente del sistema che crea il campo si possono pure 
sottoporre ad una decomposizione spettrale. È ovvio che una compo- 
nente monocromatica determinata del campo è creata dalle compo- 
nenti corrispondenti di g e di ij. 

Per esprimere le componenti spettrali del campo mediante le 
componenti delle densità di carica e di corrente, sostituiamo nella 


CAMPO DI CARICHE IN MOTO 219 


(62,9) p e gp rispettivamente con pe? e poe-!0!. Troviamo 
allora: 
oa e 0 (1-R/0) 
Quentotm [ p, ESCO 


Dividendo i due membri per e-'* ed introducendo il valore assoluto 
del vettore d’onda % = ©/c, otteniamo: 


giBR 
Po { Po RO dV. (64,1) 
Analogamente per A abbiamo: 
. gÎhR 
LE ) jo 7 dY. (64,2) 


Notiamo che la formula (64,1) rappresenta la soluzione dell’equa- 
zione di Poisson generalizzata ad un’equazione più generale del 
tipo: 

Apo + k°Po = — 400 (64,3) 


(dedotta dall’equazione (62,4) per p, @ dipendenti dal tempo per 
mezzo del fattore e-'0). 

Nello sviluppo in integrale di Fourier, la componente di Fourier 
della densità di carica è 


Sostituendo questa espressione nella (64,1), si ottiene: 


+ co 
vo= | { Frettattam dv di. (64,4) 


— 00 


In questa espressione, bisogna ancora passare dalla distribuzione con- 
tinua della densità di carica a cariche puntiformi, poiché è il loro 
moto che di fatto ci interessa. Se esiste una sola carica puntiforme, 
poniamo: 
p= e6 lr — roy (t)], 

dove r, (t), raggio vettore della carica, è una funzione data del tempo. 
Sostituendo questa espressione nella (64,4) ed integrando in 
dV (l’integrazione si riduce alla sostituzione di r con ry (#)), ottenia- 
mo. 


Q,=€ I TE gio lt+R (1/c] dt, (64,5) 
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deve ora A (t) è la distanza della carica in moto dal punto di osser- 
vazione. In modo analogo per il potenziale vettore si ottiene: 


Ag=£ | v(i) giolt+R (0/0) dt, (64,6) 


dove v = ry (t) è la velocità della particella. 

Formule analoghe alla (64,5) e (64,6) si possono scrivere anche 
nel caso in cui la scomposizione spettrale delle densità di carica e 
di corrente contiene una serie discreta di frequenze. Cosi, per il moto 
periodico (di periodo 7 = 2/@,) di una carica puntiforme la scom- 
posizione spettrale del campo contiene soltanto le frequenze tipo 
RO, e le componenti corrispondenti del potenziale vettore sono 

T 
A,=-—& | Sl cinsott+R (10/01 di (64,7) 


nT TT I) R(6) 
0 


(e in modo analogo per @,). In ambedue i casi (64,6) e (64,7), le 
componenti di Fourier si determinano secondo quanto esposto al $ 49. 


PROBLEMA 


Decomporre il campo di una carica in moto rettilineo e uniforme in onde 


piane. ne: 
Soluzione. Procediamo come nel $ 541. Scriviamo la densità di carica nella 
forma p= eò (r — vt), dove v è la velocità della particella. Prendendo la 


componente di Fourier dell’equazione (lp = —4ned (r — vt), troviamo: 
(Mg) k= — Aree ti (VOI, 
D'altra parte, dalla 


; d3k 
p = | ek PL SE 
ricaviamo: 
1 2Qx 
(Oox= ko ga 
Quindi: 
0? : 
Lt gine, 


da cui si ha in definitiva: 
ei (v)t 


pe (E)° 
c 
Ne segue che un'onda di vettore d’onda k possiede la frequenza © = kv. 


Analogamente per il potenziale vettore troviamo: 
ve i(kv)t 


px = Are 


Aste 


c 
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Abbiamo, infine, per il campo: 


(kv) v 
| —k+ ET 
Er = — ikpy + ev) Ag=iine ei (ky)! 
=) 
c 
Hy=i[kAy]=i EL ei, gni et, 
k? (3) 
c 


$ 65. La lagrangiana limitata 
ai termini del secondo ordine 


In meccanica classica ordinaria, un sistema di particelle intera- 
genti può essere descritto mediante la lagrangiana che dipende 
solo dalle coordinate e dalle velocità di queste particelle (allo 
stesso istante). Una tale possibilità è dovuta, in ultima analisi, 
al fatto che in meccanica la velocità di propagazione delle intera- 
zioni è supposta infinita. 

Sappiamo già che, in virtù del fatto che le interazioni si propagano 
con volocità finita, il campo deve essere considerato come un sistema 
autonomo dotato cioè di propri « gradi di libertà ». Ne segue che se 
si ha un sistema di particelle (cariche) interagenti, per la sua descri- 
zione è necessario considerare questo sistema costituito dalle parti- 
celle e dal campo. Di consequenza, quando si tiene conto della 
velocità finita di propagazione delle interazioni, è impossibile 
dare una descrizione rigorosa di un sistema di particelle interagenti 
mediante una lagrangiana dipendente soltanto dalle coordinate e 
dalle velocità delle particelle e non contenente nessuna grandezza 
che sia legata ai « gradi di libertà » propri del campo. 

Tuttavia, quando le velocità v di tutte le cariche sono piccole 
rispetto alla velocità della luce, il sistema di cariche può essere 
descritto mediante una lagrangiana approssimata. Risulta, inoltre, 
possibile introdurre la lagrangiana che descrive il sistema non 
soltanto a meno di potenze di v/c, bensi a meno delle grandezze 
dell'ordine di v?/c?. Quest'ultima circostanza è dovuta al fatto 
che la radiazione elettromagnetica emessa da cariche in moto (e, 
pertanto, la comparsa di un campo «autonomo ») si produce 
soltanto in terza approssimazione in v/c (vedi $ 67)!). 

Notiamo preliminarmente che in approssimazione zero, cioè 
quando si trascura completamente il ritardo dei potenziali, la 


_ 3) In casi particolari, la comparsa della radiazione può essere ridotta alla 
quinta approssimazione in v/c; in questo caso, esiste una lagrangiana con 
l’approssimazione sino ai termini dell'ordine di (v/c)t (vedi problema 2 del $ 75.) 
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lagrangiana per un sistema di cariche ha la forma 


(0) — mava Li €a€b 
Lo=y Sei on (65,4) 
a a>b 


(la sommatoria è estesa alle cariche costituenti il sistema). Il secondo 
termine è l'energia potenziale d’interazione quale sarebbe per cariche 
immobili. 

Per ottenere l’approssimazione successiva procediamo come 
segue. La lagrangiana per una carica e, che si trova in un campo 
esterno è 


La= —Mm,c° V 1 Zi egp+--2 Avo. (65,2) 


Scegliendo una carica qualsiasi del sistema, determiniamo i poten- 
ziali del campo creato da tutte le altre cariche nel punto dove si 
trova la prima ed esprimiamoli mediante le coordinate e le velocità 
delle cariche costituenti questo campo (ciò si può fare appunto in 
modo approssimato: pg a meno dei termini dell'ordine di v?/c?, A 
a meno dei termini dell’ordine di v/c). Sostituendo le espressio- 
ni così ottenute per i potenziali nella (65,2), otteniamo la funzione 
di Lagrange per una delle cariche del sistema (se è dato il moto delle 
altre cariche). Si può quindi ricavare facilmente ZL per l’intero 
sistema. 
Partiremo dalle espressioni dei potenziali ritardati: 


Pi_ Pi-R/c 1 Ìt- R/c 
Q= {Re dv, A=T î ale qV. 


Se le velocità di tutte le cariche sono piccole rispetto alla velocità 
della luce, la distribuzione delle cariche non varia sensibilmente 
nell'intervallo di tempo £/c. Di conseguenza, gpi-r/e € j:-R/c Si 
possono sviluppare in serie di potenze di /c. Per il potenziale 
scalare, troviamo quindi a meno dei termini del secondo ordine: 


2? 
PE ILLE EI | cava: | Ro dV 
(p senza indici è considerato nell'istante #; i segni di derivazione 
rispetto al tempo si possono, evidentemente, portare fuori dal segno 
d’integrazione). La grandezza | pdV è la carica totale costante del 
sistema. Di conseguenza, il secondo termine nell'espressione ottenuta 


è nullo, cosicché 


o= | LT par 7 (Ro dV. (65,3) 


Rtx Dà 7 


Si può procedere i in modo analogo per A. L'espressione del poten- 
ziale vettore in funzione della densità di corrente contiene già 1/c e, 
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sostituita nella lagrangiana, viene moltiplicata ancora una volta 
per 1/c. Poiché ci interessa la lagrangiana limitata ai termini del 
secondo ordine, nello sviluppo di A è sufficiente prendere soltanto 
il primo termine, cioè 


A-1(& (65,4) 


(abbiamo sostituito j = pv). 

Supponiamo anzitutto che il campo sia creato da una sola carica 
puntiforme e. Allora la (65,3) e la (60,4) ci danno: 

e e 0a°R ev 
e=rt ar ano AR (69,9) 

dove R è la distanza dalla carica. 

Prendiamo in luogo di © ed A altri potenziali 4’ ed A’, cioè 
facciamo la trasformazione di gauge (vedi $ 18): 


7 1 df 


Q=@9—-7—<. A =A+gradf, 
dove per f si sceglie la funzione 
e oR 
3% 


Otteniamo allora!): 


i € ,___ ev e òoR 
=} AsataVa: 


: oR , 
Per calcolare A’ notiamo che v “= s vR. L'operazione v 


significa qui la derivazione rispetto alle coordinate del punto d’os- 
servazione dove si cerca il valore di A”. Di conseguenza, il gradiente 
vR è uguale al vettore unitario n che va dalla carica e al punto 
d’osservazione, in modo che 


Abbiamo inoltre: 
n-2(2) - R_RA 
_ dt | R} RO R3° 
La derivata —R per il punto d'osservazione dato è però la velocità 
v della particella, e la derivata A si determina facilmente derivando 
l'identità R° = R°, cioè scrivendo 
RR=RR= —Rv. 


1) Questi potenziali non soddisfano più la condizione di Lorentz (62,1) e, 
di conseguenza, nemmeno le equazioni (62,3) e (62,4). 
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quindi 
n= = (av) 


Sostituendo nell’espressione per A’, troviamo in definitiva: 

p=i, a elv+ (n) LI (65,6) 
Se il campo è creato non da una sola ma da più cariche, è necessario, 
evidentemente, fare la somma di queste espressioni estesa a tutte 
le cariche. 

Sostituendole poi nella (65,2), troviamo la lagrangiana Lg 
della carica e, (se è dato il moto di tutte le altre cariche). 
È necessario inoltre sviluppare anche il primo termine nella (65,2) 
in serie di potenze di è,/c, prendendo i termini sino al secondo 
ordine. Troviamo, dunque: 


__ movà | 1 motà __ ' ep 
La=T +3 #2 A 


+ = ni [VaVb + (Vaav) (Vonas)] 


(la sommatoria è estesa a tutte le A tranne ea; na» è il versore 
diretto da e) ad e). 

A questo punto non è più difficile trovare la lagrangiana per 
tutto il sistema. È facile capire che questa funzione non sarà 
uguale alla somma di ZL, su tutte le cariche, ma avrà la forma 


De 3 mate +3 a Tala i D Re + 
a 


. +5 3raRcy [VaVo + (Vanta) (vonas)]. (69,7) 
a>b 


Infatti, per ciascuna delle cariche, se il moto delle altre cariche 
è dato, la funzione Z diventa la funzione L, trovata prima. L'’espres- 
sione (65,7) è la lagrangiana cercata di un sistema di cariche limitata 
ai termini del secondo ordine (C. G. Darwin, 1922). 

Determiniamo, infine, l’hamiltoniana per un sistema di cariche 
con la stessa approssimazione. Si potrebbe procedere applicando 
le regole generali che permettono di trovare &£ a partire da L; risulta 
però più semplice procedere come segue. Il secondo e il quarto 
termine nella (65,7) rappresentano una correzione piccola ad L‘®” 
(65,1). D’altra parte, dalla meccanica si sa che quando L ed 
variano poco, i loro incrementi piccoli sono identici in valore 
assoluto e di segno opposto (la variazione di ZL viene considerata 
per crordinate e velocità date, e la variazione di &/ per coordinate 
ed impulsi dati; vedi vol. I, Meccanica, $ 40). 
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Possiamo quindi scrivere immediatamente # sottraendo da 


2 
(0) = N_Pa_ La°b 
RK 2Ma nz Rab 
a a>b 
il secondo e il quarto termine della (65,7), sostituendo preliminar- 
mente in essi le velocità con gli impulsi mediante le relazioni 
di prima approssimazione v, = p,/M,. In tal modo, 


\ Pa me lab }o); 
= di dm 9 2: Ra dI Gemmi — 
a a>b a 
— Di rit [PaPs + (Pata8) (Ponas)]. (65,8) 
a>b 


PROBLEMI 


1. Determinare (a meno dei termini del secondo ordine) il centro di massa 
di un sistema di particelle interagenti. 
Soluzione.Il problema si'risolve nel modo pit semplice applicando la formula 


D Gata + | WrdV 


A=" S &,t | War 


(cfr. (14,6)), dove €, è l'energia cinetica della particella (compresa la sua energia 
di riposo), W la densità d'energia del campo creato dalle particelle. Siccome €, 
contiene le quantità molto grandi mac?, per ottenere l’approssimazione richiesta 
sarà sufficiente tenere in $, e W soltanto i termini non contenenti c, cioè 


l'energia cinetica non relativistica delle particelle e l'energia del campo 
elettrostatico. Abbiamo: 


n: rav L 2rdV = 
{ WrdV=37- (E rdV=7> | (V9)?r dV= 


ei P\nL(vP2a_L dv: 
=#={(d0 2 ) "za fv 2 x { ghg Ret 


l'integrale esteso alla superficie all’infinito è nullo; il secondo integrale si 
trasforma pure in integrale di superficie e, si annulla, e il terzo, facendo la 


° 


sostituzione Ag = —4np, ci dà: 
1 1 
{ Wr dV=> | por das > taPala» 
a 


dove @, è il potenziale creato nel punto r, da tutte le cariche, tranne cal) 
Troviamo in definitiva: 


1 Pà Ea ' eb 
prese lago 2 pri "ae pesstti 459 
R=-7 DI fa (matt+ i 2 Ò Roe) 


a 


1) L'esclusione del campo proprio delle particelle corrisponde alla « rinor- 
malizzazione » della massa citata nella nota alla pag. 125. 
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(la sommatoria significa somma su tutte le d, tranne è = a), dove 
SIE Cab 
6-D (meta +d #0) 
a a>b 


è l'energia totale del sistema. Cosî, nell’approssimazione considerata, le coor- 
dinate del centro di massa possono essere espresse effettivamente in funzione 
delle grandezze relative esclusivamente alle particelle stesse. 
2. Scrivere l’hamiltoniana in seconda approssimazione per un sistema di 
due particelle, escludendo da essa il moto del sistema considerato in blocco. 
Soluzione. Prendiamo un sistema di riferimento nel quale la somma degli 
impulsi delle due particelle è nulla. Scrivendo gli impulsi come derivate 


dell’azione, abbiamo: 


Pà 
2ma 


0S. 08 
Pira 
Ne segue che, nel sistema di riferimento considerato, l’azione è una funzione 
della differenza r = ra — rj dei raggi vettori delle due particelle. Abbiamo 
dunque p, = —p, = p, dove p= é5/ér è l'impulso del moto relativo delle 
particelle. 
L’hamiltoniana è: 


2/1 1 4 1 1 
= (ata te (tt +) 


Capitolo IX 


RADIAZIONE ELETTROMAGNETICA 


$ 66. Campo di un sistema di cariche a grandi distanze 


Consideriamo il campo che un sistema di cariche in moto crea 
a distanze maggiori delle dimensioni proprie. 

Scegliamo l’origine delle coordinate O in un punto all'interno 
del sistema di cariche. Indichiamo con R, il raggio vettore che va 
da O al punto d’osservazione P del campo e con n il vettore unitario 
in questa direzione. Siano ancora r il raggio vettore dell'elemento 
di carica de = pdVed R il raggio vettore da de al punto P; è evidente 
che R= Ro — r. 

A grandi distanze dal sistema A, > r, si ha approssimativa- 
mente: 

R=-|R—r|l= RT nr. 


Sostituiamo questa espressione di R nelle formule (62,9) e (62,10) 
per i potenziali ritardati. Al denominatore delle espressioni inte- 
grande si può trascurare rn rispetto a R,, mentre nella espressione 
t — R/c non si può in generale trascurare questo termine; una tale 
possibilità è legata qui non alle grandezze relative di R/c e rn/c, bensî 
alla variazione di o e j nel tempo rn/c. Tenendo presente che 
nell’integrazione RR, è una costante e può essere portata fuori dal 
segno d'integrazione, troviamo le seguenti espressioni per i potenziali 
del campo a grandi distanze dal sistema di cariche: 


1 


4 2 
A=tr { j, 20, m dV. (66,2) 


A distanze sufficientemente grandi dal sistema, il campo può 
essere. considerato, in regioni piccole dello spazio, come un'onda 
piana. È necessario però che le distanze siano grandi non soltanto 
rispetto alle dimensioni del sistema, ma anche rispetto alle lunghezze 
d’onda delle radiazioni elettromagnetiche dal sistema. Una tale 
regione del campo è detta zona delle onde di radiazione. 

In un’onda piana i campi E ed H sono legati tra di loro dalla 
relazione (47,4), E = [Hn]). Siccome H = rotA, per determinare 


15* 
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completamente il campo nella zona delle onde, è sufficiente calcolare 


il potenziale vettore. In un’onda piana abbiamo H = [Anl/c 
[efr. (47,3)], dove il puntino sulla lettera indica derivazione rispetto 
al tempo!). Quindi, conoscendo A, troviamo H ed E secondo le 
formule?): 


H=- [An], E=- [An]n]. (66,3) 


Notiamo che a grandi distanze il campo è inversamente proporzio- 
nale alla distanza R, dal sistema irraggiante. Bisogna notare anche 
che il tempo * entra ovunque nelle formule (66,1), (66,2) e (66,3) 
in combinazione con la distanza R, nell’espressione £ — Ry/ce. 

Nel caso della radiazione emessa da una carica puntiforme in 
moto arbitrario, è comodo ricorrere ai potenziali di Lienard-Wie- 
chert. A distanze grandi, nella formula (63,5) si può sostituire il 
raggio vettore variabile R con la grandezza costante R,, e nella 
condizione (63,1), che determina è’, bisogna porre R= 
Ro — ron (r, (i) è il raggio vettore della carica). In tal modo), 


I REREEES i Ci SERA (66,4) 
ce (SI) 


dove t’ è determinato dall’uguaglianza 
i 1 nX: R 
i — 7 10 (£ )n=t-=. (66,5) 
Le onde elettromagnetiche emesse dal sistema trasportano una 
determinata energia. Il flusso d'energia è dato dal vettore di Poyn- 
ting che in un’onda piana vale: 
S-c-É 
=C a n. 
L'intensità d/ di radiazione nell'elemento d’angolo solido do viene 
determinata come quantità di energia che attraversa nell’unità 
di tempo l'elemento df = Rì do di una superficie sferica con centro 
nell’origine delle coordinate e con raggio R,. Questa quantità è uguale 
alla densità del flusso di energia S moltiplicata per df, civè a 


dI=c-- R3 do. (66,6) 


1) Nel dato caso, si può facilmente verificare questa formula anche con il 
calcolo diretto del rotore dell’espressione (66,2), dove i termini con 1/R? vanno 
trascurati rispetto al termine -1/Ro. 

3) La formula E = —A/c[vedi (47,3)] non è qui applicabile, perché i poten- 
ziali pg, A non soddisfano alle condizioni supplementari imposte nel $ 47. 

3) Nella espressione (63,8) per un campo elettrico l’approssimazione consi- 
derata corrisponde a trascurare il primo termine rispetto al secondo. 
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Siccome il campo H è inversamente proporzionale ad R,, ne segue 
che la quantità di energia irradiata dal sistema nell’unità di tempo 
nell'elemento d’angolo solido do è uguale per tutte le distanze 
(essendo uguali per queste distanze le differenze # — Roc). È ovvio 
che deve essere proprio cosî, poiché l'energia irradiata dal sistema 
si propaga nello spazio circostante con la velocità c, senza accumular- 
si e senza rarefarsi. 

Troviamo le espressioni della decomposizione spettrale delle 
onde elettromagnetiche emesse dal sistema. Esse possono essere 
ricavate direttamente dalle formule del $64. Sostituendo nella 
(64,2)R = R, — rn (al denomiriatore dell'espressione integranda si 
può fare solo la sostituzione R = RX), per la componente di Fourier 
del potenziale vettore troviamo: 


eiRRo 
TG cRo 


joe Tit dV (66,7) 


(dove k = Xn). Le componenti H, ed E, sono determinate dalle 
formule (66,3). Sostituendo in queste formule H, E, A rispettiva- 
mente con Hype-i®', Eye 0%, Ave! e dividendo poi per e-'0, 
troviamo: 


H, = i [KAo], Ev = nea [k [Aok]]. (66,8) 


Parlando della distribuzione spettrale dell’intensità di radia- 
zione, è necessario distinguere gli sviluppi in integrale e in serie di 
Fourier. Si ha lo sviluppo in integrale di Fourier quando la radiazione 
è dovuta ad urti di particelle cariche. In questo caso, è interessante 
determinare la quantità totale di energia irradiata durante l’urto 
(e rispettivamente quella perduta dalle particelle collidenti). Sia 
déno l'energia irradiata nell'elemento d'angolo solido do sotto forma 
di onde con frequenze comprese nell’intervallo do. Secondo la formula 
generale (49,8), la frazione di radiazione totale relativa all’intervallo 
di frequenze dw/2x si ricava dall’espressione ordinaria dell'intensità 
sostituendo il quadrato del campo con il quadrato del modulo della 
sua componente di Fourier e moltiplicando quindi per 2. In luogo 
della (66,6) si ha quindi: 

do 


C 
dEno= vra | Ho [-Rî do ; (66,9) 

Se le cariche compiono un moto periodico, il campo della radia- 
zione deve essere sviluppato in serie di Fourier. In virti della for- 
mula generale (49,4), l’intensità di una singola componente dello 
sviluppo in serie di Fourier si deduce dall’espressione ordinaria 
dell’intensità sostituendo il campo con la sua componente di Fourier 
e moltiplicando quindi per 2. In tal modo, l’intensità di radiazione 
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nell’elemento d'angolo solido do di frequenza ®© = no, è uguale a 
dIn=-|Hn|Ri do. (66,10) 


Infine, scriviamo le formule che definiscono le componenti di 
Fourier del campo di radiazione partendo direttamente dal moto 
delle cariche irraggianti. Lo sviluppo in serie di Fourier ci dà: 


00 


Ta { jeiot dt. 


— 00 


Sostituendo questa espressione nella (66,7) e passando poi dalla 
distribuzione continua delle correnti ad una carica puntiforme che 
si muove sulla traiettoria r, = ro (t) (vedi $ 64), otteniamo: 


ifRo © 
de ea | ev (1) eitot-aro (01 dt. (66,14) 


- 00 


Siccome v = dro/dt, allora v dt = dr,, e questa formula può essere 
scritta come un integrale curvilineo esteso alla traiettoria della 
carica: 

gÎRRo 


Ag= 0-7 { ci ot-tr0 dry, (66,12) 


In virtù della (66,8), la componente di Fourier del campo magnetico 
ha la forma 


‘mo ihR 
Ho= esp ( ef(et-kr0 [ndra]. (66,13) 


Se la carica compie un moto periodico su una traiettoria chiusa, 
il campo si sviluppa in serie di Fourier. Le componenti dello svilup- 
po si ricavano dalle formule (66,11), (66,12), (66,13), dove in luogo 
dell’integrazione rispetto a tutto il tempo si prende la media rispetto 
al periodo 7 del moto (vedi le definizioni nel :$ 49). Per la compo- 
nente di Fourier di un campo magnetico di frequenza © = no, = 
= 2nn/T abbiamo quindi: 


i T 

2rrine!RRo i 

= ( — —@=—+& (noot—kro(1)) = 
H,=e cT5R, Je ot-kro(t) [nv (t)] dé 


_ 2mine®RRo 
i c°T*Ro 


Il secondo integrale viene esteso alla orbita chiusa della particella. 


$ gi(nwot-krto) [n dro]. (66,14) 
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PROBLEMA 


Trovare l’espressione quadridimensionale per la decomposizione spettrale 
del 4-impulso irradiato da una carica in moto su una traiettoria assegnata. 

Soluzione. Sostituendo la (66,8) nella (66,9) e tenendo conto che, in virtù 
della condizione di Lorentz (62,1), Xxpwy=kAv; troviamo: 


c do € do 
dEno =" (| Ao |®-|kAg |°) Rido — =37 E (A0l°_|9w 1°) Ri do = 
Cc i» do 
= Sr MAiAo Rido sr * 


Rappresentando il 4-potenziale A;p in una forma analoga alla (66,12), troviamo 


262 , 
dEn0 29 Xix®* do dk, 
dove yi è il quadrivettore 
Xi= | exp(— tkiz!)da!, 


nel quale l’integrazione è estesa alla linea d’universo della particella. Infine, 
passando alle notazioni quadridimensionali [nonché all'elemento di volume 
quadridimensionale nello spazio-k, (cfr. (10,1a)], otteniamo il 4-impulso 
irraggiato 


eski 


ie 
db 2r12c 


Yigtd (kml) dik. 


$ 67. Radiazione di dipolo 


Nelle espressioni integrande dei potenziali ritardati (66,1) e 
(66,2) il tempo rn/c può essere trascurato, se la distribuzione delle 
cariche varia poco in questo intervallo di tempo. È facile trovare 
le condizioni perché questo sia verificato. Sia 7 l'ordine di grandezza 
del tempo nel corso del quale la distribuzione delle cariche nel 
sistema varia sensibilmente. La radiazione di questo sistema avrà, 
evidentemente, un periodo dell’ordine di 7 (cioè una frequenza 
dell'ordine di 1/7). Indichiamo inoltre con « l’ordine di grandezza 
delle dimensioni del sistema. Si ha allora per il tempo rn/c — ale. 
Affinché in questo tempo la distribuzione delle cariche nel sistema 
non varii sensibilmente, è necessario che a/c& T. Ma c7 non è altro 
che la lunghezza d’onda À della radiazione. In tal modo, la 
condizione a « cT può essere scritta nella forma 


a&Kkh, (67,1) 


cioè le dimensioni del sistema debbono essere piccole rispetto alla 
lunghezza d’onda della radiazione emessa. 

Notiamo che la condizione (67,1) può essere anche ricavata dalla 
(66,7). Nell’espressione integranda, r prende i valori in un intervallo 
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dell'ordine delle dimensioni del sistema, poiché al di fuori del siste- 
ma j è nulla. Ne risulta che l’esponente ikr è piccolo e può essere 
trascurato per le onde nelle quali ka « 41, condizione che equivale 
alla (67,1) 

Questa condizione può essere scritta ancora in un’altra forma 
notando che 7 — a/v, cosicché 4 — calv, dove v è l’ordine di gran- 
dezza della velocità delle cariche. Ricaviamo dalla condizione 
a «& : 

Vv & C, (67,2) 


cioè le velocità delle cariche debbono essere piccole rispetto alla 
velocità della luce. 

Partiremo dal presupposto che questa condizione sia soddisfatta 
e studieremo la radiazione elettromagnetica a distanze dal sistema 
irraggiante grandi rispetto alla lunghezza d’onda (e, di conseguenza, 
grandi in ogni caso rispetto alle dimensioni del sistema). Come 
è stato detto al $ 66, a tali distanze il campo può essere consi- 
derato come un’onda piana, e per definire il campo, sarà quindi 
sufficiente calcolare solo il potenziale vettore. 

Il potenziale vettore (66,2) assume ora la forma 

A a Cie dV, (67,3) 

dove il tempo è ? = ?# — Ryc e non dipende più dalle variabili 
d'integrazione. Sostituendo j= pv, scriviamo la (67,3) nella 


forma 
1 
= ( 3 ev) ’ ni 


dove la sommatoria è estesa a tutte le cariche del sistema; per brevità, 
ometteremo l’indice #’: tutte le grandezze nei secondi membri delle 
uguaglianze verranno prese nell’istante #'. Poiché abbiamo 


d e 
dI ev di > er = d, 
dove d è il momento di dipolo del sistema, otteniamo, 


4; 
A=-d. (67,4) 


Le formule (66,3) ci permettono di calcolare il campo magnetico 
4 0 1 
H=z= Ro [dn], (67,5) 


e il campo elettrico 
1 CIO) 
E= GR; [[dn] n]. (67,6) 
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Notiamo che nell’approssimazione considerata la radiazione è 
determinata dalla derivata seconda del momento di dipolo del siste- 
ma. Una tale radiazione è detta di dipolo. 


Siccome d = Mer, si had = bi ev. Quindi, le cariche emettono 
radiazioni soltanto se compiono un moto accelerato. Cariche in un moto 
uniforme non emettono radiazioni. Questo è, tra l’altro, una conseguen- 
za diretta del principio di relatività, poiché una carica in moto unifor- 
me può essere considerata in un sistema di riferimento inerziale 
in cui è in quiete, e le cariche ferme non irradiano. 

Sostituendo la (67,5) nella (66,6), otteniamo l’intensità della 
radiazione di dipolo: 


o è 2 
dI = Ta [dn}? do = 3 z sen? 0 do, (67,7) 


471c 


dove 0 è l'angolo compreso tra i vettori d ed n. Tale è la quantità 
d’energia irraggiata dal sistema nell’unità di tempo nell’elemento 
d’angolo solido do; notiamo che la distribuzione angolare della radia- 


zione è data dal fattore sen? 0. 
Sostituendo do = 2 sen 0 d@ ed integrando rispetto a d08 nel- 
l'intervallo da 0 a x, otteniamo la radiazione totale: 


I=g5 dì. (67,8) 


Se si ha una sola carica che si muove in un campo esterno, allora 


d=ered= ew, dovew è l’accelerazione della carica. In tal modo, 
la radiazione totale di una carica in moto è 
2e2w? 
D= 363° n° (67 ,9) 
Notiamo che un sistema chiuso costituito da particelle aventi 


lo stesso rapporto fra le cariche e la massa non può emettere radia- 
zione di dipolo. Infatti, per un tale sistema il momento di dipolo è 


d=Yer=)} ‘— mr= costante DI mr, 


dove la costante è il rapporto fra la carica e la” massa, uguale per 
tutte le particelle. Ma }jmr = R Y]m, dove R è il raggio vettore 
del -centro di massa del sistema (ricordiamo che tutte le velocità 
sono v < c, cosicché la meccanica non relativistica è applicabile). 


Di conseguenza, d è proporzionale all’accelerazione del centro 
di massa, cioè è nullo, poiché il centro di massa compie un moto 
uniforme. 

Scriviamo infine le formule per la decomposizione spettrale dell’in- 
tensità della radiazione di dipolo. Per la radiazione prodotta da un 
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urto, introduciamo la quantità d’energia dé, emessa durante tutto 
il tempo dell’urto sotto forma di onde di frequenze comprese nel- 
l'intervallo do/2x (cfr. $ 66). Questa energia si ottiene sostituendo 


nella (67,8) il vettore d con la sua componente di Fourier dy e mol- 
tiplicando quindi per 2: 


d&u= 73 | do EE. 


27 
Secondo la definizione della componente di Fourier abbiamo: 
d,e-iot dee 7 (d,e-'0*) PSE ode it, 
donde do = — odo. Otteniamo quindi: 
dé = de (67,10) 


Nel caso di particelle in un moto periodico l’intensità di radia- 
zione di frequenza © = no si ottiene in modo analogo nella 
forma 


4 An 
i= 337 [dn f?. (67,11) 


PROBLEMI 


4. Determinare la radiazione emessa da un dipolo d che ruota in un piano 
con velocità angolare costante Q1). 
Soluzione. Prendendo il piano di rotazione come piano xy, abbiamo: 


d, = d, cos Lt, d,, == d sen At. 


Siccome queste funzioni sono monocromatiche, la radiazione è pure monocro- 
matica di frequenza @ = Q. La formula (67,7) ci permette di trovare per la 
distribuzione angolare media (su un periodo di rotazione) della radiazione: 

dios 
87103 


cose 9 è l'angolo tra la direzione n della radiazione e l’asse delle z. L'intensità 
totale è 


di = 


(14+- cos? 9) do, 


24804 
3c38 ° 
La polarizzazione della radiazione è determinata dalla direzione del vettore 


[dn] = ©*[dn.] Proiettando questo vettore sul piano determinato da nz e sul 
piano ad esso perpendicolare, troviamo che la radiazione è polarizzata ellitti- 


1) La radiazione da un rotatore e da una trottola simmetrica dotati di 
momento di dipolo è riconducibile a questo problema. Nel primo caso d 
coincide con il momento dipolare totale del rotatore, e nel secondo caso, con la 
Bo del momento dipolare della trottola sul piano perpendicolare all'asse 

ella sua precessione (cioè alla direzione del momento angolare totale di 
rotazione). 
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camente ed il rapporto tra le lunghezze dei semiassi è uguale a n, = cos ©; 
in particolare, la radiazione nella direzione dell'asse delle £ è polarizzata cir- 
colarmente. 

2. Determinare la distribuzione angolare della radiazione emessa da un 
sistema di cariche che si muove come un unico insieme (con velocità v), se 
è nota la distribuzione nel sistema di riferimento dove il sistema di cariche, 
considerato come un insieme, è a riposo. 

Soluzione. Sia 

dl'=f(cos 0”, p') do’, do'=d(c030’) dp’ 


l'intensità della radiazione nel sistema di riferimento K' legato al sistema di 
cariche in moto (0‘’, p’ sono gli angoli delle coordinate sferiche con l’asse polare 
diretto lungo il moto del sistema). L'energia d$ irraggiata nell’intervallo di 
tempo di nel sistema di riferimento immobile (del laboratorio) K è legata alla 
energia irraggiata d6 nel sistema X' dalla formula di trasformazione 


V 
d6E—VdP 1—— cos 


Vi c? Vi 
(l'impulso della radiazione che si propaga in una data direzione è legato alla 
sua energia dalla relazione | dP | = dé/c). Gli angoli polari 0, 0’ della direzione 
della radiazione nei sistemi di riferimento K e X' sono legati dalle formule (5,6) 
(per gli angoli azimutali si ha g = '). Infine, al tempo dt’ nel sistema K' 


corrisponde il tempo dt = dt'/V1 — V?/3 nel sistema X. Per l'intensità 
di = d6/dt nel sistema XK troviamo: 


(1-4) così— > 


loj 
(1-1 cose) 1-1 coso 
c Cc 


Per un dipolo che si muove nella direzione del suo asse, f = costante. sen?0’, 
e la formula ottenuta ci dà: 


2 
di=costante-—_———_—_—__— do. 


(1-7 cos 0)” 


(1-4) sen? @ 


$ 68. Radiazione di dipolo dovuta a collisione di particelle 


La radiazione che accompagna l’urto di due particelle che descri- 
vono traiettorie determinate, nota come radiazione di frenamento, 
presenta un interesse scarso nei problemi di irraggiamento da urto. 
Di solito si deve considerare la diffusione di un intero fascio 
parallelo di particelle , e il problema consiste nel determinare la 
radiazione totale riferita all'unità di densità di flusso delle particelle 
incidenti. 

Se la densità del fascio di particelle è uguale all’unità (cioè 
se una particella passa nell’unità di tempo attraverso l’unità d'area 
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della sezione del fascio), allora il numero di particelle nel fascio, 
aventi il « parametro d’urto » compreso tra p e p + dp, è uguale a 
250 dp (l’area della corona circolare limitata dalle circonferenze di 
raggi pe p + do). Ne segue che la radiazione totale cercata si ottiene 
moltiplicando la radiazione totale Aé emessa da una particella (con 
parametro d'urto dato) per 2g dp ed integrando in dp da 0 
a co. La grandezza cosi definita ha la dimensione del prodotto 
dell'energia per l’area. La chiameremo irraggiamento efficace e indi- 
cheremo con x!): 


x= | AE + 2np dp. (68,1) 
0 


Analogamente si può definire l'irraggiamento efficace in un elemento 
d'angolo solido do determinato, in un intervallo determinato di 
frequenze do, e via di seguito”). 

Deduciamo la formula generale che determina la distribuzione 
angolare della radiazione quando un fascio di particelle viene diffuso 
in un campo a simmetria centrale, supponendo che la radiazione 
sia di dipolo. 

L’intensità della radiazione (in ogni istante) emessa da una 
particella è data dalla formula (67,7) nella quale d è il momento di 
dipolo della particella rispetto al centro di diffusione*). Innanzitutto, 
prendiamo la media di questa espressione rispetto a tutte le direzioni 


del vettore d nel piano della sezione trasversale del fascio. Essendo 
dato che [dn]? = d?° — (nd)?, bisognerà prendere la media soltanto 


della grandezza (nd)°. In virtù della simmetria centrale del campo 
di diffusione e del parallelismo del fascio di particelle incidenti, 
la diffusione (e con essa la radiazione) possiede una simmetria assiale 
rispetto ad un asse passante per il centro. Prendiamo questo asse 
per asse delle 7. È evidente, per ragioni di simmetria, che le prime 


potenze di d, e d, quando si prende la media si annullano, e siccome 


non si prende la media di d,, si ha 


dsdy=dyd,=0. = 


1) Il rapporto fra x e l’energia del sistema irraggiante è detto sezione 
d’urto di perdita di energia per irraggiamento. 

?) Quando un’espressione che deve essere SPORCA dipende dall’angolo 
della proiezione del momento dipolare della particella nel piano della sezione 
trasversale del fascio, bisogna allora prendere preliminarmente la media rispetto 
a tutte le direzioni in questo piano, quindi moltiplicare per 2xp dp e infine 
integrare. 

3) Di fatto, si tratta del momento di dipolo di due particelle — quella 
diffusa e qulla che diffonde — rispetto al loro centro di massa. 
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Quanto ai valori medi di di e LA essi coincidono e quindi 
dodici) 
Tenendo conto di tutto questo, si trova facilmente 
an=4 (è+ di) +1 (@_ 308) cos®0, 


dove 0 è l'angolo tra la direzione n della radiazione e l’asse delle x. 
Integrando l'intensità rispetto al tempo ed a tutti i parametri 

d'urto, otteniamo in definitiva la seguente espressione che 

determina l’irraggimento efficace in funzione della direzione: 


do 3c0889—1 
din = 3 (A+B 2) , (68,2) 
dove 
4=3 | d? di2np de, B=4 | | (a2— 343) di 2np dp. (68,3) 
0 -—00 0 -—-00 


II secondo termine nella (68,2) si annulla quando si prende la media 
rispetto a tutte le direzioni, e quindi l’irraggiamento efficace totale 
è x = A/c*. Va sottolineato che la distribuzione angolare della 
radiazione è simmetrica rispetto al piano passante per il centro di 
diffusione perpendicolarmente al fascio: l’espressione (68,2) non 
cambia allorché si sostituisce 0 con a — 0. Questa proprietà è 
specifica per la radiazione di dipolo e si perde quando si passa ad 
un’approssimazione più elevata in v/c. 

L'intensità della radiazione di frenamento può essere divisa 
in due parti: intensità della radiazione polarizzata nel piano passante 
per l’asse delle x e la direzione n (prendiamolo per piano zy), ed 
intensità della radiazione polarizzata nel piano perpendicolare 2. 

Il vettore campo elettrico è diretto lungo il vettore 


[n [nd]]= n (nd) —d 


[vedi la (67,6)]. La componente di questo vettore nella direzione 
perpendicolare al piano. xy è —d., e la proiezione sul piano zy è 


I sen 0-d, — cos 0-d | (è più comodo definire quest’ultima partendo 
dalla componente sull’asse delle 2 del campo magnetico avente la 


direzione [dn]). 
Elevando E al quadrato e prendendo la media rispetto a tutte 
le direzioni del vettore d nel piano yz, vediamo innanzitutto che il 


prodotto delle proiezioni del campo sul piano zy e sul piano 
perpendicolare si annulla. Ciò significa che l’intensità può essere 


238 CAPITOLO IX 


effettivamente rappresentata come la somma di due contributi 
incoerenti: le intensità di radiazione polarizzata in due piani 
mutuamente perpendicolari. 

L’intensità di radiazione il cui vettore campo elettrico è perpen- 
dicolare al piano zy viene determinata dalla media del quadrato di 


dì 3 (d? —_ di). Per la parte corrispondente dell’irraggimento 
efficace si ottiene l’espressione 


du = 3 | (d2 — da ) dt 2rp dep. (68,4) 


Notiamo che questa parte dell’irraggiamento è isotropa rispetto a 
tutte le direzioni. Non c'è bisogno di scrivere l’espressione dell’irrag- 
giamento efficace la cui direzione del campo elettrico si trova nel 


“ 


piano xy, perché è evidente che 
dut + du! = dull. 
Si può ottenere in modo analogo l'espressione della distribuzione 


angolare dell’irraggiamento efficace in un intervallo determinato 
di frequenze: 


d i 
dino=p25 [4(0)+B (TL, (68,5) 
dove 
A(0)=5° | di2rpdo, B(0)=- | (dt —3dia) 2apdp (68,6) 
0 0 


$ 69. Radiazione di frenamento di basse frequenze 


Esaminiamo la « coda » delle basse frequenze della distribu- 
zione spettrale della radiazione di frenamento, cioè la regione di 
frequenze piccole rispetto alla frequenza, che indicheremo con ®© 
attorno alla quale è concentrata la gran parte della radiazione: 


i) <@ O 0» (69,1)7 


In questo caso non supporremo che le velocità delle particelle che 
si urtano siano piccole rispetto alla velocità della luce, come nel 
paragrafo precedente; le formule che seguono sono valide per velo- 
cità arbitrarie. Nel caso non relativistico, si ha ®©, — 1/7, dove © 
è l'ordine di grandezza della durata dell’urto; nel caso ultrarelativi- 
stico, © è proporzionale al quadrato dell'energia della particella 
irraggiante (vedi più avanti $ 77). 
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Nell’integrale 
Ho= | Heiotdi 


— 00 


il campo di radiazione H è sensibilmente differente da zero soltanto 
nell'intervallo di tempo dell’ordine di 1/0,. Di conseguenza, se si 
verifica la condizione (69,1), sotto il segno d'integrazione si può 
DIS SRArO mi & 1, quindi e'@! può essere sostituito con l’unità; 
allora 


Ho= î H dt. 


Sostituendovi H = [An]/c ed integrando rispetto al tempo, otte- 
niamo: 


Ho=- [(A:— A;)n], (69,2) 


dove A, — A; è la variazione del potenziale vettore del campo 
creato dalle particelle durante la collisione. 

La radiazione totale (di frequenza ©) durante un urto si ottiene 
sostituendo la (69,2) nella (66,9): 


3 
d&n0= 27 I(Az— A] n]? do do. (69,3) 
Per il potenziale vettore si può utilizzare la sua espressione nella 
forma di Lienard-Wiechert (66,4) la quale ci dà: 


ito {DEE LL soda 04 


4-— nv 4i—-—nv 
co 3 Psi, 


dove v, e v, sono le velocità delle particelle prima e dopo la diffusione, 
e la somma è estesa alle due particelle collidenti. Sottolineiamo che 
il coefficiente di dm non dipende dalla frequenza. In altri termini, 
per frequenze piccole (condizione (69,1)) la distribuzione spettrale 
della radiazione non dipende dalla frequenza,-cioò d&nw /do tende 
ad un limite costante quando © — 0!). 


1) Integrando rispetto ai parametri d’urto, si può ottenere un risultato 
analogo per l’irraggiamento efficace nella diffusione di un fascio di particelle. 
Tuttavia, bisogna tener presente che questo risultato non è valido per l’irrag- 
giamento efficace in una interazione di tipo coulombiano perché l'integrale in 
dp diverge (logaritmicamente) per p grandi. Vedremo nel paragrafo I pe che 
in questo caso l'irraggiamento efficace per piccole frequenze divendo ogaritmi- 
camente dalla frequenza e non resta costante. 
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Nel caso in cui le velocità delle particelle in collisione sono picco- 
le rispetto alla velocità della luce, la (69,4) diventa 


d&n0= 733 (N elva—vy n]) dodo. (69,5) 


Questa espressione corrisponde ad una radiazione di dipolo il cui 
potenziale vettore è dato dalla formula (67,4). 

Un caso interessante di applicazione delle formule ottenute è for- 
nito dalla radiazione che accompagna l’emissione di una nuova par- 
ticella carica (per esempio, l'emissione di una particella B da parte 
di un nucleo). È necessario in questo caso considerare il processo come 
un cambiamento istantaneo della velocità della particella, da zero 
al valore che essa assume (in viti della simmetria della formula (69,0) 
rispetto alla trasposizione di vj e vs, la radiazione generata da questo 
processo coincide con la radiazione che accompagnerebbe il processo 
inverso, ossia l'arresto istantaneo della particella). È essenziale 
che, siccome il « tempo » di questo processo tende a zero, t-+ 0, 
tutte le frequenze, in generale, soddisfano la condizione (69,1)'). 


PROBLEMA 


Determinare la distribuzione spettrale della radiazione totale che accompa- 
gna l’emissione di una particella carica che si muove con velocità v. 
pe FECERO In virti della formula (69,4) (dove poniamo vs = v, vr= 0), 
abbiamo: 


e?v2 sen? 6 


It 
dé =d0 7773 | si 3 270 sen 0 db. 
(1-2 cos 0 


Il calcolo dell’integrale ci conduce al risultato?): 


__ e c ct+v 
d8,= = (È In ro) do. (4) 


Per v<& c questa formula diventa 


2,,2 
d&,= De2v 


31te3 


espressione che può essere ricavata direttamente dalla (69,5). 


do, 


1) La validità delle equazioni è DE limitata dalla condizione quantistica 
per cui l’energia cinetica totale della particella deve essere molto maggiore 
i È 


O. 
2) Sebbene la condizione (69,1) sia soddisfatta, per tutte le frequenze, come 
è stato già indicato, in virtù dell’« istantaneità » del processo, non è possibile 
erò ottenere la radiazione totale emessa integrando l’espressione (1) in do: 
integrale diverge per grandi frequenze. Oltre alla violazione delle condizioni 
« classiche » per grandi frequenze, la causa della divergenza nel nostro caso 
è dovuta all'impostazione non corretta del problema classico per cui la particella 
ha, nell’istante iniziale, un'accelerazione infinita. 
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$ 70. Radiazione dovuta all'interazione coulombiana 


In questo paragrafo ricaveremo un certo numero di formule (per 
completezza) relative alla radiazione di dipolo di un sistema di due 
particelle cariche; si suppone che le velocità delle particelle siano 
piccole rispetto alla velocità della luce. 

Il moto uniforme dell'intero sistema come insieme (cioè il moto 
del suo centro di massa) non presenta interesse perché non genera 
radiazione; si deve quindi considerare soltanto il moto relativo delle 
due particelle. Prendiamo come origine delle coordinate il centro 
di massa. Allora il momento di dipolo del sistema d = e,r, + €0r2 
assumerà la forma 

__ fiato — emi _ _ 4 €2 
d--‘mali roy (A_2)r, (70,1) 
dove gli indici 1 e 2 si riferiscono alle due particelle, r = rj — r) è 
mMo « O 
è la massa ridotta. 
mim 

Cominciamo dalla radiazione dovuta al moto ellittico di 
due particelle che si attraggono secondo la legge di Coulomb. Come 
è noto dalla meccanica (vedi vol. I, Meccanica, $ 15), questo moto 
può essere descritto come il moto di una particella di massa u su 
un’ellisse data in coordinate polari dall’equazione: 

a(1—e?) 


14 & cos Le "va (70,2) 


il raggio vettore tra di esse e u = 


dove il semiasse maggiore a e l’eccentricità e valgono: 
«ia. e — ASTM 
a=-3%57 e=V1 e, (70,3) 


Qui & è l’energia totale delle particelle (senza l’energia a riposo!), 
che per il moto finito è negativa; M = ur*g è il momento angolare; 
a è la costante della legge di Coulomb: 


a = |ees | 


La dipendenza delle coordinate dal tempo si può scrivere nella forma 
di equazioni parametriche 


r=a(1—ecost), ie (E — e sen È). (70,4) 


Al percorso completo dell’ellisse corrisponde la variazione del 
parametro E da0a 2a; il periodo del moto è 


T=2%n V be, 
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Determiniamo le componenti di Fourier del momento di dipolo. 
Esserdo il moto considerato periodico, si ha uno sviluppo in serie 
di Fourier. Siccome il momento di dipolo è proporzionale al raggio 
vettore r, il problema si riduce al calcolo delle componenti di Fourier 
delle coordinate x = r cos ged y=rsen q. La dipendenza di x 
ed y dal tempo è determinata dalle equazioni parametriche 


xz=af(così — €), yY = aV1—e?senÈ, 
og = È — e sen È, (70,5) 


dove è stata introdotta la frequenza 


_ 20 De _ (216° 
ni: Lala pa — egli > A 


In luogo delle componenti di SE delle coordinate, è più 
comodo calcolare le componenti di Fourier delle velocità; utilizzando 


le relazione Ln = —i0 N%n, Un= — i0Yn si ha: 
e T 
a Tn Ls ì imont - 
is --ion =@nT fe mr di. 
0 
D'altra parte, rt dt= dr = —asen E dé; passando dall’integrazione 
in dt a quella in dé, si ha quindi: 
. 296 
Le, in(& — e sen È) 
In= 5% | e sen È di. 
0 


Analogamente si trova: 


230 27 
ava { ein (E-e sen 8) così de — TLT Vi —s2 \ ein (&-e sent) dE 
0 


In 2rn 2rne 
0 
(passando dal primo integrale al peeondo, nella espressione integran- 
da poniamo cos È = (cos E 1) + i. allora il primo termine 


si integra ed è identicamente uguale a zero). Utilizzando quindi la 
nota formula della teoria delle funzioni di Bessel 


271 no 
— ci(n&-x sen t) gi — L | cos (ng —xsenE)de=Jn(c), (70,6) 
0 


dove J, (x) è la funzione di Bessel di ordine intero n. In definitiva 
si ottengono le seguenti espressioni per le componenti di Fourier: 


si VID gr, (ne) (70,7) 


n= In (Me), n= 
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(l’apice sulla funzione di Bessel indica la derivata rispetto alla sua 
variabile indipendente). 
L'espressione dell’intensità delle componenti monocromatiche 
della radiazione si ottiene sostituendo x, ed yn nella formula 
4oén4 e eg \2 
In= 303 ui? (1-2) (| In lì +| Yn |) 


my 


(vedi la (67,11)). Esprimendo inoltre a e ©. mediante le caratteristi- 
che delle particelle, si ottiene in definitiva: 


64n264 20, 1-82 
In=S5- ( ©4 2) [I7 (ne) +7 Ja (ne) |. (70,8) 


ma 


Scriviamo, in particolare, una formula asintotica per l’intensità 
delle armoniche molto elevate (per grandi n) quando il moto avviene 
su un'orbita quasi parabolica (e vicina a 1). Utilizziamo a questo 
scopo la formula asintotica 


77 (4) to[(3) da]. adi tei, 


(70,9) 


dove ® è la funzione di Airy (definita nella nota alla pag. 201)*). 
La sostituzione nella (70,8) dà: 


I, = BE Id 2 -2) {1-20:[(4)° Ad-2)]+ 


3° ca? mq 


+(2) ar[(3)" 0-0]. costo 


Jn (Ne) 


1) Quando n > 1, nell’integrale 
T 

Jn (ne)=1 | cos [n (È—e sen È)] dé 
0 


il contributo principale è dato dalle È piccole (per sta piccole l’espressione 
integranda compie oscillazioni rapide). Pertanto sviluppiamo l’argomento del 
coseno in serie di le potenze di È 


Fi (n= (co [n ( ie E) dè; 
0 


in virtù della convergenza rapida dell’integrale, l'estremo superiore d’integra- 
zione può essere sostituito con co; il termine contenente È* deve essere conser- 
vato, perché nel termine del pro ordine è presente il piccolo coefficiente 
1—- ex (1— e?)/2. L’integrale ottenuto, con una sostituzione evidente, si 
riduce alla forma (70,9). 
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Questo stesso risultato può essere espresso anche mediante le funzioni 
di MacDonald K,;: 


In= games (2) {a [p 1-09 ]+ 
+Kî [3 (1-99 |}? 


(le formule necessarie sono riportate nella nota alla pag. 267). 

Consideriamo ora l’urto di due particelle cariche che si attraggono. 
Il loro moto relativo viene descritto come il moto di una particella 
di massa p sull’iperbole 


1+ecosp= 22, (70,11) 
dove 
(04 26M? 
a=5F» e=p/ 142000 it (70,12) 


(ora € > 0). La dipendenza di r dal tempo è determinata dalle 
equazioni parametriche 


r=a(ech6—1), t=]/ 2 (emt0), (70,13) 


dove il parametro È prende i valori da —c0 a -+-00. Per le coordinate 
x, y abbiamo: 

r=a(e— chi, y=aVe—1shÈ. (70,14) 

Il calcolo delle componenti di Fourier (si tratta in questo caso 


di sviluppo in integrale di Fourier) si effettua in modo del tutto ana- 
logo al caso precedente. Si ottiene dunque: 


= HI (inve), ya= — ELECIH! (ive), (70,15) 


dove H$} è la funzione di Hankel di prima specie d'ordine iv e dove 
è stato posto 


0) (104 
“= Vaia vi (70,16) 


(vo è la velocità relativa delle particelle all’infinito; l'energia è 
€ = uvè/2)*). Nei calcoli è stata utilizzata la nota formula 


| ept-ixeht di = ini) (iz). (70,17) 


1) Notiamo che la funzione Hive) è immaginaria pura e la sua derivata 
HW}"(ive) reale. 
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Sostituendo la (70,15) nella formula 


404u? 2 do 
d&n= 5 (1) ((0P+lv008) 7 


my 
(vedi la (67,10)), otteniamo 
2 , = 
den = (2) {I vp STAY) (ive))®} do. 
(70,18) 


Un grande interesse presenta l’ «irraggiamento efficace » durante 
la diffusione di un fascio parallelo di' particelle (vedi $ 68). Per 
calcolare questa grandezza moltiplichiamo dé» per 2rpdp ed inte- 
griamo rispetto a tutte le p da zero all’infinito. L'integrazione in 
dp sostituiamo con l’integrazione in de (da 1 a co), notando che 
210 dp = 2ra8e de; questa relazione deriva dalle definizioni (70,412), 
dove il momento angolare M e l'energia € sono legati al parametro 
d'urto p ed alla velocità » dalle relazioni 


2 
M=pupv, 8€=33°. 
L'integrale ottenuto si prende secondo la formula 
LÀ 3 d . 
2=|22+(E—1)23]=4 (225) 


dove Z, (2) è una soluzione qualsiasi dell’equazione di Bessel di 
ordine p!). Tenendo presente che per e + co la funzione di Hankel 
H% (ive) si annulla, otteniamo in definitiva la seguente formula: 


4rt2a3 2 l dai 
din= 33 (a) [HO (iv AS' (iv) do. (70,19) 


Esaminiamo con attenzione particolare i casi limiti di alte e 
basse frequenze Nell'integrale 


Î giv(&-sh D dé = ind, (iv), (70,20) 


che definisce la funzione di Hankel, il maggiore contributo viene 
solo dall’intervallo di valori della variabile d’integrazione È 
per cui l’esponente è dell’ordine dell’unità. Per basse frequenze 
(v « 1), è quindi importante l'intervallo delle È grandi. Per È grandi 


° 


1) Questa formula è una conseguenza diretta dell'equazione di Besset 


z4iz4 (1-5) z=0. 
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si ha sh &E DÈ, e quindi, approssimativamente otteniamo: 
n) (iva i Î e-ivshtdeé= HH) (iv). 


Analogamente si trova che 
HD (i) 2 HI (in). 


Utilizzando infine l’espressione approssimata (per x piccolo) nota 
dalla teoria delle funzioni di 3; 
HW 2 
(ix) = 2 In I 
(y = e“, dove C è la costante d' ua y = 1,781...), otteniamo 
la seguente espressione per l’irraggiamento efficace alle basse 
frequenze: 
__ 160? 4 eg \? 2uvi uri 

dita = 3 ot (7-2) In (222) do per oKL, (70.21) 
Esso dipende logaritmicamente dalla frequenza. 

Per alte frequenze (v > 1), nell’integrale (70,20) sono impor- 
tanti, al contrario, le È piccole. Sviluppando quindi l'esponente 
dell’espressione integranda in serie di potenze di È, approssimativa- 
mente otteniamo: 


H (iv) at [ exp(—-- E) di = 


--Zreffon(-g#) a). 


La sostituzione ivE*/6 = n riduce questo integrale alla funzione TI, 
e in definitiva si ottiene: 


ima (Epfi 
Reza (#) Ta). 
Analogamente troviamo: 


HW (iv) a VE ($)°r (7). 


Infine, utilizzando la formula ben nota 208 teoria della funzione T' 
r(a)T(1—-z)= 


sen n? 
per l’irraggiamento efficace alle alte frequenze otteniamo: 
sa: 16na? 4 a a 
dhe = Frs (1° n) do per ODE. (70,22) 


cioè un’espressione che non dipende dalla nn 
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Passiamo ora alla radiazione di frenamento durante l’urto di 
due particelle che si respingono secondo la legge U = a/r (a > 0). 
Il moto in questo caso descrive un’iperbole 
a(e2—1) . 


sa (70,23) 
e a 
r=a(e+ché), y=aV&#=Tsht, 1=]/ E (eshé+8) (70,24) 


(a ed e sono ricavate dalla (70,12)). Tutti i calcoli del presente caso 
si riducono direttamente a quelli del caso precedente, e non c’è 
quindi bisogno di ripeterli. Infatti, l’integrale 


—1+&cosp= 


1a ‘ 
Lo = | etv(e sh E+8) sh È dé 

per la componente di Fourier della coordinata x si riduce, con la 
sostituzione È + in — È, allo stesso integrale, moltiplicato per e, 
che si aveva nel caso dell'attrazione; la stessa cosa ha luogo per yo. 

In tal modo, le espressioni per le componenti di Fourier zo, 
Yw nel caso della repulsione si distinguono dalle espressioni rispet- 
tive nel caso d'attrazione per il fattore e-. Nelle formule del- 
l'irraggiamento, compariranno quindi i nuovi fattori e°**. In parti- 
colare, per le basse frequenze si ottiene la formula precedente (70,21) 
(perché quando v<« 1, ev = 1). Per le alte frequenze l'irraggiamento 
efficace assume la forma 


__ 1600? ( eg eg \2 2100 uvi 
dky aper Taotos ( n Da) exp (— n ) do per 05 = 
(70,25) 


che decresce esponenzialmente al crescere della frequenza. 


PROBLEMI 


41. Determinare l’intensità totale media della radiazione emessa da due 
cariche che si attraggono compiendo un moto ellittico. 

Soluzione. Usando l’espressione (70,1) del momento dipolare, per l’inten- 
sità totale della radiazione si ottiene: 


1=3 (1 € )° r8=305 ( © Vi 
— 303 my Mo — 303 mq Mo ri? 
dove abbiamo utilizzato l’equazione del moto ur = —ar/r8. Esprimiamo la 
coordinata r in funzione di in base all’equazione dell'orbita (70,2) 
e sostituiamo l'integrazione rispetto al tempo con l’integrazione rispetto all’an- 
golo g (da 0 a 2x) con l’aiuto dell'uguaglianza di = ur?dp/M. 

Per l'intensità media troviamo in definitiva: 


T 
— 1 22 | €, PA 2 1203] 6 |}? 2[16|M? 
Tot (ran 35 (aa) irta (, 21810), 
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2. Determinare la radiazione totale A& generata dall’urto di due particelle 


cariche. 

Soluzione. Nel caso dell’attrazione la traiettoria è l'iperbole (70,11), e nel 
caso di repulsione, l’iperbole (70,23). Gli asintoti dell’iperbole formano con il 
suo asse l'angolo @, determinato da +cos @, = 1/e, e l'angolo di deviazione 
delle particelle (nel sistema del centro di massa è y= |n— 29 |. Il calcolo 
si effettua come per il problema 1 (l’integrale in dg viene preso tra —®y © 
@o). Per il caso dell'attrazione troviamo in definitiva: 


__ dI 23] sX\L 1] cioe 
nto ag L | (a+) (1438082 È) +66 (dI si, 


e per il caso di repulsione: 


ceo 2A] — (1+31024)-61g4] sal 
AG =<30, 18 D (1_-yY){(1+t3tg 5 6t8> Do =val DIL 


In ambedue i casi con y s'intende l'angolo positivo determinato dalla relazione 


2 
ctg i- 10 È 


Nell’urto frontale di cariche repulsive il passaggio al limite p —0, y+n dà: 
paci 8u3v$ C4 Co 2 
arci rar 


3. Determinare l'irraggiamento efficace totale per la diffusione di un 
fascio di particelle in un campo coulombiano di repulsione. 
Soluzione. La grandezza cercata è 


si Cr __ 20% ( ey e9 \2 | [ 1 
nei Î Idt-2npdo=37 (--) 23 #4 p dp. 
-— 00 — 00 


Sostituiamo l'integrazione rispetto al tempo con l'integrazione in dr lungo 


la traiettoria della carica, scrivendo dt = dr/vr, dove vr = r è la velocità radiale 
espressa. in funzione di r secondo la formula 


_ 2 M? _ 2 ivi 2a 
n= È [sg _vm]=y a- r2 Cr 


L'integrazione in dr viene effettuata tra l’infinito e la distanza più vicina al 
centro roy = ro (p) (il punto dove v_ = 0), e poi nuovamente da r all’infinito; 
ciò conduce ad un integrale doppio da rg a co. Questo integrale sì calcola più 
facilmente cambiando l’ordine d’integrazione e integrando quindi prima in 
dp e poi in dr. Otteniamo in definitiva: 


2 
RARE CL Auro ( e4 ca.) l 


mi No 


4. Determinare la distribuzione angolare della radiazione totale nel caso 
di diffusione di una carica da un’altra carica; la velocità della particella inci- 
dente si suppone molto grande (sebbene inferiore alla velocità della luce), 
cosicché si può considerare piccola la deviazione dal moto rettilineo. 

Soluzione. L'angolo di diffusione è piccolo, qualora l'energia cinetica pv?/2 
sia grande rispetto all'energia potenziale, il cui ordine di grandezza è a/p 
(uv > a/p). Prendiamo il piano del moto per piano xy con l'origine delle coor- 
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dinate nel centro di massa e con l’asse delle x diretto lungo la velocità. In prima 
approssimazione, la traiettoria è la retta 2 = vt, y = p. In seconda approssima- 
zione, le equazioni del moto danno: 


"a x _ avi °° 0 yYy (e70) 


dove 
= VEFAR VETTA. 


In virtù della formula (67,7), abbiamo: 


00 
2 po (d-£ ° { n 3 a 
den= dog (E) | 4 ent ye) 


pove n è il versore relativo all’angolo solido do. Esprimendo la funzione inte- 
granda mediante # ed effettuando l’integrazione, otteniamo 


RE i a 2__3n? 
den" agi (E) @_n—3nj) do. 


$ 71. Radiazione di quadrupolo e di dipolo magnetico 


Esaminiamo ora la radiazione dovuta ai termini successivi dello 
sviluppo del potenziale vettore in serie di potenze di a/4 che 
rappresenta il rapporto fra le dimensioni del sistema e la lunghezza 
d'onda, rapporto che, come precedentemente, si suppone piccolo. 
Sebbene questi termini siano generalmente piccoli rispetto al primo 
(termine di dipolo), essi diventano sostanziali nei casi in cui il momen- 
to di dipolo del sistema è nullo, e quindi non esiste la radiazione 
di dipolo. 

Sviluppando nella (66,2) 


s 
A=- he Î i+ en/c dV 


l'espressione integranda in serie di potenze di rn/c e conservando 
ora i primi due termini, troviamo: 


1 P 1 ò . 
A=<% fire +37 | ()jrar. 


Sostituendovi j = pv e passando alle cariche puntiformi, otte- 
niamo: 


1 1 9 
A= chi di ev+ ary di ZI ev (rn). (71,1) 


Per brevità (come nel $ 67), ometteremo l’indice #’ in tutte le gran- 
dezze del secondo membro di questa uguaglianza. 
Scriviamo nel secondo termine 
To, 


v (rn) =}! (nr) +3v (nr) —jr (nv) =jir (nr) + 3 [[rv] n]. 
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Troviamo allora per A l’espressione 


d 1 è 4 Li 
A=<r to305 28 dI er (nr) +7, [mn], (71,2) 


dove d è il momento di dipolo del sistema, ed m = 3 D e [rv] il 


suo momento magnetico. Per continuare la trasformazione, notiamo 
che ad A si può aggiungere, senza cambiare il campo, un vettore 
qualsiasi proporzionale ad n; i campi E ed H in virtù delle formule 
(66,3) non cambieranno. In luogo della (71,2) si può quindi scrivere 


d 1 80 ST: 
A=g tas ds 2 e [Sr (nr) —nr°]4- 77 [mn]. 


L'espressione sotto il segno 0°/0#? è il prodotto nDag del vettore n 
per il tensore del momento di quadrupolo Dag = de (Irxtg — 
6a”) (vedi $ 41). Introducendo il vettore D di componenti D, = 
= DagRg, troviamo l’espressione definitiva del potenziale vettore: 


d 1 4 .* 


Conoscendo A, si possono ora determinare i campi H ed E con 
l’aiuto delle formule generali (66,3): 


H=5 {{dn]+-7 [Dn]+ tn] n]}, ua 
E= 5, { [(dn] n]1+7- (iDn]m]} +(nim}}.. 


L'intensità d/ della radiazione nell'angolo solido do è determi- 
nata conformemente alla (66,6). Determiniamo ora la radiazione 
totale, cioè l’energia irraggiata dal sistema nell'unità di tempo in 
tutte le direzioni. A questo scopo, prendiamo la media di d/ relativa 
a tutte le direzioni di n; la radiazione.totale è uguale al prodotto per 
47 di questa media. Quando si prende la media del quadrato del 
campo magnetico, tutti i prodotti misti tra il primo, il secondo 
e il terzo termine in H si annullano, in modo che restano solamente 
le medie quadratiche di ciascuno di essi. Dopo calcoli non complica- 
ti!) per / si ottiene l’espressione: 


9 I) 4 000 2 DI) 
I=ga dI Ts Dantaa n. (040) 


1) Indichiamo un metodo comodo che permette di calcolare la media dei 


prodotti delle componenti di un vettore unitario. Il tensore-rny”g, che è simmet- 
rico, può essere espresso solamente in funzione del tensore unitario 6, p- Tenendo 
anche presente che la sua traccia è uguale ad 1, abbiamo: 


—— 1 
Nap = og da pe 
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In tal modo, la radiazione totale è composta di tre parti indipendenti, 
dette rispettivamente radiazione di dipolo, di quadrupolo e di dipolo 
magnetico. 

Notiamo che la radiazione di dipolo magnetico manca pratica- 
mente in molti casi. Così, essa non compare in un sistema in cui il 
rapporto fra carica e massa è lo stesso per tutte le particelle in 
moto (in questo caso, manca persino la radiazione di dipolo, come 
è stato notato nel $ 67). In effetti, il momento magnetico di un tale 
sistema è proporzionale al momento angolare meccanico (vedi $ 44), e 


perciò, in virtù della legge di conservazione di quest’ultimo, m = 0. 
Per la stessa ragione (vedi problema del $ 44), la radiazione di dipolo 
magnetico manca in qualsiasi sistema composto soltanto di due 
particelle (cosa che, invece, non si può dire della radiazione di 
dipolo). 

PROBLEMI 


1. Calcolare l’irraggiamento efficace totale nella diffusione di un flusso 
di particelle cariche da particelle identiche. 

Soluzione. La radiazione di dipolo (come anche quella di dipolo magnetico) 
non viene emessa quando si urtano particelle identiche, cosicché bisogna 
calcolare la radiazione di quadrupolo. Il tensore momento di quadrupolo di un 
sistema di due particelle identiche (rispetto al loro centro di massa) è: 


e 
Dap= DI (rara —r°6ap) 


dove x, sono le componenti del raggio vettore r tra le particelle. Dopo aver 
derivato tre volte D,g esprimiamo le derivate prima, seconda e terza delle 
coordinate x, rispetto al tempo in funzione della velocità relativa v, delle 
particelle come segue: 


x si Du _m a _ ea Large o lat — 3raUr 
a=la, MZa= 9 AT r3 9 a=€ ri ’ 


dove vr = vr/r è la componente radiale della velocità (la seconda uguaglianza 
è l'equazione del moto della carica, e la terza si ottiene derivando la seconda). 
Calcolando, si ottiene per l’intensità la seguente espressione: 

Ac: 26 1 
ORTI 1 E ion SOR I. 2 
18005 08 15m 7a (OT 


(02 = vî + vè); esprimiamo v e vg in funzione di r con l’aiuto delle uguaglianze 


I= 


Per quanto concerne la media del prodotto delle quattro componenti, essa 
è uguale a: 


——_—_—_—_1 
NanpNyNa = 15 (6a80v0 “n Savòpo + 6206887) - 


Il secondo membro di questa uguaglianza è composto di tensori unitari che for- 
mano un tensore di rango quattro, simmetrico rispetto a tutti gli indici; il 
coefficiente generale sarà determinato poi mediante la contrazione di due coppie 
di indici, che dovrà dare in definitiva 1. 
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Sostituiamo l’integrazione rispetto al tempo con l'integrazione in dr, come 
abbiamo fatto nel problema 3 del $ 70, scriviamo cioé: 


di nd La n la DO 
DE o___PÎ0i de 
== 


Nell’integrale doppio (in dr e do) integriamo dapprima rispetto a dp e poi a dr. 
Si ottiene, in definitiva, il risultato: 


2. Determinare la forza di rinculo agente su un sistema irraggiante di par- 


ticelle in moto stazionario finito. 

Soluzione. La forza cercata F viene calcolata come la perdita dell'impulso 
del sistema nell’unità di tempo, cioè come il flusso dell'impulso portato via 
dalle onde elettromagnetiche emesse dal sistema: 


Fa=— x Cap dfg= — | CaprgRi do; 


l'integrazione è estesa ad una superficie sferica di grande raggio Ro. Il tensore 
elettromagnetico è dato dalla formula (33,3), e i campi E ed H sonoricavati 
dalla (71,4). Essendo questi campi trasversali, l'integrale si riduce a 


8° 


Si prende la media nelle direzioni di n con l’aiuto delle formule riportate nella 
nota alla pag. 250 (i prodotti di un numero dispari di componenti di n si 
annullano). Otteniamo in definitiva): 


ret | 2H3nR3 do. 


4 4 2 00 cc. 
Fa=-— a {355 Daod9 +31 mlo }. 


$ 72. Campo di radiazione a piccole distanze 


Le formule della radiazione di dipolo sono state stabilite per il 
campo a distanze grandi rispetto alla lunghezza d’onda (e a maggior 
regione rispetto alle dimensioni del sistema irraggiante). In questo 
paragrafo, supporremo sempre che la lunghezza d’onda sia grande 
rispetto alle dimensioni del sistema, ma studieremo il campo a di- 
stanze che, pur essendo grandi rispetto alle dimensioni del sistema, 
sono però comparabili alla lunghezza d’onda. 

La formula (67,4) per il potenziale vettore 


4 CD) 
A=7-d (72,4) 


1) Notiamo che questa forza è di ordine più elevato in 1/c rispetto alle forze 
d'attrito di Lorentz ($ 75). Quest’ultime non danno nessun contributo alla 
forza totale di rinculo: la somma delle forze (75,5) agenti sulle particelle di un 
sistema elettricamente neutro è nulla. 
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resta valida come precedentemente, poiché nella deduzione abbiamo 
supposto grande solo R, rispetto alle dimensioni del sistema. 
Non è più possibile però considerare il campo, persino in regioni 
piccole, come un'onda piana. Ne segue che le formule (67,5) e (67,6) 
non sono più applicabili ai campi elettrico e magnetico, e per cal- 
colare quest'ultimi bisogna determinare preliminarmente sia A che q. 

Quanto alla formula del potenziale scalare, essa può essere dedot- 
ta direttamente dall’espressione di A con l’aiuto della condizione 


generale (62,1) 
div A + 25 fari = 0, 


imposta sui potenziali. Sostituendo in essa la (72,1) ed integrando 
rispetto al tempo, troviamo: 


= — div x: (72,2) 


Non scriviamo la costante d’integrazione (funzione arbitraria delle 
coordinate), perché ci interessa soltanto la parte variabile del 
potenziale. Ricordiamo che nella formula (72,2), come anche nella 
(72,1), il valore di d deve essere preso nell'istante # = t — Ryc!). 

A questo punto non è più difficile calcolare i campi elettrico 
e magnetico. Le formule ordinarie che legano E ed H ai potenziali 
ci permettono di trovare: 


4 d 
H=- rot Ri! (72,9) 
E = grad div +-3X: (72,4) 
L'espressione per E può essere scritta in un’altra forma, notan- 


do che d;:/R, come qualsiasi funzione delle coordinate e del tempo 
tipo 


Allora 
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Utilizzando inoltre la nota formula 
rot rot a = grad div a — Aa, 


troviamo che 
d 
E=rot rot Po . (72,9) 


Le formule ottenute determinano il campo a distanze comparabili 
alla lunghezza d’onda. In tutte queste formule, non si può natural- 
mente portare 1/R, fuori dal segno di derivazione rispetto alle 
coordinate, perché il rapporto fra i termini contenenti 1/R? ei ter- 
mini in 1/R, è appunto dell’ordine di X/Ry. 

Scriviamo infine le formule per le componenti di Fourier del 
campo. Per determinare H,, sostituiamo nella formula (72,3) H e d 
con le loro componenti monocromatiche, cioè, rispettivamente, 
Hoe ‘2! e d,e *0'. Bisogna ricordare tuttavia che le grandezze dei 
secondi membri delle uguaglianze (72,1—5) sono prese nell’istante 
t' = t — Royce. Dobbiamo quindi scrivere per d l’espressione 


de fb(-Ro :) — de-iot+ihRo, 
Sostituendo questa espressione e dividendo per e'*®!, troviamo: 


2= dei (8488) (sg 0] 


oppure, dopo aver derivato: 
Ho = i [don] ( <P —) gihBo, (72,6) 


dove n è il versore di K,. 
Analogamente dalla (72,4) ricaviamo: 
eiRPo eiRRo 
0 b) 


Eo=k°%do Ro + (doV)V R 


oppure, dopo aver derivato 
k3 ik 1 k Zik 3 
Eo=do (77 +77 77) e*%+n (ndo) (77 + a) er 
(72,7) 


A distanze grandi rispetto alla lunghezza d’onda (KR, D 1) si 
possono trascurare nelle formule (72,6) e (72,7) i termini contenenti 
1/R? e 1/Rì, e si ritorna alla formula del campo della « zona delle 


onde »: 
Eo = Ea [n{[d,n]] e'#R0, Ho= io [dn] e'8Ro 
QD Ro (1) ’ (O) Ro d . 


Per distanze piccole rispetto alla lunghezza d'onda (KR « 1), 
trascurando i termini contenenti 1/R, ed 1/Rî e ponendo e'#P0 w 1, 
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otteniamo 
E. = {8n (dy0) —dy}, 


© Rì 


espressione che descrive il campo elettrostatico di dipolo ($ 40); 
è ovvio che in questa approssimazione il campo magnetico non esiste. 


PROBLEMI 


4. Determinare i potenziali del campo di radiazione di quadrupolo e di 
dipolo magnetico a piccole distanze. 

Soluzione. Supponendo per brevità che la radiazione di dipolo manchi com- 
pletamente, abbiamo (cfr. calcoli fatti nel $ 71): 


L(. dV 4 Ì:- Ro/c 
Aa | li R/c “Ra | (rV) Re dV, 
dove lo sviluppo dell’espressione integranda è fatto in serie di potenze di r = 
= R, — R. Contrariamente a quanto abbiamo fatto nel $ 74, il fattore 1/Ry 
non può essere portato fuori dal segno di derivata. Portiamo quest’ultimo 
fuori dal segno d’integrazione e scriviamo la formula in notazioni tensoriali: 


1 0 xpia 
aaa, dXg | Ra 


(Xf sono le componenti del raggio vettore Ro). Passando dall’integrale ad una 
somma estesa alle cariche, troviamo: 


Procedendo come nel $ 71, dividiamo questa espressione in termini di quadr- 
upolo e di dipolo magnetico. I potenziali scalari corrispondenti si calcolano 
per mezzo del potenziale vettore come nel testo. Per la radiazione di quadrupolo 
polare otteniamo in definitiva: 


ic, pl 
«77 be Xe Ro’ *° 6 dX50X% Ro 


e per la radiazione di dipolo magnetico: 


m 
= rot —— — 
A=ro Rio’ Q=0 
(tutte le grandezze nei secondi membri delle uguaglianze sono prese, come sempre, 
nell'istante # = t — Ro/c). 
I vettori campo elettrico e magnetico della radiazione di dipolo magnetico 
sono: 


° 


1 Lu m 
E= ——rot Ri! Hi Fobokicpoe 


Confrontando con la (72,3) e la (72,4) vediamo che H ed E nel caso di dipolo 
magnetico si esprimono attraverso m, allo stesso modo come nel caso del dipolo 
elettrico E e —H si esprimono attraverso d. 
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Le componenti spettrali dei potenziali della radiazione di quadrupolo sono: 


ikR iRR 
ok lp 


6 8 9X5 Ro 6 08 dX29Xp Ro 


Non riportiamo qui le espressioni dcl campo, in quanto sono complicate. 
2. Calcolare la velocità di perdita del momento angolare da parte di un 
sistema di cariche che emette una radiazione di dipolo elettromagnetica. 
Soluzione. Secondo la (32,9), la denstià del flusso del momento angolare di un 
campo elettromagnetico è data dalle componenti spaziali del 4-tensore ziTR! — 
—axF Til. Passando alle notazioni tridimensionali, introduciamo il vettore tri- 


dimensionale del momento angolare di componenti 5% ey BY; la densità del 


suo flusso è data dal tensore tridimensionale 


4 
> faBv (£8076 — 27060) = caByT60y0, 


dove 0,pg = T®B è il tensore tridimensionale degli sforzi di Maxwell (tutti gli 
indici vengono messi in basso conformemente alle notazioni TO 
Il momento angolare totale, perduto dal sistema nell'unità di tempo, è uguale 
al flusso del momento angolare del campo di radiazione attraverso una super- 
ficie sferica di raggio Ro: 


dM 
ar" = | capyTpoyons di, 


dove df= R$ do, ednè il versore di Ro. Utilizzando per il tensore (UST la for- 
mula (33,3), otteniamo 


Se Pi { {[nE] (nE)-+ [nH] (nH)} do. (1) 


Applicando questa formula al campo di radiazione a grandi distanze dal 
sistema, non è però possibile limitarsi al termini - 1/Ro: in questa approssima- 
zione nE = nH = 0, e quindi l'espressione integranda si annulla. Questi ter- 
mini, dati dalle formule (67,5) e (67,6), sono sufficienti solamente per calcolare 
i fattori [nE] e [nH]; le componenti longitudinali dei campi nE ed nH sono date 
dai termini -1/R} (l’espressione integranda nella (1) diventa, in definitiva, 
-1/R8, e la distanza Ro, come si doveva aspettare, non compare nel risultato). 
Nell'approssimazione dipolare per la lunghezza d'onda si ha 4 > a, e bisogna 
perciò distinguere i termini contenenti (rispetto alla (67,5) e alla (67,6)) un fat- 
tore supplementare -— X/Ro, Sur — a/Ro: sarà sufficiente lasciare solo i primi. 
Sono proprio questi termini che si possono ricavare dalla (72,9) e dalla (72,5); il 
calcolo, a meno dei termini del secondo ordine di 1/6, ci dà?): 


2 Ù) 
Sage n Hn=0. (2) 
Sostituendo la (2) e la (67,6) nella (1), otteniamo: 


d ve DÒ 
Ma i | [nd] (nd) do. 


1) Un valore non nullo di Hn l’avremmo avuto soltanto tenendo conto 
dei termini d'ordine superiore di a/Ro. 
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Infine, scrivendo l’espressione integranda nella forma eg rgdynsdg e pren- 
dendo la media rispetto alle direzioni di n, troviamo in definitiva: 


dM 2 e co 
= 319 dI. (8) 


Notiamo che per un oscillatore lineare (d = dy cos wWt con ampiezza reale dy) 
l’espressione (3) è nulla: non c'è perdita di momento angolare nell'irraggia- 
mento. 


$ 73. Radiazione emessa da una carica in moto rapido 


Consideriamo ora una particella carica che si muove con 
velocità non piccola rispetto alla velocità della luce, 

Le formule del $ 67, dedotte .supponendo v « c, non sono diret- 
tamente applicabili a questo caso. Tuttavia, possiamo considerare 
la particella nel sistema di riferimento in cui si trova in quiete 
nell’istante dato; in questo sistema le formule menzionate sono 
evidentemente applicabili (notiamo che ciò è possibile soltanto 
nel caso di una sola particella in moto; per più particelle, non 
esiste, in generale, un sistema di riferimento dove tutte esse siano 
contemporaneamente in quiete). 

Così, nel sistema di riferimento indicato, la particella irraggia 
nel tempo dt l'energia 

2e? 
dé=-5 w° dt (73,1) 
(in base alla formula (67,9)), dove w è l’accelerazione della particella 
nello stesso sistema. Quanto all’impulso totale da essa irraggiato, 
esso, nel sistema considerato, sarà nullo: 


dP=0 (73,2) 


Infatti, l'impulso irraggiato si determina com» l'integrale della den- 
sità del flusso d’impulso nel campo di radiazione, preso su una 
superficie chiusa che racchiude la particella. In virtù delle proprietà 
di simmetria della radiazione di dipolo, gli impulsi emessi in dire- 
zioni opposte sono uguali in grandezza ed opposti in direzione; 
segue quindi che l’integrale indicato è identicamente nullo. 

Per passare ad un sistema di riferimento arbitrario, scriviamo 
le formule (73,1) e (73,2) in notazioni quadridimensionali. È facile 
vedere che l'«irraggiamento di 4-impulso » dP* deve essere scritto 
come segue: 

{ 2e? dul du, i 2e® dul dur i 
Te e e 0) 
In effetti, nel sistema di riferimento dove la particella persevera 
in quiete, le componenti spaziali della 4-velocità u' sono nulle, 
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duh d 2 susa (sa 
coat ——- - ; ne segue che le componenti spaziali di dP* si 
annullano, mentre la componente temporale dà l’uguaglianza (73,1). 

Il 4-impulso totale irraggiato durante il percorso della parti- 
cella attraverso il campo elettromagnetico è pari all’integrale dell’e- 


spressione (73,3), cioè 
Api= —-£È { de dun ggi, (73,4) 


Scriviamo questa espressione in un’altra forma, esprimendo la 
4-accelerazione du‘'/ds mediante il tensore del campo elettromagne- 
tico esterno e servendoci delle equazioni del moto (23,4): 


mc nei = - Fayul, 
Avremo allora 
i 2e4 i 
APÎ= 30 | (Fr!) (PP"um) dai. (73,5) 


La componente temporale dell’equazione (73,4) o (73,5) dà 
l’energia totale irraggiata A€. Sostituendo alle grandezze quadridi- 
mensionali le loro espressioni mediante le grandezze tridimensio- 


nali, otteniamo: 


o 2 [vw]? 
2e? c? 
n8=35 | Tracia (73,6) 
— 00 er 


(w = v è l’accelerazione della particella), oppure, in funzione dei 
campi elettrico e magnetico esterni: 


4 2A 
4 E--—[vH]} ——, (Ev? 
A&= | Idt, I=320, {PPS} cao 


(73,7) 


Le espressioni dell'impulso totale irraggiato si distinguono per il 
fattore supplementare v sotto il segno d’integrazione. 

Dalla formula (73,7) segue che, per velocità vicine alla velocità 
della luce, la radiazione totale nell’unità di tempo dipende dalla 
velocità essenzialmente come (1 — v?/c°)7!, cioè è proporzionale al 
quadrato del l’energia della particella in moto. Presenta un’ecce- 
zione soltanto il caso in cui il moto in un campo elettrico è parallelo 
alla direzione del campo. In questo caso, il fattore (1 — v?/c?) che si 
trova al denominatore si divide per lo stesso fattore del numeratore, 
e la radiazione risulta indipendente dall'energia della particella. 

Infine, analizziamo il problema della distribuzione angolare 
della radiazione emessa da una particella in moto rapido. Per risolvere 
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questo problema, è opportuno ricorrere all'espressione di Lienard- 
Wiechert (63,8) e (63,9) per il campo. A grandi distanze, dobbiamo 
conservare in essa solamente il termine di grado più basso in 4/A (il 
secondo termine della formula (63,8)). Introducendo il versore n 
della direzione della radiazione (R = nf), otteniamo le formule: 


pe E], H= [nE], (73,8) 
( en 


Cc 


dove tutte le grandezze nei secondi membri delle uguaglianze sono 
prese nell’istante ritardato #" = t — R/c. 
L'intensità. della radiazione nell’angolo solido do è 


dI = 73 E*R°od. Sviluppando il quadrato E°, troviamo: 


gf e? | 2 (nw) (vw) w? 
— 433 vn \5 vo \Ku vn \6 

(li) (1-23) Casal II 

Se invece si vuole determinare la distribuzione angolare della 

radiazione totale durante l’intero moto della carica, bisogna integra- 

re l’intensità rispetto al tempo. È necessario intanto. tener presente 

che l’espressione da integrare è una funzione di #'; perciò si deve 

scrivere 
dt r__ nvV I 
di=gr di =(1-3°) di (73,10) 
(vedi la (63,6)) e quindi integrare direttamente rispetto a dé’. In tal 


modo, otteniamo la seguente espressione per la radiazione totale 
emessa nell’elemento d'angolo solido do: 


____e3 (2/07) (vw) w3 (1-57) (om)? ) ’ 
(73,11) 


Come si vede dalla (73,9), la distribuzione angolare della radia- 
zione nel caso generale è assai complicata. Nel caso ultrarelativi- 
stico (1 — v/c & 1), questa distribuzione ha una particolarità carat- 
teristica dovuta alla presenza di potenze elevate della differenza 
1 — vn/c ai denominatori dei diversi termini di questa espressione. 
In altri termini, l’intensità è grande in un intervallo ristretto di 
angoli dove la differenza 1 — vn/c è piccola. Indicando con © l’an- 


17* 
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golo piccolo tra n e v, abbiamo: 
v v 02, 
1-—cos09x lata i 


questa differenza è piccola (-1— v/c) per0- VI — vlc oppure, 
che è lo stesso, 
v2 
0 1 a (73,12) 
In tal modo, una particella ultrarelativistica irradia principalmente 
nella stessa direzione del suo moto nell’intervallo di angoli (73,12) 
intorno alla direzione della velocità. 

Indichiamo ancora che per velocità e accelerazione della 
particella arbitrarie esistono sempre due direzioni dove l'intensità 
della radiazione si annulla. Tali sono le direzioni dove il vettore 
n — v/c è parallelo al vettore w e, di conseguenza, il campo (73,8) 
si annulla (vedi anche problema 2 alla fine del paragrafo). 

Scriviamo infine le formule più semplici alle quali si riduce la 
(73,9) in due casi particolari. 

Quando la velocità e l'accelerazione della particella sono paral- 
lele, si ha 


e per l’intensità 


dl => — Et do. (73,43) 
(1-2 COS 0) 


Essa è naturalmente simmetrica intorno alla direzione comune 
divewesi annulla nel senso della velocità (9 = 0) e nel senso oppo- 
sto (0 = x). Nel caso ultrarelativistico, l’intensità come funzione 
di 6 ha due massimi pronunciati nella regione (73,12) con un 
« calo » sino a zero per 0 = 0. 

Quando invece la velocità e l'accelerazione sono perpendicolari, 
dalla (73,9) si ricava: 


2 
20? 1 (1-3) sen? 6 cos? p 
dina | TZ emo) (inzoma]i |P (91 


dove 6 è, come precedentemente, l’angolo tra n e v, e gp l’azimut del 
vettore n relativamente al piano passante per v e w. Questa inten- 
sità è simmetrica soltanto rispetto al piano vw dove si annulla 
nelle due direzioni, che formano l'angolo 9 = arccos (v/c) con la 
velocità. 
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PROBLEMI 


1. Determinare la radiazione totale emessa da una particella relativistica di 
carica e;, di parametro d’urto p in un campo coulombiano di centro immò- 
bile (il potenziale q = eg/r). i Ì 

Soluzione. Nell’attraversamento di un campo, una particella relativistica 
non viene quasi deviata!). Si potra quindi nella 
(73,7) considerare costante la velocità e, di conse- 
guenza, per il campo nel punto dove si trova la par- 
ticella si avrà 
Cor Îa Col 

73 (03 + 0212) 2° 
con 7 = vt, y= p. Integrando nella (73,7) rispetto 
al tempo, avremo: 


AE = 


setez =4c?—v2 
12m?c3p38v c—-v? 


2. Determinare le direzioni nelle quali l’inten- 
sità della radiazione emessa da una particella in moto 
si annulla. 

Soluzione. Dalla costruzione geometrica (fig. 15), 
risulta che le direzioni cercate n si trovano nel piano 
passante per v e w e che esse formano con la direzione 
w l'angolo y determinato dalla relazione 


I) 
senx=— Sena, 


dove a è l’angolo tra v e w. 

3. Determinare l’intensità della radiazione emessa 
da una particella carica in moto stazionario nel campo Fio. 15 
di un'onda elettromagnetica piana polarizzata circo- 18. 


larmente. 
Soluzione. Conformemente ai risultati del problema 3 nel $ 48, la particella 


si muove su una circonferenza, e la sua velocità in ogni istante è parallela al 
campo H e perpendicolare al campo E. La sua energia cinetica è 


773 —=e VPFMS= 
; 
c2 


(le notazioni sono le stesse del problema indicato). La formula (73,7) ci permette 

di trovare l’intensità della radiazione: 
I_-_206 E _ 2eEi Ca ( eEo ? 

— 3m2c3 va © 3m8c3 | : 
Leg 
Cc 

4. Risolvere il problema 3 per il campo di un'onda polarizzata linearmente. 
Soluzione. Conformemente ai risultati del problema 2 nel $ 48, il moto 


avviene nel piano xy passante per la direzione di propagazione dell’onda (l’asse 
delle x) e per la direzione del campo E (l’asse delle y); il campo H è diretto lungo 


1) Quando vc, una deviazione sotto un angolo sensibile può aver luogo 
solamente per parametri d'urto p — e?/mc? che non permettono un esame clas- 
sico. 
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l'asse delle z (dove 7, = E,). La formula (73,7) ci dà: 


Ve \2 
2e4E? (1-22) 


Prendendo la media rispetto al periodo del moto dato dalla rappresenta- 
zione parametrica, ottenuta nel problema indicato, si ottiene: 


7-28 (1+8 (20) 


Mea 


$ 74. Radiazione di frenamento in un campo magnetico 


Consideriamo la radiazione emessa da una carica che si muove 
a velocità arbitraria su una circonferenza in un campo magnetico 
iniforme costante; una tale radiazione è detta radiazione di fre- 
namento in un campo magnetico. 

Il raggio r dell’orbita e la frequenza ciclica 0y del moto si espri- 
mono mediante il vettore campo magnetico H e la velocità v della 
particella mediante le formule (vedi $ 21): 


mev v eH . ila ve (74,4) 


vTe=— ee Oyg= —= 


v2 3 r mec c% ; 
eH 4-——_ 
c2 


L'intensità totale della radiazione emessa in tutte le direzioni 
è determinata dalla formula (73,7) nella quale bisogna porre E = 0 
ed H_Lv: 


{3 Rn (74,2) 

Imc (1-3) 

Si vede che l'intensità totale è proporzionale al quadrato dell’im- 
pulso della particella. 

Se invece ci interessa la distribuzione angolare della radiazione 
bisogna allora ricorrere alla formula (73,11). Una caratteristica 
interessante è data dall’intensità media rispetto ad un periodo del 
moto. Per calcolare questa grandezza integriamo la (73,11) ri- 
spetto al tempo corrispondente ad un giro della particella sulla cir- 
conferenza e dividiamo il risultato per il periodo T = 21/@y. 

Scegliamo per piano xy il piano dell’orbita (e l’origine delle 
coordinate nel centro della circonferenza) ed orientiamo il piano 
yz nella direzione k della radiazione (fig. 16). Il campo magnetico 
sarà diretto lungo l’asse delle 2 negative (la direzione del moto della 
particella, rappresentata nella fig. 16, corrisponde alla carica e posi- 
tiva). Inoltre, siano 0 l'angolo tra la direzione k della radiazione e 
l’asse delle y e @ = gt l’angolo tra il raggio vettore della particella 
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e l’asse delle x. Allora il coseno dell’angolo tra la direzione k e la 
velocità v è uguale a cos 0 cos g (il vettore v giace nel piano xy 
ed è perpendicolare in ogni istante al raggio vettore della particella). 


Fig. 16 


Esprimiamo l'accelerazione w della particella in funzione del campo 
H e della velocità v usando l'equazione del moto [vedi la (24,1)]: 


we 1 -5 [vH]. 


Dopo un semplice calcolo ottenîamo: 


2 
sua ra (1-2)| "(1-3 7 ) sen30+(2— cos cos 9} sa 
0 


(4-2 c086 cos e) 
(74,3) 


(l'integrazione rispetto al tempo è stata sostituita con l'integrazione 
in dp = @gdt). Il processo d’integrazione è elementare, sebbene 
i calcoli siano laboriosi. Si ottiene, in definitiva, la seguente 
formula: 


4H2y2 in 2— cos? 9 — = (1+—-) cost0 
arr EL I 0 
ci 


Il rapporto delle intensità di radiazione sotto l'angolo 0 = 1/2 
(perpendicolarmente al piano dell’orbita) e sotto l’angolo 0 = 0 
(nel piano dell'orbita) è 


(dI /do)o RE 
(41/d0),,,2 8 (SL) . 
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Allorché v+ 0, questo rapporto tende a 1/2, ma diventa molto 
grande quando le velocità si avvicinano alla velocità della luce. 
Torneremo su questo problema in seguito. 

Consideriamo ora la distribuzione spettrale della radiazione. 
Essendo il moto della carica periodico, abbiamo il caso dello sviluppo 
in serie di Fourier. È comodo cominciare il calcolo dal potenziale 
vettore. Per la componente di Fourier del potenziale vettore si ha la 


formula (cfr. (66,12)) 
{hRo 
e ‘ 

An=e-Fop È exp {i (pnt —kr)} dr, 
dove l’integrale è preso sulla traiettoria della particella (una circon- 
ferenza). Per le coordinate della particella abbiamo x = r cos gt, 
y =rsen Qyt. Scegliamo per variabile d'integrazione l’angolo 
@ = gt. Notando che 


kr=%r cos 0 seng=-— cos 0 sen @ 


(kK = n@ogle = nvicr), per la componente di Fourier della componente 
in x del potenziale vettore troviamo: 


in (0- _ cos 0 sen ®) 


sen pdq. 


27 
ev 


Abbiamo già incontrato un tale integrale nel $ 70. Esso si esprime 
mediante la derivata di una funzione di Bessel: 


ie ; 
Axn= — e'hRoJt, (— COS 0) : (74,6) 
Analogamente si calcola A,n: 
Zan 0£ iRR se 
Am = 728% oJn(- cos0). (74,7) 
Quanto alla componente sull’asse delle z, essa evidentemente non 
esiste. 


In virtù delle formule del $ 66, per l'intensità di radiazione di 
frequenza ® = noy nell'elemento di angolo solido do abbiamo: 


dI,=-|Hn|°Rido=--|[kA]|? Rido. 
Notando che 
| [Ak] {= 4%Zk4?+ AK? sen? 0, 


e sostituendo le espressioni (74,6) e (74,7), per l'intensità di radia- 
zione avremo la seguente formula (G. A. Schott, 1912): 


dIn = ES (4 -5)[te2 0.Ji (2 COS 0) + (2 cos 8) | do. 
(74,8) 
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Per determinare l'intensità totale della radiazione di frequenza 
o = nogin tutte le direzioni, è necessario integrare questa espres- 
sione rispetto a tutti gli angoli. L'integrazione non può essere fatta 
però in forma finita. Dopo una serie di trasformazioni, utilizzando 
alcune relazioni delle funzioni di Bessel, l’integrale cercato può 
essere ridotto alla forma seguente: 


el (4 i) [e FI (SE) n(1 - 5) i Jan (2nE) di |. 
0 


m3c2v c2 


(74,9) 


Esaminiamo in dettaglio il caso ultrarelativistico in cui la 
velocità della particella è vicina alla velocità della luce. 

Ponendo v = c nel numeratore della formula (74,2), troviamo 
che l'intensità totale della radiazione di frenamento nel caso 
ultrarelativistico è proporzionale al quadrato dell’energia € della 
particella: 

H? 2 
1-3 (47) (74,10) 


Im2c3 


La distribuzione angolare della radiazione in questo caso è 
estremamente anisotropa. Essa è concentrata principalmente in 
prossimità del piano dell’orbita. L'intervallo angolare A@ in cui 
è emessa gran parte della radiazione è facilmente determi- 


£ toe: v2 v2 . 
nabile dalla condizione 1 — A cos G-_ 1 =: È ovvio che 


AV 1-1 (74,41) 


(questo risultato coincide naturalmente con la distribuzione angolare 
dell’intensità istantanea esaminata nel paragrafo precedente, vedi 
la (73,12))). 

Nel caso ultrarelativistico, assume una forma particolare anche 
la distribuzione spettrale della radiazione (LZ. A. Arzimoviù e 
I.J. Pomeranciuk, 1945). 

Vedremo più avanti che in questo caso la parte principale della 
radiazione è di alta frequenza. Ciò premesso, si può ricorrere alla 
formula asintotica (70,9) che dà: 


Jan (206) > 79 Dn (1 EI). (74,12) 


1) Si badi a Di confondere l'angolo 0 di questo paragrafo con l'ango- 
lo 6 tranevdel $ 7 
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Sostituendo nella (74,9), otteniamo la seguente formula per la di- 
stribuzione spettrale della radiazione per grandi n!) 


2ÀH3 mc? pd , u 
I=3zra z Vu|-® (U)—-3 
me \ 


u== n?/8 (7 


© (u) du | , (74,13) 


ef 8 


Allorché u-+ 0, l’espressione tra parentesi quadre tende al 
limite costante D' (0) = — 0,4587...2). Per u « 1 abbiamo quindi: 


AH? | me? \2 3 
In=0,52:-57 (ge) RA, 1<n<(E). (7414) 


Se u + 1, si può ricorrere alla nota espressione asintotica della 
funzione di Airy (vedi nota alla pag. 204) ed ottenere: 


I (Re) (ga (EE) (5). 
(74,15) 


cioè l’intensità decresce esponenzialmente per n molto grandi. 
La distribuzione spettrale ha dunque un massimo per 
n = (€ /[mc*)}, e gran parte della radiazione è concentrata nella 


regione delle frequenze 
02 0g (| V- ci ( - e (74,16) 


me? me mc? 


Queste frequenze sono molto grandi rispetto alla distanza @y tra 
due frequenze successive. In altri termini, lo spettro di radiazione 
ha un carattere « quasi continuo », essendo costituito da un numero 
molto grande di righe vicine. Si può allora, in luogo della funzione 
di distribuzione /,, introdurre la distribuzione per un numero con- 
tinuo di frequenze © = noy e scrivere 


dI=I, dn=h 2. 


1) Nella sostituzione, uno degli estremi d’integrazione (n?/) è stato sosti- 
tuito con l’infinito, ed è stato posto, ove possibile, v = c. Sebbene nell'in- 
tegrale (74,9) siano ugualmente presenti valori di È non vicini a 1, ciò 
nondimeno, l'utilizzazione della formula (74,12) è ammissibile, poiché l’integrale 
converge rapidamente nel suo estremo inferiore. 

2) In virtù della definizione della funzione di Airy si ha: 


D'’ (0) = _ DA { E sen È di— FRS | z"3senzdr= — 2 ea Ì 
0 0 
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Per i calcoli numerici, è comodo esprimere questa distribuzione 
mediante le funzioni di MacDonald X,’). Questa distribuzione, 
dopo qualche trasformazione non complicata della formula (74,13), 
può essere rappresentata nel modo seguente: 


3H N 
dl=do WE F(2), FRA=t|Ky©d, (1417) 
È 
dove è posto 
3eH ( € \2 
Ww=IE (27) | (74,18) 


La figura 17 dà il grafico della funzione F (£). 

Facciamo infine qualche osservazione per il caso in cui la parti- 
cella si muove non su un'orbita piana, bensi su una traiettoria eli- 
coidale, cioè con una componente longitudinale delle velocità 


F(€) 
/ 


07929 1 2 3 4 € 
Fig. 17 


(rispetto al campo) vj =vcos yY (Xx è l’angolo tra H e v). La 
frequenza del moto di rotazione è data dalla stessa formula (74,1), 
ma il vettore v descrive non un cerchio, bensi la superficie di un cono 
di asse diretto lungo H e di apertura pari a 2y. L'intensità totale 
della radiazione (considerata come la perdita totale d’energia 
della particella in un secondo) si otterrà dalla (74,2) sostituendo 
H con H, = Hsenyxw. 


1) Il legame tra la funzione d’Airy e la funzione KX;/3 è dato dalla formula (4) 
riportata nella nota alla pag. 204. Per ulteriori trasformazioni si fa uso delle 
relazioni ricorrenti 


2V 7 
Ky1 (7) Ku (7) Sg CENA 2Ky (2) = —Kya (2) °° Kyt (2), 
dove K_y (x) = XK, (x). In particolare, è facile trovare che 


densi Ka, (4 192) l 


VV 3n 3 
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Nel caso ultrarelativistico, la radiazione è concentrata nelle dire- 
zioni in prossimità delle generatrici del «cono delle velocità ». La 
distribuzione spettrale e l’intensità totale (considerate nella stessa 
direzione) si ricavano dalla (74,17) e dalla (74,10) sostituendo 
H + H,. Se invece si tratta dell’intensità osservata nelle direzioni 
indicate da un osservatore immobile distante, bisogna allora 
introdurre un fattore che tenda conto dell’avvicinamento o dell’al- 
lontanamento generale della sorgente di radiazione (che si muove 
sul cerchio descritto dalla particella) dall’osservatore. Questo fattore 
è dato dal rapporto dé/dt0ss, dove dioss è l'intervallo di tempo 
tra gli arrivi all’osservatore dei segnali emessi dalla sorgente con 
l'intervallo di. È evidente che 


dtoss = di (1 —_ Loi cos 8) : 


dove @ è l'angolo tra le direzioni k ed H (quest’ultima è presa per 
la direzione positiva della velocità vj). Nel caso ultrarelativistico 
dove la direzione k è vicina alla direzione v, abbiamo è ® Y, in modo 
che 


- = (1 —L COS i LE (74,19) 


dtoss sen? X 


PROBLEMI 


1. Determinare la legge di variazione dell'energia in funzione del tempo di 
® ® 9 LI . LI KI . 
una carica che descrive un'orbita circolare in un campo magnetico uniforme 


costante e perde energia per irraggiamento. 
Soluzione. In base alla (74,2), per la perdita di energia nell’unità di 


tempo si ha: 
_ 362048 
dt © 3mfc? 


€ è l'energia della particella). Da cui ricaviamo: 


(62— m2c4) 


L; 2e4H? 
=cth ( 3808 t+ costante ) A 
Quando # cresce l’energia decresce in modo monotono e tende asintoticamente al 
valore € = mc? (arresto totale della particella) per t + co. 

2. Trovare l’andamento asintotico per grandi n della distribuzione 
spettrale della radiazione per una particella che descrive una circonferenza 
a velocità non vicina alla velocità della luce. 

Soluzione. Utilizziamo la nota formula della teoria delle funzioni di Bessel: 


Jola iui cui [ pr agis 13 
Ù V27n (1—e)/1L14 Vi—-e? 3 
valida per n (1 — 22)? >» 1. Conl’aiuto di questa formula dalla (74,9) deduciamo: 


e4H? Va v3 ii| v/c RESTO 


n 2 =—r_——6m& — — 
2 Vam?e3 cì 


Z 
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Questa formula è valida per n (1 — v2/c2)3/8 > 14; se, inoltre, 1 — v2/c? è piccola, 
la formula ottenuta si riduce alla (74,15). 
3. Trovare la polarizzazione della radiazione emessa da una carica in 


campo magnetico. 
Soluzione. Il campo elettrico E, è calcolato a partire dal potenziale vetto- 


re A, (74,6), (74,7) con l’aiuto della formula 
E, = [{kA,}k]= | k(kA,)+ikAn. 


Siano e;, eg i vettori unitari nel piano DORPERGicolio alla direzione k, dove e; 
è parallelo all’asse delle x, ed es giace nel piano yz (le loro componenti sono 
rispettivamente: e, = (4, 0, 0), eg = (0, sen 6, —cos 0); i vettori e;, es, k co- 
stituiscono una terna destrorsa. Allora il campo elettrico sarà: 


E, =ikAxne-+ ik sen 0Aynes, 


oppure, omettendo fattori inessenziali: 
nv 


En na Jh, (cos 0) est tg 0, (2 cos 0) Îeg. 


L'onda è polarizzata ellitticamente (vedi $ 48). 
Nel caso ultrarelativistico, per n grandi e angoli @ piccoli, le funzioni Jn 


e Jn si esprimono mediante X,;3 € Ke;3, e ponendo, inoltre, nei loro argo- 
menti 


v? v? me? \2 
1-7 cost 0 1-+0=(-) + 02, 


otteniamo in definitiva: 


En=exbAa,, (3W)+1e20%, (FW), v=V (2È)+0. 


Quando 0 = 0 la polarizzazione ellittica degenera in quella lineare lungo e,. 
Per angoli 0 grandi (10| mc?/6, n0? > 1), abbiamo X;3 (x) ®& K2/3(2) = 
a Vaze*, e la polarizzazione tende a essere circolare: E, w e, + t6g;. 
tuttavia, l’intensità di radiazione diventa allora esponenzialmente piccola. 
Nella regione angolare intermedia l’asse minore dell’ellisse è diretto lungo es, 
l’asse Maggiore lungo e;. Il senso della rotazione dipende dal segno dell’angolo 6 
(0 > 0 se le direzioni H ek giacciono distinti rispetto al piano dell'orbita, 
come nella fig. 16). 


$ 75. Frenamento per emissione di radiazione 


Nel $ 65 si è visto che lo sviluppo dei potenziali del campo di 
un sistema di cariche in serie di potenze di v/c conduce, in seconda 
approssimazione, alla lagrangiana che definisce completamente (in 
questa approssimazione) il moto delle cariche. Sviluppiamo ora il 
campo sino a termini d'ordine superiore e vediamo quali sono gli 
effetti da essi prodotti. 

Nello sviluppo del potenziale scalare 


p= { 4 Pi-R/e dV 
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il termine del terzo ordine in Le ci 


g = 7 | R20 dV. (75,4) 


— 7528 


Per le stesse ragioni, addotte nella deduzione della (65,3), nello 
sviluppo del potenziale vettore dobbiamo prendere solo il termine 
del secondo ordine in 1/c, cioè 


AD { j dV. (75,2) 


Facciamo la trasformazione dei potenziali: 
190 ’ 
i dgr cd, A'=A + grad f, 


scegliendo la funzione f in modo tale che il potenziale scalare g‘® 
si annulli: 


Il nuovo potenziale vettore sarà sug: DA a: 
1(2) 1 
"i — e di | jdV — sr 3 v{R? dV = 
1 
RR] Ji V— 337 7 | Rod. 


Passando qui dall’integrale alla somma sulle singole cariche, 
per il primo termine del secondo membro avremo l’espressione 


1 I” i 
— dev. Scriviamo nel secondo termine R = R, — r, dove RK, ed 


r hanno il loro solito significato (vedi $ 66); allora Riina —Y, 
e il secondo termine assume la forma gallo Si ha cosi 
AD — — 2 S ev. (75,3) 


Il campo magnetico corrispondente a questo potenziale è nullo 
(H = rot A" = 0), poiché A" non contiene esplicitamente le 


DI 


coordinate. Il campo elettrico E = -A'/c è uguale a 
Fed. (75,4) 


dove d è il momento di dipolo del sistema. 

Vediamo quindi che i termini del terzo ordine nello sviluppo del 
campo fanno apparire forze supplementari agenti sulle cariche, 
che non sono presenti nella funzione di Lagrange (65,7); queste 
forze dipendono dalle derivate rispetto al tempo delle accelerazioni 
delle cariche. 
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Consideriamo un sistema di cariche in moto stazionario!) e cal- 
coliamo il lavoro medio compiuto dal campo (75,4) nell'unità di 
tempo. Ciascuna carica e è sollecitata dalla forza f = eE, cioè 


ei 9. (75,5) 


3c3 


Nell’unità di tempo questa forza compie un lavoro pari a fv; il 
lavoro totale compiuto su tutte le cariche è uguale alla somma 


estesa alle cariche: 


Si fv= 3a - sd Jev=4 


Il primo termine si annulla quando si prende la media rispetto al 
tempo, e quindi il lavoro medio vale: 


Shv=-pd. (75,6) 


2 "na 


d'd=-#34 (dd) 73 @. 


A di 


L'espressione a secondo membro (presa con il segno: opposto) è 
l'energia irraggiata mediamente dal sistema nell’unità di tempo 
(vedi (67,8)). Così, le forze (75,5) apparse in terza approssimazione 
descrivono l’azione inversa della radiazione sulle cariche. Queste 
forze sono dette forze di frenamento per emissione di radiazione 
o forze d'attrito di Lorentz. 

Contemporaneamente all'energia, un sistema di 2ariche irraggiante 
perde anche il momento angolare. La diminuzione del momento 
angolare nell'unità di tempo, dM/di, può essere facilmente calcolata 
con l’aiuto delle espressioni per le forze di frenamento. Derivando 


il momento angolare M = | [rp] rispetto al tempo, si ottiene 
M = Ò Irpl, essendo Y} [rp] = Y) m [vr] =0. Sostituendo la deri- 
vata dell’impulso della particella rispetto al tempo con la forza 
d’attrito (75,5) che agisce su di essa, troviamo: 


M=- S [rf] = de [rd]}= 223 [dd]. 


Vogliamo determinare qui il valore medio nel tempo della perdita 
di momento angolare in un moto stazionario, esattamente come 
nel caso appena esaminato abbiamo calcolato la perdita media di 


energia. Scrivendo 

0 ee d CIO) 0 6 
e notando che la derivata totale rispetto al tempo (il primo termine) si 
annulla quando si prende la media, troviamo in definitiva la seguente 


1) Più precisamente, un moto che sarebbe stazionario se si trascurasse la 
radiazione che genera lo smorzamento progressivo del moto. 
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espressione per la variazione media di momento angolare di un 
sistema irraggiante!): 


Il frenamento per emissione di radiazione ha luogo anche nel caso 
di una sola carica in moto in un campo esterno. La forza corri- 
spondente è data da: 


iv. (75,8) 


Per una particella si può sempre scegliere un sistema di riferimento 
in cui essa sia in quiete nell'istante dato. Se in un tale sistema 
si calcolano i termini successivi dello sviluppo del campo generato 
dalla carica, è facile vedere che tutti questi termini si annullano 
quando il raggio vettore R tracciato dalla carica al punto d’osserva- 
zione tende a zero. In tal modo, nel caso di una sola carica la formula 
(75,8) è l’espressione esatta dell’azione inversa della radiazione nel 
sistema di riferimento dove la carica è in quiete. 

Bisogna però tener presente, che la descrizione dell’azione della 
carica « su sé stessa » per mezzo della forza di frenamento non è affat- 
to soddisfacente e contiene in sé delle contraddizioni. L'equazione 
del moto di una carica, in assenza di un campo esterno, sollecitata 
soltanto dalla forza (75,8) ha la forma 


. __ 2e? oo 
m=z3% 


L'equazione possiede, oltre alla soluzione banale v = costante, 
ancora un’altra soluzione in cui l’accelerazione v è proporzionale 
a exp (3mc8t/2e*), cioè cresce infinitamente con il tempo. Ciò vuol 
dire, per esempio, che una carica, attraversato un campo qualsiasi, 
all’uscita dal campo dovrebbe « accelerarsi da sola » infinitamente. 
L’assurdità di questo risultato dimostra quanto sia limitata l’appli- 
cabilità della formula (75,8). 

È naturale a questo punto la domanda: come mai l’elettrodina- 
mica, che soddisfa la legge di conservazione dell'energia, può con- 
durre al risultato assurdo per cui una particella libera aumenta 
infinitamente la sua energia? In realtà, le origini di questa dif- 
ficoltà risiedono nella « massa propria » elettromagnetica infi- 
nita delle particelle elementari della quale si è parlato nel $ 37. 
Quando nelle equazioni del moto scriviamo per la carica una massa 
finita, in effetti attribuiamo alla carica formalmente una « massa’ 
propria » infinita negativa di origine non elettromagnetica, che, som- 
mata alla massa elettromagnetica, rende finita da massa della par- 
ticella. Siccome la differenza di due infiniti non è un'operazione 


1) In accordo con il risultato (3) ottenuto nel problema 2 del $ 72. 
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matematica del tutto corretta, ciò genera appunto una serie di dif- 
ficoltà, compresa quella qui citata. 

In un sistema di coordinate dove la velocità della particella è 
piccola, l'equazione del moto si scrive, tenuto conto del frenamento 
per radiazione, nel modo seguente: 


mv=eE + [vB] +3 v. (75,9) 


In virtù delle considerazioni esposte, questa equazione è applicabile 
soltanto finché la forza di frenamento è piccola rispetto alla forza con 
la quale il campo esterno agisce sulla carica. 

Per chiarire il significato fisico di questa condizione, procediamo 
nel modo seguente. Nel sistema di riferimento dove la carica è nell’i- 
stante dato in quiete, la derivata seconda della velocità rispetto al 
tempo, trascurata la forza di frenamento, vale: 


(A) e . e C) 
Sostituiendo nel secondo termine (con la stessa approssimazione) 


v = eE/m, otteniamo: 
eè 


v=<È+-- [EH]. 


La forza di frenamento risulta quindi composta di due termini: 


3. 
{= E+ [EM]. (75,40) 


3me3 


Se è la frequenza del moto, allora E è proporzionale a WE e, di 


3 

conseguenza, il primo termine è dell’ordine di 23 E; il secondo 
4 

termine è dell'ordine di a EH. Perciò la condizione per cui le 

forze di frenamento sono trascurabili rispetto alla forza esterna e£ 

agente sulla carica conduce alla relazione: 


e? 
ma <1, 
oppure, introducendo la lunghezza d’onda 7 — c/o: 
L} 
1>Z4;. (75,11) 


Cosi, la formula (75,8) del frenamento per radiazione è applica- 
bile solamente nel caso in cui la lunghezza della onda incidente 
sulla carica è grande rispetto al « raggio » della carica e?/mc?. Dalla 
relazione trovata si vede che la distanza dell’ordine di e*/me? rappre- 
senta nuovamente il limite oltre il quale l’elettrodinamica entra 
in contraddizione con sé stessa (vedi $ 37). 
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Confrontando inoltre il secondo termine della forza di frena- 
mento e la forza eZ, troviamo la condizione 


He (75,42) 


e3 


(oppure c/oy > e?/mce?, dove ©y = eH/mc), In tal modo, è necessa- 
rio anche che il campo stesso non sia troppo forte. I campi — m?c4/e3 
costituiscono pure un limite oltre il quale l’elettrodinamica classica 
porta a contraddizioni interne. Qui bisogna inoltre tener presente 
che l’elettrodinamica diventa inapplicabile anche in seguito ad effetti 
quantistici, già per campi considerevolmente più deboli). 
Ricordiamo, a scanso di malintesi, che la lunghezza d’onda nella 
(75,11) e la grandezza del campo nella (75,12) sono rapportate al 
sistema di riferimento nel quale la particella è in quiete nell’i- 


stante dato. 
PROBLEMI 


4. Determinare il tempo necessario affinché due cariche che si attraggono 
« cadano » l’una sull’altra mentre compiono un moto ellittico (con velocità 
piccola rispetto a quella della luce), perdendo energia per irraggiamento. 

Soluzione. SAI a iccola la perdita relativa di energia in un giro, 
possiamo porre la derivata dell’energia rispetto al tono uguale all’intensità 


media della radiazione (determinata nel problema 1 del $ 70): 
dl&l _ (216)”u%?2a3 (e) (3216120 e) 1 
dio 3c3M mi Mo ua? i (1) 
dove a = | e;es |. Insieme all'energia, le particelle perdono il momento ango- 


lare. La perdita del momento angolare nell'unità di tempo è data dalla 
formula (75,7); sostituendo in essa l’espresione (70,1) per d e notando che 


ur = —ar/3 ed M= y [rv], troviamo: 
dM 2a, ( C4 €9 VI 


dit © 38m, my) r3° 


Prendiamo la media di questa espressione rispetto ad un periodo del moto. 
Tenendo conto che M varia lentamente, sarà sufficiente prendere nel secondo 
membro dell’uguaglianza la media soltanto di r-3; questo valore medio si calcola 
esattamente nello stesso modo come abbiamo fatto nel problema 1 del $ 70 per 
il valore medio di r-4. Per la perdita media del momento angolare nell’unità 
di tempo troviamo in definitiva la seguente espressione: 


su ant en (ani 2) 
dio 3c3M? my Mo ( 


(qui, come nella (1), abbiamo omesso il tratto orizzontale che indica il valore 
medio). Dividendo la (1) per la (2), otteniamo l'equazione differenziale 


el na (amg lél0l) 
dM —— 2M3 ua? | ° 


1) Per campi — m?c8/he, cioè quando hw - me? Questo limite è di 
hc/e® = 137 volte inferiore al limite stabilito dalla condizione (75,12). 
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la cui integrazione ci dà: 


_pe (j,__M°\_,1%0l 
163 (4 Mm) + Mo © (3) 


La costante d’integrazione è stata scelta in modo tale che si abbia $ = o 
per M = Mo, dove M, ed %, sono i valori iniziali del momento angolare 
e dell'energia delle particelle. 

Alla « caduta » delle particelle, l’una sull’altra, corrisponde M + 0. Dalla 
(3) risulta allora che, come doveva essere, & + —co. 

Notiamo che il prodotto | | M? tende a pa?/2, e dalla formula (70,3) 
segue che l’eccentricità e + 0, cioè l'orbita diventa a poco a poco circolare 
a misura che le particelle si avvicinano l’una all'altra. Sostituendo la (3) nella (2), 
determiniamo la derivata dt/d.M, espressa in funzione di M, dopo dì che l’inte- 
grazione rispetto a dM da Mya zero dà il tempo di caduta: 


c3M8 


crd (14? (Vai VIMITE? 
cad varia (È ca) ( po? + 2M2|60]) ° 


2. Trovare la lagrangiana limitata ai termini del quarto ordine!) di un 
sistema di due particelle identiche cariche (J. A. Smorodinski e V. N. Golu- 
benkov, 1956). 

Soluzione. Risulta comodo fare il calcolo seguendo un procedimento 
aAuantO differente da quello utilizzato nel $ 65. Partiamo dall'espressione 
della lagrangiana per le particelle e il loro campo: 


n 1 La. Da 
L= | {7 (E*-H)+-—jA—op} dVr- YI mae? — a: 
a 
Ponendo 
41 0A 
E°-H E ( n Ve) Hrot A 


e integrando per parti, otteniamo: 


+|E:-H)sr= 


A i d A ((1, 
=-7 $ {Eg+[AH]} di È { EA dV-> { (--iA-pp) dV. 


Per un sistema senza radiazione di dipolo, l’integrale su una superficie infinita» 
mente distante non dà nessun APRONO ai termini dell'ordine di 1/c*. Per quanto 
concerne il termine contenente la derivata totale rispetto al tempo, esso può 
essere trascurato completamente nella lagrangiana. In tal modo, i termini 
cercati del quarto ordine della lagrangiana sono contenuti nell'espressione 


14 { (0) Le E. 
a 


Continuando lo sviluppo, fatto nel $ 65, troveremo i termini del quarto ordine 
nei potenziali (p ed A/c) del campo creato dalla carica 1 nel punto dove si trova 


1) Vedi la nota alla pag. 221. I termini del terzo ordine della lagrangiana 
scompaiono automaticamente: i termini dell’ordine corrispondente del campo 
creato dalle pattino sono determinati dalla derivata rispetto al tempo del 


momento di dipolo [vedi la (75,3)] che nel dato caso si conserva. 
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la carica 2: 
e d34RS 4 e 0 
di azar 


Facendo la trasformazione (18,3) con una adeguata funzione f, questi potenziali 
possono essere espressi nella forma equivalente: 


=0, La, (g= [2 (av +4 2 vas I 
wi (2)=0, DAL)= 3 [Fa (A+ 73 7 (VA9)] (1) 
la derivazioni 9/9t si fanno fissando la posizione del punto d'osservazione, cioè 


el punto 2; le derivazioni V si fanno rispetto alle coordinate del punto d'os- 


servazione). 
I termini del quarto ordine della lagrangiana sono dati ora dall’espres- 


sione : 
LI = [A (2) ve+-Az(1) vil + pa (08+09). (2) 


Effettuando nella (1) alcune delle derivazioni, scriviamo A; (2) nella forma 


1 __ € OF, 
Md =3A 


(dove n è il versore diretto dal punto 1 al punto 2). Prima di continuare il 
calcolo, è comodo escludere immediatamente da ‘9 i termini contenenti le 
derivate delle velocità rispetto al tempo di ordine superiore al primo; notiamo 
a questo scopo che 


d 
Fi= # [3Av, — An (nv.)] 


1 e òF d ° 
_ A,(2) vo =Ba ‘3 3 sù zi {3 (vaF1) — (VaV) (vaFi) — Fiva } ’ 


dove 
+ (v,F.) = + (vaF1) +-(vaV) (v2Fi) 


è la derivata totale rispetto al tempo (derivazione rispetto ai due estremi 
del vettore R!) e può essere omessa nella lagrangiana. Le accelerazioni 
si eliminano invece dall’espressione ottenuta mediante le equazioni del moto 


in prima approssimazione: mv, = —e?n/R*, mvs = e?n/R?. Dopo un calcolo 
assai lungo, otteniamo in definitiva: 


L= og I-0M0+2 (vava—3 (nv,)? (va)? + 


+ (nvy)? 03 + (nvg)? efl+ [vi v1+ 


+3 (nv,)3+3 (ava) + E} +7 0E+0). 


Dalla simmetria dovuta all'identità delle due cariche risulta a priori che, 
nel sistema di riferimento dove il loro centro di massa è in quiete, si avrà 


vi =— Ve. Per i termini del quarto ordine della lagrangiana si ha allora: 
2 41 e? Det vS 
bi ES AE 4 252 dp] 4 Lia 
L%) — iR {73 [vt — 3 (nv)4-+-2 (nv) vi] +5 R (8 (0v) via + 


dove v= v, — vil). 


1) Questo metodo di esclusione di accelerazione è scorretto; il metodo corretto è dato da 
B. M. Barker, R. F. O’Connell, Canad. ‘J. Phys., 58, 1659 (1980). 
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$ 76. Frenamento per emissione di radiazione nel caso relativistico 


Ricaviamo l’espressione relativistica del frenamento per emissione 
di radiazione (per una sola carica), valida anche per un moto a velo- 
cità dell'ordine di quella della luce. Questa forza rappresenterà ora 
un quadrivettore g* con il quale si dovrà completare l’equazione del 
moto di una carica, scritta nella forma quadridimensionale: 
mc I +g!. (76,1) 
Per determinare g*, notiamo che per v «€ c le sue tre e agi 
spaziali debbono ridursi alle componenti del vettore f/c (75,8). È 


facile vedere che il quadrivettore £ aci possiede questa proprietà. 


Esso non soddisfa però l'identità g'u; = 0 che vale per le com- 
ponenti di ogni quadrivettore forza. Perché questa condizione sia 
soddisfatta, bisogna aggiungere all'espressione scritta un certo qua- 
drivettore composto della 4-velocità u' e delle sue derivate. Le tre 
componenti spaziali di questo vettore si debbono annullare nel caso 
limite v = 0 in maniera tale che non venga alterato il giusto valore 


%e2 d2ui 
di f, già dato dall’espressione 3 de Il quadrivettore u' possiede 


questa proprietà, e, di conseguenza, il termine supplementare cercato 
deve avere la forma au'. Lo scalare a deve esser scelto in maniera tale 
che sia soddisfatta la relazione giu; = 0. Troviamo in definitiva: 


: 9ed /d3uÎ d2 
g'= ( = — u'u* e) i (76,2) 


L'espressione ottenuta può essere scritta in un’altra forma, 
esprimendo, in virti delle equazioni del moto, le derivate d2u'/ds3 
in funzione del tensore del campo elettromagnetico esterno agente 
sulla particella: 


ds — na kr ds mei dIl 
Facendo la sostituzione, bisogna tener presente che il prodotto del 
tensore 0F'k/0x1, antisimmetrico rispetto agli indici i, %, per il 
tensore simmetrico ”— dà zero. pai 

«A 2e3 dFih 
g°= 3mc dri unul — Sm aa LT +37 (Faiu') (FU m) ui. (76,3) 
L'integrale della 4-forza g* preso sulla linea d’universo del moto 
della carica che attraversa il campo dato deve coincidere (con il segno 
contrario) con la radiazione totale emessa dalla carica del 4-impulso 
AP* (allo stesso modo come il valore medio del lavoro della forza f 
coincide nel caso non relativistico con l’intensità della radiazione 


Î eyi ik 


La 
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di dipolo; vedi la (75,6)). È facile provare che le cose stanno esatta- 
mente in questo modo. Il primo termine della (76,2) nell’integrazione 
si annulla, perché la particella all’infinito ha accelerazione nulla, 
cioè du‘'/ds = 0. Integrando il secondo termine per parti otteniamo: 


__2e3 i d°up i __2e dup dul i 
— |g'ds — e Cu g3 = TIC ds 


risultato ehe coincide esattamente con la (73,4). 

Quando la velocità della particella tende a c, fra le componenti 
spaziali cresce più rapidamente il termine del quadrivettore (76,3), 
che contiene i prodotti tripli delle componenti della 4-velocità. 
Conservando perciò nella (76,3) soltanto questo termine e tenendo 
conto della relazione (9,18) tra le componenti spaziali del quadrivet- 
tore g' e la forza tridimensionale f, troviamo per quest’ultima: 


f= FI (Fri!) (F*°Um) ny 


dove n è il versore di v. In questo caso, la forza f è diretta in senso 
contrario della velocità della particella; dirigendo l’asse delle x 
lungo questa velocità e sviluppando le espressioni quadridimen- 
sionali, otteniamo: 

hu 2e0_ (Eyg_-H2)3+(E.+Hy)? 
3m?c4 


(76,4) 


(ovunque, tranne che al denominatore, è stato posto v = c). Si 
vede che per una particella ultrarelativistica la forza di frenamento 
è proporzionale al quadrato della sua energia. 

Sottolineiamo qui un fatto molto interessante. È stato dimostra- 
to al paragrafo precedente che le espressioni ottenute per il frena- 
mento per emissione di radiazione sono applicabili solo ai campi 
la cui grandezza nel sistema di quiete della particella (sistema Ko) 
è piccola rispetto all’espressione m°c‘/e®. Sia F l'ordine di grandezza 
del campo esterno nel sistema di riferimento X dove la particella si 
muove con velocità v. Allora, l’ordine di grandezza del campo nel 
sistema K,, vale F/V1 — vc? (vedi le formule di trasformazione 
nel $ 24). Risulta quindi che d ba soddisfare la condizione 


(76,5) 


m3c4 4 “ica 


Siccome il rapporto fra la forza di liana (76,4) e la forza ester- 
na (— eF) è dell'ordine di grandezza 
e3F 


1. 8 \? 
m3c4 1-3) 
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si vede che la validità della condizione (76,5) non impedisce che 
la forza di frenamento possa diventare (per energia sufficientemente 
grande della particella) grande rispetto alla forza ordinaria di Lo- 
rentz agente su una carica in un campo elettromagnetico !). Può 
avvenire dunque che per una particella ultrarelativistica il frena- 
mento per emissione di radiazione sia la forza principale agente su 
di essa. 

In questo caso, si può supporre che la perdita di energia (cinetica) 
della particella nell'unità di percorso sia uguale alla sola forza 
di frenamento f,; tenendo presente che quest’ultima è proporzionale 
al quadrato dell'energia della particella, si ha: 


d 
Ecm _k (2) &n, 


dove con È (x) è indicato il coefficiente dipendente dalla coordina- 
ta x, che si esprime, conformemente alla (76,4), in funzione delle 
componenti trasversali del campo. L'integrazione di questa equazio- 
ne ci dà: 


11.0 
a_- = +] #0 dx, 


dove é, è l'energia iniziale della particella (l’energia per 7 + —00). 
In particolare, l’energia finale €; della particella (dopo aver attra- 
versato il campo) è data dalla formula 


+ 00 
1 1 : 
init lime 


Si vede che per €$,-—+ co l'energia finale €, tende ad un limite co- 
stante non dipendente da €, (Z. J. Pomeranciuk, 1939). Ne segue 
che dopo aver attraversato il campo l’energia della particella non può 
superare il valore &crit definito dalla uguaglianza 


+ 00 


4 
Eerit s si (2) si 


1) Sottolineiamo che questo risultato non contraddice affatto la deduzione 
dell'espressione relativistica del quadrivettore forza gi, il quale era assunto 


piccolo rispetto al quadrivettore forza — Fih up. E sufficiente che venga 


osservata la condizione che le componenti di un quadrivettore siano piccole 
rispetto a quelle di un altro almeno in un solo sistema di riferimento; 
in virtù dell’invarianza relativistica, le formule quadridimensionali ottenute 
da questa ipotesi saranno automaticamente valide per ogni altro sistema di 
riferimento. 
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oppure, sostituendo l’espressione di % (2), 


+ 00 
F=ia (2) | [(E,— H.)}+(E.+H,)] dx. (76,6) 


PROBLEMI 


1. Determinare l'energia limite che può possedere una particella dopo aver 
attraversato il DR di un dipolo magnetico m; il vettore m e la direzione del 
moto giacciono nello stesso piano. 

Soluzione. Prendiamo per Diano x2 il piano passante per il vettore m e la 
direzione del moto; la particella si muova parallelamente all'asse delle 7 a 
distanza p da quest'ultimo. Per le componenti trasversali del campo del dipolo 
magnetico agente sulla particella [vedi la (44,4)] si ha: 


Hy —_ 0, 
m 
feta Ga {3(pcosp+ sen p)p—(p?+ 22) cos p} 
(q è l'angolo tra m e l’asse delle z). Sostituendo nella (76,6) ed integrando, otte- 
nlamo: 
4A ma e2 \2 ì 
7 ie (53) (15+-26 cos? Q). 


2. Scrivere l’espressione tridimensionale della forza di frenamento nel caso 
relativistico. 

Soluzione. Calcolando le componenti spaziali del quadrivettore (76,3), 
avremo: 


(1-8) (Ln) [4400] n] 
+75 { (e8}+-i 11151 ++E08)} — 


ERRO RR { (e+È [vn)“—= (em? } : 
2 


$ 77. Decomposizione spettrale della radiazione nel caso 
ultrarelativistico 


Nel ($ 73) è stato dimostrato che la radiazione di una particella 
ultrarelativistica è"diretta principalmente in avanti, nel senso della 
velocità della particella: essa è compresa quasi interamente in un 
piccolo intervallo di angoli 


40-21-25 


intorno alla direzione di v. 
Nel calcolare la decomposizione spettrale della radiazione ha 
un’importanza fondamentale la relazione tra la grandezza di questo 
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intervallo e l'angolo totale a di diffusione della particella durante 
il passaggio attraverso un campo elettromagnetico esterno. 
L’angolo a può essere valutato nel modo seguente. La variazione 
trasversale (rispetto alla direzione del moto) dell'impulso della 
particella è dell’ordine di grandezza del prodotto della forza tra- 
sversale eF !) per il tempo impiegato a percorrere il campo 
t > alva= alc(doveaèla distanza alla quale il campo è sensibilmen- 
te differente da zero). Il nos fra a grandezza © l'impulso 


Ag uf 


determina l’ordine di grandezza del eng angolo a: 


= efa 
ia pit 7 
Dividendolo per A60, troviamo: 


x eFa 
A0 CE mei . (77,1) 
Notiamo che questo rapporto non dipende dalla velocità della parti- 
cella ed è interamente determinato dalle proprietà del campo esterno 
stesso. 
Supponiamo innanzitutto che 
eFa me, (77,2) 


cioè che l’angolo totale di diffusione della particella sia grande ri- 
spetto a A0. Possiamo allora affermare che la radiazione emessa 
in una direzione proviene essenzialmente dall’arco di traiettoria 
dove la velocità della particella è quasi parallela a questa direzione 
(formando con quest’ultima l’angolo compreso nell’intervallo A6) 
e che la lunghezza .di questo arco è piccola rispetto ad a. Sullo 
stesso arco il campo ° può essere considerato costante, e siccome 
un piccolo arco di curva può essere approssimato con un arco di cer- 
chio, si possono applicare i risultati ottenuti nel $ 74 per la radia- 
zione emessa in un moto circolare uniforme (sostituendo nello 
stesso tempo H con 7). In particolare, si può affermare che gran 
parte della radiazione è concentrata nella regione di frequenze 


0) ia (77,3) 


(vedi la (74,16)). 


1) Se l’asse delle 7 è orientato nella direzione del moto della particella, 
allora (eF)? è la somma di quadrati delle componenti sugli assi y e z della 


forza di Lorentz eE + 7 [vH], dove si può inoltre porre v x c: 
F2=(Ey—H,)3+(E.+Hy)?. 
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Nel caso limite opposto 
eFa« me, (77,4) 


l'angolo totale di diffusione della particella è piccolo rispetto a 
A60. Allora, tutta la radiazione é emessa essenzialmente in uno stret- 
to intervallo di angoli A6 intorno alla direzione del moto ed è de- 
terminata dall’intera traiettoria della particella. 

Per calcolare la decomposizione spettrale dell'intensità in questo 
caso, è comodo partire dall'espressione per il campo nella zona delle 
onde nella forma di Lienard-Wiechert (73,8) Calcoliamo la com- 
ponente di Fourier 


E, = | Eeiot dt. 


L'espressione del secondo membro della formula (73,8) è calco- 
lata all’istante ritardato #, determinato dalla condizione t' = 
= t — R (t')/c. A grandi distanze dalla particella che si muove con 
una velocità quasi costante v si ha: 


l'at Morta: ++ 


(r = r(t) vt è il raggio vettore della particella), oppure 


e=t (1-3) 4, 


(hi 
Sostituiamo l’integrazione in di con l’integrazione in dt’ ponendo 
di=(1-2) dt, 
Cc 


ed otteniamo: 
E | [n [(n_- 2) w (1°) ]| por i7) gp. 
ra 00 


La velocità v è considerata qui ovunque come una grandezza costante, 
solo l’accelerazione w (t') è variabile. Ponendo 


lai deri (77,5) 


ed introducendo la componente di Fourier dell’accelerazione corri - 
spondente a questa frequenza, scriviamo E» nella forma 


Ee=-%77 (+) [n[(n-+)we]] 


Infine, .in base alla (66,9), per l'energia irraggiata nell'angolo 
solido do e di frequenze comprese nell’intervallo do troviamo 
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finalmente: 
dEn0= 323 (S V][[ (n) ww ]]|' do$e. (77,6) 


È facile valutare l'ordine di grandezza dell'intervallo di frequenze 
in cui quali è concentrata gran parte della radiazione nel caso 
(77,4) osservando che la componente di Fourier w,° è sensibilmente 
differente da zero soltanto se il tempo 1/0’ o, il che è lo stesso, se 
l’espressione 

1 


è dello stesso ordine del tempo a/v — a/c nel corso del quale l’acce- 
lerazione della particella varia sensibilmente. Troviamo quindi: 


0) — 7. (77.1) 
La dipendenza di queste frequenze dall'energia è la stessa che si ha 
nella (77,3), ma il coefficiente è diverso. 

Nello studio effettuato (per ambedue i casi (77,2) e (77,4)) si è 
supposto che la perdita totale di energia della particella durante il 
suo passaggio attraverso il campo fosse relativamente piccola. Mo- 
striamo ora che il problema dell’irraggiamento di una particella ultra- 
relativistica, la cui perdita totale di energia è comparabile alla sua 
energia iniziale, si riduce al primo dei casi studiati. 

La perdita di energia della particella nel campo si può definire 
come il lavoro della forza d’attrito di Lorentz. Il lavoro della forza 
(76,4) su un percorso — a è dell’ordine di grandezza di 


e4F32a 


Perché esso sia comparabile all’energia totale della particella 
me3/VA1 — v*c?, il campo deve manifestarsi sino a distanze 


m3c8 pi 
In questo caso la condizione (77,2) sarà automaticamente soddisfatta: 
6 
aef — mae AZ — 4 -% me, 


perché il campo / deve, in ogni caso, verificare la condizione (76,5) 
senza la quale l’elettrodinamica ordinaria non può essere in generale 
applicata. 
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PROBLEMI 


1. Determinare la”distribuzione spettrale dell'intensità totale (in tutte le 
direzioni) della radiazione nell’ipotesi che valga la condizione (77,2). 

Soluzione. La radiazione proveniente da un elemento d’arco della traiettoria 
è determinata dalla formula (74,13), dove H deve essere sostituito con il valore F 
della forza trasversale nel punto dato e dove, inoltre, bisogna passare dallo 
spettro discreto di frequenze a quello continuo. Questo passaggio vien fatto 
moltiplicando formalmente per dn e sostituendo 

dn do 
Indn=In To do=In vali 

Integrando poi l’intensità rispetto a tutto il tempo, troveremo la distribuzione 
spettrale della radiazione totale nella forma: 


v3 00 n 
E) { [emi foma]a 


cVa LA 


dove © (u) è la funzione di Aîry della variabile indipendente 


[meo v2 2/3 
STE (1 c? )| ° 
L'espressione integranda dipende dalla variabile d'integrazione t in modo 
implicito mediante la grandezza u (F, e con essa anche «, variano sulla traiettoria 
della particella; per il moto dato, questa variazione può essere considerata come 
una dipendenza dal tempo). 
2. Determinare la distribuzione spettrale dell’energia totale irraggiata (in 
tutte le direzioni) nell'ipotesi che valga la condizione (77,4). 
Soluzione. Tenendo presente che il contributo maggiore è dato dalla radia- 
zione emessa sotto angoli piccoli rispetto alla direzione del moto, scriviamo: 


o'=0(41--cos0) O (1-2+5) 23 (1-5+®) : 


Nell’espressione (77,6) all'integrazione rispetto agli angoli do = sen 0 d0 dp & 
= 0 dé dp sostituiamo l’integrazione in dpdo0'/w. Sviluppando il quadrato 
del doppio prodotto vettoriale nella (77,6), bisogna tener presente che, nel caso 
ultrarelativistico, la componente longitudinale dell'accelerazione è piccola 
rispetto a quella trasversale (nel rapporto 1 — v/c?) e, nel dato caso, w e v si 
possono considerare, con un grado di Ipprosinazione sufficiente, perpendi- 
colari. Per la distribuzione spettrale della radiazione totale troviamo infine 
la seguente espressione: 


déo= — do 


$ 78. Diffusione da cariche libere 


Quando su un sistema di cariche incide un'onda elettromagnetica, 
sotto l’azione di questa le cariche si mettono in moto. Questo moto 
è accompagnato, a sua volta, da una radiazione emessa in tutte le 
direzioni: si dice che si ha una diffusione dell'onda iniziale. 
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E comodo caratterizzare la diffusione come il rapporto fra la 
quantità d’energia emessa dal sistema diffondente in una data 
direzione nell’unità di tempo e la densità del flusso d’energia della 
radiazione incidente. Questo rapporto ha la dimensione di un’area 
e si chiama perciò sezione efficace di diffusione. 

Sia dI l'energia irradiata dal sistema nell'angolo solido do (in 
4 sec) quando il sistema è colpito da un’onda con vettore di Poyn- 
ting S. Allora la sezione diîdiffusione (nell'angolo solido do) è 


do = (78,1) 


cal] &l 


(il trattino indica il valore medio rispetto al tempo). L'’integrale 
di do su tutte lé direzioni è la sezione totale di diffusione. 

Consideriamo la diffusione generata da una sola carica libera e 
ferma. Supponiamo che su questa carica incida un’onda piana mono- 
cromatica polarizzata linearmente. Il campo elettrico si può 
in questo caso scrivere nella forma 


E = Eo COS (kr — mi + A). 


Partiremo dal presupposto che la velocità acquisita dalla carica 
sotto l’azione del campo dell’onda incidente sia piccola rispetto alla 
velocità della luce, condizione che in pratica ha sempre luogo. Si 
può allora considerare la forza agente sulla carica uguale ad eE e 


trascurare la forza 2 [vH] del campo magnetico. In questo caso, si 


può trascurare anche l’effetto dello spostamento! della carica 
quando essa oscilla sotto l’azione del campo. Se la carica oscilla in- 
torno all'origine delle coordinate, si può allora ritenere che essa si 
trova costantemente sotto l’azione del campo presente nell’origine 
delle coordinate, cioè 


E = Eocos(ot — a). 
Siccome le equazioni del moto della carica hanno la forma: 
mr = eE, 
e il suo momento di dipolo è d = er, si ha 


e? 
= LE. (78,2) 


Per calcolare la radiazione diffusa, è comodo utilizzare la for- 
mula (67,7) per la radiazione di dipolo; il che è lecito perché 
la velocità acquisita dalla carica è supposta piccola. Notiamo anche 


che la frequenza dell’onda emessa dalla carica (cioè dell’onda diffu- 
sa) è evidentemente uguale alla frequenza dell'onda incidente. 
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Sostituendo la (78,2) nella (67,7), troviamo: 
A ni 
dl e] [En']? do, (78,3) 


dove n’ è il vettore unitario nella direzione della diffusione. D'altra 
parte, il vettore di Poynting dell'onda incidente è uguale a 


S= E 
44 
Di qui troviamo la sezione di diffusione nell’angolo solido do: 
do = (2) sen? 0 do, (78,4) 


dove 8 è l'angolo tra la direzione della diffusione e la direzione del 
campo elettrico E dell'onda incidente. Si vede che la sezione di 
diffusione da una carica libera non dipende dalla frequenza. 

Determiniamo la sezione d’urto totale o. A questo scopo, pren- 
diamo la direzione di E per asse polare; allora do = sen 04 04 q, 
ei ntegrando in d0 da 0a znreindgpda0a2asi trova: 


= (7) (0,9) 


(formula di Thomson). 

Infine, calcoliamo la sezione differenziale do per il caso in 
cui l'onda incidente non è polarizzata (luce naturale). Per fare 
questo si deve mediare la (78,4) su tutte le direzioni del vettore E 
nel piano perpendicolare alla direzione di propagazione dell’onda 
incidente (direzione del vettore d'onda k). Indicando con e il 
versore di E, scriviamo: 


senz 6=1— (n'e) =1 — ninieaes. 
Utilizzando la formula !) 
=" ..d kok 
Calp = > (805 Pei de ) (78,6) 


otteniamo: 
—;— 4 'k}2 4 
sen? 0=+ (4 e ) = (1 + cos? d), 


dove ‘9 è l’angolo tra le direzioni dell’onda incidente e dell'onda dif- 
fusa (angolo di diffusione). In tal modo, la sezione di diffusione 
dell'onda non polarizzata da parte di una carica libera è: 

do=+ (£ V dA + cos? 8) do- (78,7) 


mc? 


1) In effetti, een è un tensore simmetrico di traccia uguale a uno, che, 
moltiplicato per X,; dà zero, essendo e e k perpendicolari. L'espressione scritta 
verifica esattamente queste condizioni. 
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L'effetto di diffusione sulla particella diffondente si manifesta 
con una forza. Le considerazioni seguenti permettono di convincersene 
facilmente. L’onda incidente perde in media nell’unità di tempo 


l'energia cWo, dove W è la densità media di energia e o la sezione 


totale. Siccome l’impulso del campo è uguale alla sua energia 
divisa per la velocità della luce, la quantità d'impulso perduta 


dall’onda incidente è Wo. D'altra parte, nel sistema di riferimento 
dove la carica effettua soltanto piccole oscillazioni sotto l’azione 
della forza eE e dove la sua velocità v è quindi piccola, il flusso 
totale d’impulso nell'onda diffusa è uguale, a meno dei termini 
dell’ordine di v/c, a zero (è stato dimostrato nel $73 che in un 
sistema di riferimento dove v = O la particella non irraggia im pul- 
so). Ne risulta che tutto l’impulso perduto dall’onda incidente 
viene «assorbito» dalla particella diffondente. La forza media f 
agente sulla particella è uguale al valore medio dell'impulso assor- 
bito nell'unità di tempo, cioè 


f=0Wn (78,8) 


(n è il vettore unitario nella direzione di propagazione dell’onda in- 
cidente). Notiamo che la forza media è una grandezza del secondo 
ordine rispetto al campo dell'onda incidente, mentre la forza «i- 
stantanea» (il cui termine dominante è eE) è del primo ordine rispetto 
al campo. 

Si può ottenere la formula (78,8) anche direttamente, prendendo 
la media della forza di frenamento (75,10). Il primo termine, propor- 


zionale ad E, si annulla quando si prende la media (come pure il va- 
lore medio della forza dominante eE). Il secondo termine, invece, 
dà: 


z Ze 8a / e2 \2 E? 
f= ra n= (4a) ‘7a 


che, in virti della (78,5), coincide con la (78,8). 


PROBLEMI 


1. Determinare la sezione di diffusione di un'onda polarizzata ellitti- 
camente da parte di una carica libera. 

Soluzione. Il campo dell'onda ha la forma E=A cos (ot +a)+ 
+ B sen (ot + a), dove A e B sono vettori perpendicolari (vedi $ 48). Per 
analogia con quanto si è fatto nel testo, troviamo: 


e2 \2 [An'}?+[Bn}? 
(<a) astgi _ 90. 


2. Determinare la sezione di diffusione di un'onda polarizzatal inear- 
mente da da parte di una carica che eompie (sotto l'azione di una forza 
elastica) piccole oscillazioni (il cosiddetto oscillatore). 
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Soluzione. L'equazione del moto della carica nel campo dell'onda incidente 
E= Escos(0t +4 a) è 


r+ wir sm E, cos (ot +), 


dove ©, è la frequenza delle sue osci azioni libere. Per le oscillazioni forzate 
si ha quindi: 
= eEo cos (Wt + a) 


m (0$ — 0?) 
Determinato d, troviamo: 
e? \2 dA 
ll [ica IZZO 2 


(9 è l’angolo tra E ed n'). 

3. Determinare la sezione totale per la luce diffusa da un dipolo elettrico 
che rappresenta dal punto di vista meccanico un rotatore. Si suppone che la 
frequenza © dell'onda sia grande rispetto alla frequenza 2, di rotazione 
libera del dipolo. 

Soluzione. Nell'ipotesi © > Q, si può trascurare la rotazione propria 
del rotatore e considerare solamente la rotazione forzata sotto l’azione del 
momento delle forze [dE] esercitate dall'onda. L'equazione di questo moto 


èJQ = [dE], dove J è il momento d'inerzia del rotatore e A la velocità 
angolare di rotazione. La variazione del vettore momento dipolare, quando esso 


ruota senza che vari il suo modulo, è data dalla formula d = [Qd]. Da queste 
due equazioni (omettendo il termine contenente il quadrato di £) otte- 
niamo: 


e 4 4 
d=-, [[dE]d}=-7- {E2°— (Ed) d}. 


Supponendo che tutte le orientazioni del dipolo nello spazio siano ugual- 


mente probabili e prendendo la media di d? su tutte le direzioni, otteniamo la 
sezione totale nella forma 


4. Determinare il grado di depolarizzazione di una luce naturale diffusa 
da una carica libera. 

Soluzione. Per ragioni di simmetria, è evidente che le due componenti 
incoerenti polarizzate della luce diffusa (vedi $ 50) saranno polarizzate linear- 
mente: una nel piano di diffusione (il piano passante per ìl raggio incidente 
e il raggio diffuso), e l’altra perpendicolarmente a questo PRE Le intensità 
di queste componenti sono determinate dalle componenti del campo dell’onda 
incidente nel piano della diffusione (E,,) e perpendicolarmente a questo piano 
(E) e, in virtù della (78,3), sono rispettivamente proporzionali a [E,,n']? = 
= Eî così & e [Ejn"}} = £3 (8 è l'angolo di diffusione). Siccome per una 
luce naturale incidente si ha Ef = Fi, il grado di dipolarizzazione (vedi la 
definizione (50,9)) è 

p= cos è 

5. Determinare la frequenza (w0’) della luce diffusa da una carica in moto. 

Soluzione. In un sistema di coordinate dove la carica è a riposo, la frequenza 
della luce non varia nella diffusione (‘ = @©'). Si può quindi scrivere questa 
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relazione in forma invariante 
kiu'i= kjui, 


dove ui è il quadrivelocità della carica. Di qui senza alcuna difficoltà 
ricaviamo: 


w' (1-2 coso )=0 (1-2 cose) ) 
c c 


dove 0 e 0’ sono gli angoli formati dalle onde incidente e diffusa con la direzione 
del moto (v è la velocità della carica). 

6. Determinare la distribuzione angolare della diffusione di un'onda pola- 
rizzata rettilineamente da parte di una carica che si muove a velocità 
arbitraria v nella direzione di propagazione dell'onda. 

Soluzione. La velocità v della particella è perpendicolare ai campi E ed H 
dell'onda incidente, e perciò perpendicolare anche all’accelerazione w acquisita 
dalla particella. L'intensità della diffusione è determinata dalla formula (73,14) 
nella quale bisogna esprimere l'accelerazione w in funzione dei campi E ed H 
conformemente alla formula ottenuta nel problema del $ 17. Dividendo l'inten- 
sità d/ per il vettore di Poynting dell’onda incidente, troviamo ‘per la sezione 
di diffusione la seguente espressione: 


v3 v\2 
so ( ee) ( (1--—-son0cos e) — 


(1-2 sen 0 cos p) 


v2 
— (1-77) cost0 | do, 
Cc 


dove, ora, 0 e g sono l'angolo polare e l'azimut della direzione n’ rispetto ad un 
sistema di coordinate con l'asse delle z diretto lungo E e l’asse delle x lungo v 
(cos (n’, E) = cos 0, cos(n’. v)= sen @ cos q). 

7. Determinare il moto di una carica sotto l’azione della forza media con 
la quale l’onda diffusa agisce sulla carisa. 

Soluzione. La forza (78,8) e, di conseguenza, anche la velocità del moto con- 
siderato sono dirette nella direzione della propagazione dell'onda incidente 
(asse delle 7). Nel sistema di riferimento ausiliario X dove la carica è in quiete 
(ricordiamo che si tratta della media di un moto rispetto ad un periodo di oscil- 


lazioni piccole), la forza agente sulla carica è oW., e l'accelerazione acquisita 
dalla carica sotto l’azione di questa forza è 


i Wo 


l’indice zero caratterizza le grandezze nel sistema di riferimento Ko). Il pas- 
saggio al sistema iniziale K (dove la carica si muove con la velocita v) si realizza 
applicando la formula dedotta nel problema del $ 7 e la formula (47,7); si 
ottiene in definitiva: 
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Integrando questa equazione troviamo: 


fig cy v 
Wa,_1 " e 
— —— pere 
me 7 È iL 1-2 3 
c c 


Quest’espressione definisce implicitamente la velocità v = dr/di come funzione 
del temPo (la costante d’integrazione è stata scelta in maniera tale che v = 0 
ert= . È 
o 8. Determinare la sezione di diffusione di un'onda polarizzata linear- 
mente da parte di un oscillatore, tenendo conto del frenamento per emissione 
di radiazione. 

Soluzione. Scriviamo l'equazione del moto della carica nel campo dell’onda 
incidente nella forma seguente: 


I) e oa t De2 ‘eo 
rtoîr=—Ege + r. 
+ 0 m 0 + 3m63 
Nella forza di frenamento si può approssimativamente porre r = —@?r; si 


ottiene allora: 
T + yr + oìr= _ Epe 19, 


2e? > Lu Lera 
dove y = 53 of. Di qui ricaviamo: 


La sezione di diffusione è: 


o=5 ( a a ca 
= (8) erro 


$ 79. Diffusione di onde di basse frequenze 


La diffusione di onde elettromagnetiche da parte di un sistema 
di cariche si distingue dalla diffusione da parte di una sola carica 
(immobile), in primo luogo per il fatto che, in conseguenza del moto 
proprio delle cariche nel sistema, la frequenza della radiazione dif- 
fusa può essere differente da quella dell'onda incidente. Accanto alla 
frequenza @ dell’onda incidente, lo sviluppo spettrale della radia- 
zione diffusa contiene anche frequenze ©’, differenti da © per una 
qualsiasi delle frequenze proprie del moto del sistema diffusore. La 
diffusione acompagnata da cambiamento di frequenza si dice incoerente 
a differenza della diffusione coerente che avviene senza cambiamento 
di frequenza. 

Supponendo debole il campo dell’onda incidente, possiamo rap- 
presentare la densità di corrente nella forma j = jo + i’, dove 
io è la densità di corrente in assenza di campo esterno e j’ la varia- 
zione della corrente sotto l’azione dell'onda incidente. Ciò premesso, 
anche il potenziale vettore (ed altre grandezze) del campo del si- 
stema potrà essere scritto nella forma A = Ag + A’, dove A, ed A’ 
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sono determinati dai punti j, ej': il potenziale A’ descrive l’onda 
diffusa dal sistema. 

Consideriamo la diffusione di un’onda la cui frequenza © è pic- 
cola rispetto a tutte le frequenze proprie del sistema. La diffusione 
comprenderà sia una parte coerente che incoerente, ma noi esa- 
mineremo qui soltanto la diffusione coerente. 

Per calcolare il campo di un'onda diffusa, quando la frequenza 
è assai bassa, si può sempre ricorrere allo sviluppo dei potenziali 
ritardati, come abbiamo già fatto nei $$ 67 e 71, anche se le velocità 
‘delle particelle nel sistema non sono piccole rispetto alla velocità 
della luce. In effetti, pa 4 sviluppo i 


=> {i} fo, ra d (79,1) 


sia legittimo è necessario solamente che il tempo rn‘/c — a/e sia pic- 
colo rispetto al tempo — 1/0; per 0 (0< c/a) sufficientemente pic- 
cole, questa condizione è soddisfatta quali che siano le velocità 
delle particelle nel sistema. 

I primi termini dello sviluppo danno: 


H'=E {(d'n]+ ([m'n']n']}, 


dove d’, m’ sono i contributi ai momenti di dipolo e magnetico del 
sistema, dovuti alla radiazione incidente sul sistema. I termini 
successivi dello sviluppo contengono le derivate rispetto al tempo 
di ordine superiore al secondo, e quindi le omettiamo. 

La componente H, della decomposizione spettrale del campo del- 
l'onda diffusa, uguale alla frequenza della radiazione incidente, 
è determinata dalla stessa formula, dove tutte le grandezze debbono 


essere sostituite dalle loro componenti di Fourier: d', = — ©°do, 
mo = — 0°Moy; si ottiene allora: 
2 ’ 
Hj = On {[n'/d;] + [n' [mon']]}. (79,2) 


I termini successivi dello sviluppo del campo darebbero grandezze 
proporzionali ad una potenza più elevata della bassa frequenza. Se 
le velocità di tutte le particelle del sistema sono piccole (v «€ c), 
nella (79,1) si può allora trascurare il secondo termine rispetto al 
primo, perché il momento magnetico contiene il rapporto v/c. Allora 


H,= [n'di,]. (79,3) 


1 
c®Ro 
Se la carica totale del sistema è nulla, per 0 +0, do e Ma 
tendono a limiti costanti (se la somma delle cariche fosse differente 


da zero, per © = 0, cioè in un campo costante, si metterebbe in moto 
19* 
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anche il sistema in blocco). Per ® piccole (0 <« v/a), do e mo si 
possono quindi considerare non dipendenti dalla frequenza, in 
modo che il campo dell’onda diffusa è proporzionale al quadrato 
della frequenza, mentre la sua intensità è proporzionale a 4. In 
tal modo, nella diffusione di onde di bassa frequenza, la sezione 
della diffusione coerente è proporzionale alla quarta potenza della 
frequenza della radiazione incidente’). 


$ 80 Diffusione di onde di alte frequenze 


Consideriamo ora la diffusione di onde da un sistema di cariche 
nel caso in cui la frequenza © dell’onda sia alta rispetto alle fre- 
quenze proprie fondamentali del sistema. L'ordine di grandezza 
di quest'ultime è ©, — v/a, in modo che w deve soddisfare la condi- 
zione 


O > Oo — 7 . (30,1) 


Partiremo inoltre dal presupposto che le velocità delle cariche all'in- 
terno del sistema siano piccole (v«& c). 

In base alla condizione (80,4), il periodo del moto delle cariche 
nel sistema è grande rispetto al periodo dell’onda. Perciò il moto 
delle cariche nel sistema si può considerare uniforme negli inter- 
valli di tempo dell'ordine del periodo dell’onda. Ciò vuol dire che 
nello studio della diffusione di onde corte si possono trascurare le 
interazioni trale cariche nel sistema, che possono essere cioè consi- 
derate libere. 

In tal modo, nel calcolo della velocità v’ acquisita dalla carica 
nel campo dell'onda incidente possiamo considerare ciascuna carica 
del sistema separatamente e scriverne l'equazione del moto nella for- 
ma 


dv’ 
m 97 Frisa ek = eE,e7'@t-kr), 


dove k = @n/c è il vettore d'onda dell’onda incidente. Il raggio vet- 
tore della carica è, naturalmente, una funzione del tempo. Nell'e- 
sponente a secondo membro di questa equazione la velocità di 
variazione del primo termine col tempo è grande rispetto alla 
velocità di variazione del secondo (la prima è uguale a e la 
seconda è dell’ordine di kv — vo/c«& @). Di conseguenza, nell’in- 
tegrazione delle equazioni del moto si può ritenere che nel secondo 


1) Questo risultato è valido di fatto non soltanto per la diffusione della luce 
da atomì neutri, ma anche da ioni. Essendo la massa del nucleo grande, si può 
trascurare la diffusione dovuta al moto d’insieme dello ione considerato. 
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membro r sia costante. Allora 
v= — —{ F;e-iot-km, (80,2) 


10m 
Per il potenziale vettore di un’onda diffusa (a grandi distanze dal 
sistema) in base alla (79,1) si ha: 


1 
A'= cho di (ev'),_Ro, rn’ 3 
(>) c 


dove la sommatoria è estesa a tutte le cariche del sistema. Sostituen- 
do la (80,2) in quest’ultima, troviamo: 


1 _io(e® e _ 80,3 
Ario ED e SE, ( 
dove q = k’' — k è la differenza tra il vettore d’onda dell’onda dif- 
fusa k' = @n'/c e il vettore d'onda k = @n/c dell'onda incidente!). 
Il valore della somma nella (80,3) deve essere preso nell'istante # = 
— t — Roc, perché la variazione di r nel tempo rn'/c può essere tra- 
scurata, dato che le velocità delle particelle sono supposte piccole (per 
brevità, omettiamo, come al solito, l’indice #'). Il valore assoluto 
del vettore q è 
0) è 
q=2-— sen, (80,4) 
dove ® è l'angolo di diffusione. 

Quando si ha una diffusione da parte di un atomo (o di una 
molecola) nella somma della (80,3) si possono trascurare i termini 
corrispon denti ai nuclei, poiché le loro masse sono grandi rispetto 
a quelle degli elettroni. Poiché più avanti verrà considerato questo 
caso, portiamo fuori dal segno di sommatoria il fattore e°/m, dove e 
ed m rappresentano la carica e la massa dell’elettrone. 

In virtù della (66,3) per il campo H' dell’onda diffusa troviamo: 


Ro 
: 1 -io(t-) 2 sd 
gi teen], t0(-#) dpi gior (80,5) 
Il flusso d’energia nell'angolo solido nella direzione di n’ vale: 


c|H'{3 e i _inr [2 
LE | Rido=-aa ID E}:|3 € sar | do. 
Dividendo questa espressione per il flusso d’energia c | Eo |?/8x del- 
l’onda incidente ed introducendo l’angolo 0 tra la direzione del cam- 
po E dell’onda incidente e la direzione della diffusione, troviamo 


1) Più precisamente, il vettore d'onda è k' = «'n'/c, dove la frequenza w' 
dell'onda diffusa può essere differente da ©. Tuttavia, nel caso considerato delle 
alte frequenze, si può trascurare la differenza 0 — @®- o. 
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in definitiva la sezione di diffusione nella forma 


e VI DIE i sen? 6 do. (80,6) 


do = ( 


Il trattino indica la media rispetto al tempo, cioè la media rispetto 
al moto delle cariche nel sistema; è necessario prendere la media per- 
ché la diffusione è considerata in intervalli di tempo grandi rispetto 
al periodo del moto delle cariche nel sistema. 

Per la lunghezza d'onda della radiazione incidente dalla condizio- 
ne (80,1) si deduce la disuguaglianza A «€ ac/v. Per quanto riguarda 
il valore relativo di ) ed a, sono possibili i due casi limiti: A > a e 
A< a. In entrambi i casi la formula generale (80,6) si semplifica 
sensibilmente. 

Per X> a nell'espressione (80,6) si ha qr<« 1; perché 9g — 1/2, 
ra. Sostituendo perciò e'" con 1 abbiamo: 


do=Z2(-2) sen*0do, (80,7) 


cioè la diffusione è proporzionale al quadrato del numero Z di elet- 
troni nell’atomo. 

Passiamo al caso 4 « a. Nel quadrato della somma nella (80,6) si 
hanno, accanto ai quadrati del modulo di ciascun termine, uguali 
a 1, dei prodotti tipo e'90"-". Quando si prende la media rispet- 
to al moto delle cariche, cioè rispetto alla loro disposizione nel 
sistema, le differenze r, — r, Percorrono valori in un intervallo del- 
l'ordine di a. Siccome qu 1/X,X< a, il fattore esponenziale ei4r1-r2) 
è in questo intervallo una funzione oscillante rapidamente, e il suo 
valore medio è nullo. In tal modo, per A«&a la sezione di 
diffusione è uguale a 


3 
do=Z(-5) sen?0do, (80,8) 
cioè proporzionale al numero atomico. Notiamo che questa formula 
è inapplicabile nel caso in cui gli angoli di diffusione siano pic- 
coli (8 — 2/a), perché, allora g — 8/4 + 1/a, e l’esponente qr non 
è grande rispetto a 1. 

Per determinare la sezione della diffusione coerente, dob- 
biamo separare la parte del campo dell'onda diffusa di frequenza @. 
L'espressione (89,5) del campo dipende dal tempo mediante il fat- 
tore e-! e dipende inoltre dal tempo anche la somma Die-i9r. 
Quest'ultima circostanza fa si che il campo dell'onda diffusa contie- 
ne, oltre alla frequenza ®, altre frequenze ancora (anche se vicine). 
La parte del campo che contiene la frequenza ® (cioè dipende dal 
tempo soltanto mediante il fattore e-'9') si ottiene, evidentemente, 


prendendo la media rispetto al tempo della somma Die-i9". Con- 
segue che l’espressione per la sezione della diffusione coe- 
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rente docoer si distingue dalla sezione totale do per il fatto che in 
luogo del valore medio del quadrato del modulo della somma essa 
contiene il quadrato del modulo del valore medio della somma: 


dOcor= (7) | e-*9" | sen*0do. (80,9) 
È utile notare che questo valore medio della somma non è altro (a 
meno di un coefficiente) che la componente spaziale di Fourier 
della distribuzione media p (r) della densità della carica elettrica 
nell’atomo: 


e >, e-‘ar— { p (r) e-*9" dV = pa. (80,10) 
Se A a, possiamo sostituire di nuovo e-*9" con 1, in modo che 
d0c0r= 2? (È )” sen20 do. (80,11) 


Confrontando con la sezione totale (80,7), vediamo che doccer = d0, 
cioè che tutta la diffusione è interamente coerente. 

Se, al contrario, A« a, allora, quando si prende la media nella 
(380,9), tutti i termini della somma (in quanto valori medi di funzioni 
del tempo oscillanti rapidamente) scompaiono, in modo che dococer = 
= 0. In questo caso quindi la diffusione è interamente incoerente. 


Capitolo X 


PARTICELLA IN UN CAMPO 
GRAVITAZIONALE 


$ 81. Campo gravitazionale in meccanica 
non relativistica 


I campi gravitazionali godono della proprietà fondamentale se- 
guente: tutti i corpi, indipendentemente dalla massa, si muovono, 
in essi allo stesso modo (a parità di condizioni iniziali). 

Per esempio, le leggi della caduta libera nel campo d'attrazione 
della Terra sono le stesse per tutti i corpi: quali che siano le loro 
masse, tutti acquisiscono la stessa accelerazione. 

Questa proprietà dei campi gravitazionali permette di stabilire 
un’analogia sostanziale tra il moto dei corpi in un campo gravitazio- 
nale e il moto dei corpi che non si trovano in un campo esterno ma 
che riferiti ad un sistema di riferimento non inerziale. In effetti, 
in un sistema di riferimento inerziale il moto libero di tutti 1 corpi 
avviene in modo rettilineo ed uniforme, e se, per esempio, le loro 
velocità erano nell’istante iniziale uguali, resteranno uguali per 
tutto il tempo. È evidente dunque che se si considera questo moto 
in un sistema non inerziale dato, allora relativamente a questo 
sistema tutti i corpi si muoveranno allo stesso modo. 

Quindi, le proprietà del moto in un sistema di riferimento non 
inerziale sono identiche a quelle che si hanno in un sistema inerziale 
in presenza di un campo gravitazionale. In altri termini, un siste- 
ma di riferimento non inerziale è equivalente ad un campo gravita- 
zionale; questa affermazione costituisce il cosidetto principio di 
equivalenza. 

Consideriamo, per esempio, il moto in un sistema di riferimento 
uniformemente accelerato. I corpi di masse arbitrarie, che si muovono 
liberamente in un tale sistema, possiederanno evidentemente, rela- 
tivamente a questo sistema, una accelerazione costante uguale ed 
opposta all’accelerazione del sistema stesso. Tale è pure il moto in 
un campo gravitazionale uniforme e costante, nel campo d'attrazione 
della Terra per esempio (in regioni piccole dove il campo può essere 
considerato uniforme). Cosi, un sistema di riferimento uniforme- 
mente accelerato è equivalente ad un campo esterno uniforme e costan- 
te. Nello stesso senso un sistema di riferimento in moto traslatorio 
accelerato non uniformemente è equivalente ad un campo gravita- 
zionale. uniforme ma variabile. 
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Tuttavia, i campi ai quali sono equivalenti sistemi di riferimento 
non inerziali non sono del tutto identici ai campi gravitazionali 
«reali», esistenti anche nei sistemi inerziali. Esiste tra di essi una 
differenza sostanziale per ciò che concerne le loro proprietà all'in- 
finito. Ad una distanza infinita dai corpi che lo generano, il 
campo gravitazionale « reale » tende sempre a zero. Al contrario, 
i campi ai quali sono equivalenti sistemi di riferimento non inerziali, 
crescono illimitatamente all’infinito, oppure, al massimo, tendono 
ad un valore finito. Così, le forze centrifughe, che nascono in un 
sistema di riferimento rotante, tendono all’infinito quando ci si 
allontana dall’asse di rotazione; un campo equivalente ad un sistema 
di riferimento in un moto rettilineo lo stesso è identico in tutto 
lo spazio, compreso l'infinito. 

I campi equivalenti a sistemi di riferimento non inerziali scom- 
paino passando ad un sistema inerziale. Contrariamente a ciò, i 
campi gravitazionali «reali» (esistenti anche in un sistema iner- 
ziale) non si possono eliminare mediante una scelta del sistema di 
riferimento. Questo risulta già evidente dal differente comporta- 
mento all’infinito dei campi gravitazionali « reali » e dei campi equi- 
valenti a sistemi di riferimento non inerziali; poiché questi ultimi 
all'infinito non tendono a zero, è chiare che non è possibile mediante 
una scelta del sistema di riferimento eliminare i campi « reali » che 
si annulla all'infinito. 

La sola cosa che si possa ottenere con una scelta adeguata del 
sistema di riferimento, è di eliminare il campo gravitazionale in 
una regione dello spazio sufficientemente piccola perché in essa il 
campo possa essere condsiderato uniforme. Questo può essere otte- 
nuto scegliendo un sistema in moto la cui accelerazione sia uguale 
all’accelerazione che una particella acquisterebbe se fosse collo- 
cata nella regione considerata del campo. 

Il moto di una particella in un campo gravitazionale è definito, 
in meccanica non relativistica, da una lagrangiana che si scrive (in 
un sistema di riferimento inerziale): 


ba ma — mo (84,4) 


dove q è una funzione delle coordinate e del tempo, che caratterizza 
il campo e si dice potenziale gravitazionale!). Le equazioni del moto 
ricavate dalla (81,1) hanno la forma: 


v= — grad Q. (81,2) 
Esse non contengono la massa o qualche altra costante che caratterizsi 
le proprietà della particella. Questo fatto è l’espressione della più» 


prietà fondamentale dei campi gravitazionali. 


1) In seguito, non avremo più bisogno di utilizzare il potenziale elet 
magnetico @, in modo che indicando il potenziale gravitazionale 
stessa lettera non si avranno equivoci. 
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$ 82. Campo gravitazionale in meccanica relativistica 


La proprietà fondamentale dei campi gravitazionali, e cioè che 
tutti i corpi si muovono in essi nello stesso modo, resta valida anche 
in meccanica relativistica. Rimane, di conseguenza, anche l’analogia 
tra i campi gravitazionali e i sistemi di riferimento non inerziali. 
É perciò naturale, nello studio delle proprietà dei campi gravitazio- 
nali in meccanica relativistica, partire anche in questo caso da questa 
analogia. 

In un sistema di riferimento inerziale di coordinate cartesiane, 
l'intervallo ds è determinato dalla relazione 


ds® = c?* di* — dr*® — dy® — d2°. 


Nel passaggio a qualsiasi altro sistema di riferimento inerziale (cioè 
nelle trasformazioni di Lorentz) l'intervallo, come è noto, conserva 
lo stesso valore. Se si passa però ad un sistema di riferimento non 
inerziale, ds" non è più esprimibile tramite i quadrati dei differen- 
ziali delle quattro coordinate. 

Per esempio, se si passa ad un sistema di coordinate in rotazione 
uniforme 

x = 2° cos Qt — y' sen Li, y = x sen L41 + y' cos Vi, z=2' 
(Q è la velocità angolare di rotazione, diretta lungo l’asse delle z), 
l'intervallo assume la forma 


ds? = [e® — 022 (2°? + y°)] di? — da'? — dy'"? — 
— d3'2 + 2Qy' dr' di — 2Qr' dy' di. 


Quale che sia la legge di trasformazione del tempo, questa espressio- 
ne non può essere ridotta alla somma dei quadrati dei differenziali 
delle quattro coordinate. | 

Di conseguenza, în un sistema di riferimento non inerziale il 
quadrato dell’intervalo sarà una certa forma quadratica generale 
dei differenziali delle coordinate, cioè 


ds°= gi, da' da, (82,1) 


dove g;, sono funzioni delle coordinate spaziali 21, x, x? e della coor- 
dinata temporale 2°. Il sistema quadridimensionale di coordinate 
2°, x1, x, x* è quindi curvilineo allorché si passa a sistemi di rife- 
rimento non inerziali. Le grandezze g;x, che determinano tutte le 
proprietà della geometria in ciascun sistema di coordinate curvili- 
neo dato, definiscono la cosiddetta metrica dello spazio-tempo. 

_ È evidente che le grandezze g;, possono sempre essere con- 
siderate simmetriche rispetto agli indici i e % (gir = gk:), poiché 
sono determinate dalla forma simmetrica (32,1), dove g;, e g4; en- 
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trano con lo stesso fattore dr'da*. Nel caso generale si hanno dunque 
soltanto 10 grandezze g;, distinte: quattro con indici uguali e 4-3/2= 
= 6 con indici diversi. In un sistema di riferimento inerziale, quando 
si ricorre alle coordinate spaziali cartesiane x! % ? = x, y, z e al 
tempo x° = ct, le grandezze g;, sono uguali a: 


go=1, 81=&20=833= —1, g&in=0 per i#k. (82,2) 


Un sistema di coordinate (quadridimensionale) con tali valori 
di g;x lo chiameremo galileiano. 

Nel paragrafo precedente è stato detto che i sistemi di riferimento 
non inerziali sono equivalenti a dei campi di forza. Si vede ora che 
in meccanica relativistica questi campi sono determinati dalle gran- 
dezze g;k. 

La stessa cosa si può dire dei campi gravitazionali « reali ». Ogni 
campo gravitazionale non è altro che una modificazione della metrica 
dello spazio-tempo e pertanto è determinato dalle grandezze g;x 
Questa circostanza fondamentale significa che le proprietà geomet- 
riche dello spazio-tempo (cioè la sua metrica) sono determinate 
da fenomeni fisici, e non sono proprietà invariabili dello spazio 
e del tempo. i 

La teoria dei campi gravitazionali costruita sulla base della 
teoria della relatività è detta relatività generale. Essa fu elaborata 
da Einstein (che ne diede la formulazione definitiva nel 1916), ed 
è forse la più elegante delle teorie fisiche esistenti. È degno di nota il 
fatto che Einstein costrui la sua teoria in modo puramente deduttivo 
e solamente in seguito essa è stata confermata da osservazioni astro- 
nomiche. 

Come in meccanica non relativistica vi è una differenza radicale 
tra i campi gravitazionali « reali. » e i campi che sono equivalenti a 
sistemi di riferimento non inerziali. Quando si passa ad un sistema 
di riferimento non inerziale, la forma quadratica assume l’aspetto 
(82,1), cioè le grandezze g;, si ricavano dai loro valori galileiani 
(32,2) mediante una trasformazione delle coordinate e, di conseguenza, 
con la trasformazione inversa possono essere ridotte ai valori gali- 
leiani in tutto lo spazio. La forma (82,2) delle g;, è molto partico- 
lare, come si vede già dal fatto che è impossibile, in generale, ridurre 
le 10 grandezze g;, ad una forma assegnata mediante una trasfor- 
mazione di sole quattro coordinate. 

Un campo gravitazionale reale non può essere eliminato con 
nessuna trasformazione delle coordinate. In altri termini, in presenza 
di un campo gravitazionale, lo spazio-tempo è tale che le g;,, che 
ne determinano la metrica, non possono essere ridotte, con trasfor- 
mazione di coordinate, alla forma galileiana contemporaneamente 
in tutto lo spazio. Un tale spazio-tempo è detto curvo, 
contrariamente allo spazio-tempo piatto dove questa riduzione è 
possibile. 
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È tuttavia possibile, con una appropriata trasformazione delle 
coordinate, ridurre le g;x ad una forma galileiana in un punto arbi- 
trario di nuo spazio-tempo non galileiano: basta ridurre a forma 
diagonale una forma quadratica a coefficienti costanti (i valori di 
Ein nel punto dato). Chiameremo un tale sistema di coordinate siste- 
ma galileiano per il punto dato!). 

Notiamo che, ridotta alla forma diagonale nel punto dato, la 
matrice delle g;x ha un valore principale positivo e tre valori prin- 
cipali negativi (l'insieme di questi segni costituisce la segnatura 
della matrice). Ne risulta, in particolare, che il determinante g, 
costituito dalle grandezze g;,, in uno spazio-tempo reale è sempre ne- 


gativo: 
E<0. (82,3) 


Un cambiamento della metrica dello spazio-tempo significa 
anche un cambiamento della metrica propriamente spaziale. A g;x 
galileiane in uno spazio-tempo piatto corrisponde la geometria eucli- 
dea dello spazio. In un campo gravitazionale la geometria dello 
spazio diventa non euclidea. Ciò riguarda sia i campi gravitazionali 
«reali», nei quali lo spazio-tempo è « curvo », che i campi originati 
da un sistema di riferimento non inerziale il cui spazio-tempo 
è piatto. | 

La questione della geometria spaziale in un campo gravitaziona- 
le verrà esaminata più dettagliatamente nel $ 84. Limitiamoci qui 
a fare un semplice ragionamento che spiega però chiaramente per- 
ché è inevitabile che le proprietà non euclidee dello spazio compaiono 
quando si passa ad un sistema di riferimento non inerziale. Conside- 
riamo due sistemi di riferimento l’uno dei quali (XK) è inerziale 
e l’altro (K') ruota uniformemente rispetto a X intorno all’asse 
comune z. Una circonferenza nel piano xy del sistema X (di centro 
nell'origine delle coordinate) può essere considerata anche come 
una circonferenza nel piano x’y' del sistema X°. Misurando la 
lunghezza della circonferenza e del suo diametro con un metro nel 
sistema X, otteniamo dei valori il cui rapporto è n, dato che nel 
sistema di riferimento inerziale la geometria è euclidea. Suppo- 
niamo ora che le misure siano fatte con un metro fisso rispetto 
a K'. Osservando questo processo dal sistema X, troviamo che il 
metro applicato tangenzialmente alla circonferenza subisce la con- 
trazione di Lorentz mentre resta inalterato quando è applicato 
radialmente. Ne segue chiaramente che il rapporto della lunghezza 
della circonferenza al suo diametro fornito da una tale misura sarà 
maggiore di x. 

1) Per evitare malintesi, diciamo subito che la scelta di un tale sistema 
di coordinate non significa ancora l’eliminazione del campo gravitazionale nel 
corrispondente elemento infinitesimale di 4-volume. Una tale eliminazione, che 
è pure sempre possibile in virti del principio di equivalenza, significa qualcosa 
di più (vedi $ 87). 
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Nel caso generale di un campo gravitazionale variabile arbitrario, 
la metrica dello spazio non soltanto è non euclidea, ma varia inoltre 
con il tempo. Ciò vuol dire che i rapporti tra le diverse distanze geo- 
metrice variano con il tempo. Ne segue che la disposizione di « par- 
ticelle di prova », poste nel campo, non può restare inalterata in 
nessun sistema di coordinate'). Cosî, se le particelle sono disposte 
lungo una qualsiasi circonferenza e lungo il suo diametro, allora, 
poiché il rapporto tra la lunghezza della circonferenza e il diametro 
non è uguale a n e varia con il tempo, è chiaro che se le distanze tra le 
particelle lungo il diametro restano invariate, debbono per forza 
variare le distanze tra le particelle periferiche, e viceversa. In tal 
modo, l’immobilità relativa di un sistema di corpi nella relatività 
generale è assolutamente impossibile. 

Questa circostanza cambia sostanzialmente la nozione stessa di 
sistema di riferimento in relatività generale rispetto al suo si- 
gnificato in relatività ristretta. In quest’ultima, con un sistema 
di riferimento si intendeva un insieme di corpi in quiete gli uni 
rispetto agli altri, vincolati rigidamente. In presenza di un campo 
gravitazionale variabile tali sistemi di corpi non esistono e per de- 
terminare esattamente la posizione della particella nello spazio, 
è necessario, per essere rigorosi, avere una quantità infinita di corpi 
che occupano come un mezzo continuo tutto lo spazio. Un tale siste- 
ma di corpi, a ciascuno dei quali è vincolato un orologio che segna 
un tempo arbitrario, rappresenta esattamente un sistema di riferi- 
mento nella relatività generale. 

Poiché la scelta del sistema di riferimento è arbitraria, le leggi 
della natura debbono essere espresse in relatività generale in un 
modo, formalmente idoneo per ogni sistema di coordinate quadridi- 
mensionale (0, come si usa dire, in forma covariante). Tuttavia, que- 
sta circostanza non significa, naturalmente, l'equivalenza fisica di 
tutti questi sistemi di riferimento (simile all’equivalenza fisica di 
tutti i sistemi di riferimento inerziali in relatività ristretta). Al 
contrario, la descrizione concreta dei fenomeni fisici, comprese le 
proprietà del moto dei corpi, è diversa in tutti i diversi sistemi di 
riferimento. 


$ 83. Coordinate curvilinee 

Poiché nello studio dei campi gravitazionali è necessario consi- 
derare i fenomeni in sistemi di riferimento arbitrari, nasce la neces- 
sità di sviluppare la geometria quadridimensionale in una forma, 


1) Ad essere rigorosi, il numero di particelle deve essere superiore a quat- 
tro. Siccome con sei segmenti!tra di esse si piò costruire un tetraedro, si può 
sempre, con una definizione appropriata del sistema di riferimento, fare si 
che un sistema di quattro particelle formi un tetraedro rigido. A maggior ragione, 
è possibile determinare la rigidità di un sistema di tre o di due particelle. 
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valida in coordinate arbitrarie. A questo problema sono dedicati 
i $$ 83, 85, 86. 

Consideriamo una trasformazione di un sistema di coordinate 2°, 
x, x, 23 in un altro 2°, x, x°2, r°3: 

r'=f' (00,21, x, 29), 
dove f' sono delle funzioni. In una trasformazione di coordinate, 
i loro differenziali si trasformano secondo le formule 
î Ori 
dr' = h dx'*. (83,1) 


0x' 


Ogni insieme di quattro grandezze A' che in una trasformazione 
di coordinate si trasformano come i differenziali delle coordinate 
si chiama quadrivettore controvariante: 
; Ori 
i __ rh 
A'= i A”, (83,2) 
Sia g uno scalare. Le derivate dp/0x', in una trasformazione di 
coordinate, si trasformano secondo le formule 


RARA IE Ci (83,3) 


, 


ori 0r'R dxri 


differenti dalle formule (83,2). Ogni insieme di quattro grandezze 
A; che in una trasformazione di coordinate, si trasformano come 
le derivate di uno scalare si chiama quadrivettore covariante: 


he i (83,4) 


In modo analogo si) definiscono i 4-tensori dei diversi ranghi. 
Per esempio, si chiama 4-tensore controvariante di rango due A* 
un insieme di 16 grandezze che si trasformano come i prodotti di 
due vettori controvarianti, cioè secondo la legge 


Air ori drl AU (83,5) 


dx'! drm 
Un tensore covariante di rango due A; si trasforma secondo la 
legge 


0x'! drm ,: 
è Cemmo 8 6 
Ask = dri 07h Aim ( ò, ) 


z i è P 
e un 4-tensore misto 47, si trasforma come 


Ori drm 1 
deo. 83,7 
RO dal dah 6 (Cn) 


Le definizioni date rappresentano una generalizzazione naturale 
delle definizioni dei quadrivettori e dei 4-tensori in coordinate gali- 
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leiane ($ 6); anche secondo queste ultimei differenziali dx' e le deri- 
vate dp/dx' formano rispetttivamente un quadrivettore controva- 
riante e un quadrivettore covariante!). 

Le regole di formazione dei 4-tensori per moltiplicazione e con- 
trazione di prodotti di altri 4-tensori in coordinate curvilinee resta- 
no le stesse che in coordinate galileiane. È facile, per esempio, pro- 
vare che, in virtù delle leggi di trasformzione (83,2) e (83,4), il 
prodotto scalare A*B; di due quadrivettori è un invariante: 

Alpr= E 2 gup = ET 400p, = NB, 
Or"! dri dx"! 


Nel passaggio a coordinate curvilinee non cambia nemmeno la 
definizione del 4-tensore unità 6%: le sue componenti sono quindi 
$i = 0 peri4k, e uguali a 1 per i = È. Se A* è un quadrivetto- 
re, moltiplicando per 6, avremo: 


AS = A, 
cioè otterremo di nuovo un quadrivettore; questa è la dimostrazione 


che si è un tensore. 
Il quadrato dell’elemento di lunghezza in coordinate curvilinee 
è una forma quadratica nei differenziali 


ds? = gi dr'dx*, (83,8) 
dove g;x sono funzioni delle coordinate; le g;, sono simmetriche ri- 
spetto agli indici i e K: 

Lin = Bhi- (33,9) 


Siccome il prodotto (contratto) di g;, per il tensore controva- 
riante dx! d2* è uno scalaré, le g;, formano un tensore covariante, 
detto tensore metrico. 

Due tensori A4;, e B* sono detti inversi l’uno dell’altro se 


Aix B” “a si. 


In particolare, si chiama tensore metrico controvariante g'* il 
tensore inverso di g;,, e cioè 


gine = di. (83,10) 


Una stessa grandezza fisica vettoriale può essere rappresentata 
sia in componenti controvarianti che covarianti. È evidente che le 
uniche grandezze che possono determinare il legame tra leune e le al- 
tre sono le componenti del tensore metrico. Tale legame è dato dalle 


.. ! Mentre nel sistema galileiano anche le coordinate x! stesse (e non soltanto 
i loro differenziali) formano un quadrivettore, ciò non si verifica, naturalmente, 
in coordinate curvilinee. 
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formule 
A'= gPAx, Ai = gu AP. (33,11) 


In un sistema di coordinate galileiano le componenti del tensore 
metrico sono: 


1 0 0 0 
| 0-1 0 0 
gR=g*%=t0 0-41 ol- (83,12) 
0 0 0-1 
Le formule (83,11) danno inoltre il noto legame: 4° = A4,, AL: 38 = 


= —A,, 2, 3°). 

Quanto finora esposto riguarda anche i tensori. Il passaggio tra 
le diverse forme di uno stesso tensore fisico viene effettuato mediante 
il tensore metrico in base alle formule 

A',= 2 An, AR+ 2" Arm, 
e analogamente per tensori di ogni rango. 

Nel $ 6 è stato già definito (in coordinate galileiane) lo pseudo- 
tensore unitario completamente antisimmetrico e'#”. Cerchiamo 
ora la sua espressione in un sistema di coordinate curvilineo arbitra- 
rio. Indichiamolo ora con £*”", conservando il simbolo e'#!" per 
le grandezze già definite a partire dal valore e°? — 1 (oppure 
€023 = —1). | 

Siano x'! ed x' rispettivamente coordinate galileiane e coordina- 
te curvilinee arbitrarie. In virtù delle regole generali di trasforma- 
zione dei tensori abbiamo: 


oppure 
pihim = pethime 


dove J è il determinante composto delle derivate dx'/dr’?, cioè 
lo jacobiano della trasformazione delle coordinate galileiane in coor- 


dinate curvilinee: 
To) (29, x!, 22, 23) 
0 (20, 1, x’, x'8)" 


J= 


Questo jacobiano si può esprimere mediante il determinante del ten- 
sore metrico g;, (nel sistema delle x'). A questo scopo, scriviamo la 


1) Ogni volta che per fare un’analogia ci serviamo del sistema di coordi- 
nate galileiano, bisogna tener presente che questo sistema può essere scelto 
solamente per uno spazio quadridimensionale piatto. Se si trattasse di uno spazio 
quadridimensionale curvo, bisognerebbe parlare allora di un sistema di coordi- 
nate galileiano nel dato elemento infinitesimale di 4-volume, sistema che 
esiste sempre. Questa precisazione non modifica le deduzoni che andremo facendo. 
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formula di trasformazione del tensore metrico: 


ih _ dai dz” lm (0) 
0rx'!1 dr'm 


ed eguagliamo i determinanti delle grandezze che si trovano in 
ambedue i membri di questa uguaglianza. Il determinante del tenso- 
re inverso è | g°** | = 1/g, mentre il determinante | g!"(0 | — —1. 
Di conseguenza, abbiamo 1/g = —J? ,per cui J = 1/V—g. 
Dunque, un tensore unitario antisimmetrico di rango quattro in 
coordinate curvilinee deve essere definito come segue: 


Fim —___ elim, (83,13) 


Abbassando gli indici di questo tensore con l’aiuto della formula 
e?" gip@arg1sEmi = — Béihimo 


troviamo le componenti covarianti 


Esnim=V — geinim. (83,14) 


In coordinate galileiane '*, l'integrale di uno scalare su dQ'= 
= da'° da'* dr'? da'* è pure uno scalare, cioè l'elemento dl’ si com- 
porta nell’integrazione come uno scalare ($ 6). Quando si passa a co- 
ordinate curvilinee x', l'elemento d’integrazione dl’ diventa 


do + TdQ=V —g42. 


In coordinate curvilinee, il prodotto Y —g dQ si comporta dunque 
come un invariante quando lo si integra in un: 4-volume?). 

Tutto ciò che è stato detto alla fine del $ 6 degli elementi d’in- 
tegrazione su una ipersuperficie, su una superficie e lungo una linea 
resta valido anche per le coordinate curvilinee, con la sola differenza 
che cambia alquanto la definizione dei tensori duali. L'elemento 
d’« area » di una ipersuperficie definita da tre spostamenti infi- 
nitesimali è un tensore controvariante antisimmetrico dS'*: il suo 


vettore duale si ottiene moltiplicando per il tensore V=g CihIms 


1) Se p è uno scalare, allora la grandezza V—=89, che nell’integrazione 
in dQ dà un invariante, si chiama talvolta densità scalare. Analogamente si 


chiamano densità vettoriale e tensoriale V —gAi, V—gA'*, ecc. Queste gran- 
dezze, moltiplicate per l'elemento di 4-volume d9, danno un vettore o un tensore 


(ma l'integrale | AiV—g4 su una regione finita non può essere, in generale, 


un vettore, perché le leggi di trasformazione del vettore Aî sono diverse nei 
diversi punti della regione). 
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e cioè 


V=gdS;= — 4 einm dStim/ Tg. (83,15) 
Analogamente, se df'* è l'elemento di superficie (bidimensionale) 

costruito su due spostamenti infinitesimali, il suo tensore duale è de- 

finito nel modo seguente:!) i 


V= Gdf = V = emmdf. (83,16) 


Lasciamo qui, come prima, i simboli d$; e dfix per indicare rispet- 


tivamente  €kImi dSshim e 5 €Cihim df'" (e non î loro prodotti per 


V-=g); le regole dalla (6,14) alla (6,19) di trasformazione di 
diversi integrali gli uni negli altri restano allora le stesse, perché 
il loro risultato è di carattere formale, e non è connesso alle proprietà 
tensoriali delle grandezze corrispondenti. Tra queste formule di tra- 
sformazione, avremo bisogno soprattutto della trasformazione di un 
integrale su ipersuperficie in un integrale in un 4-volume (teorema 
di Gauss) che si ottiene per sostituzione 


dSj + dd 17. (83,17) 


84. Distanze e intervalli di tempo 


Abbiamo già detto che in relatività generale la scelta del sistema 
di riferimento non è soggatta a limitazioni di sorta: il ruolo delle tre 
coordinate spaziali x!, x, 7° puo esser svolto da grandezze qualsiasi 
che definiscano la posizione dei corpi nello spazio, e la coordinata 
temporale x° può essere determinata da un orologio che segni il tempo 
in modo arbitrario. Sorge qui il problema: come si possono deter- 
minare a partire dai valori delle grandezze 2°, x1, x?, x3 le distanze e 
gli intervalli di tempo reali? 

Determiniamo prima la relazione tra il tempo reale, che indi- 
cheremo in seguito con t, e la coordinata 27°. A questo scopo, consi- 
dereremo due eventi infinitamente vicini, che avvengono nello 


1) Si suppone che gli elementi dS%!m e dfif siano costruiti sugli spostamenti 
infinitesimalî dr?, dr'i, dx''* nella stessa maniera come sono stati definiti nel $ 6, 
a prescindere dal significato geometrico delle coordinate zi. Resta valido anche il 
precedente significato formale degli elementi dS;, dff*. In particolare, si ha dS9= 
= da'dx°dz* = dV. Conserveremo in seguito il vecchio simbolo dV per il pro- 
dotto dei differenziali di tre coordinate spaziali; bisogna ricordare, tuttavia, 
che l'elemento di un volume geometrico spaziale è dato in coordinate curvilinee 
non da dV, bensi dal prodotto Vy dV, dove y è il determinante di un tensore 
metrico spaziale che verrà definito nel paragrafo seguente. 
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stesso punto dello spazio. Allora l’intervallo ds? tra questi due even- 
ti non è altro che cdt, dove dr è l'intervallo di tempo (reale) tra i due 
eventi. Ponendo ds! = dr = dr = 0 nell’ espressione generale 
ds® = gin dr'dx*, troviamo dunque: 
ds? = ce? di? = E00 (dr%)?, 
donde 
dv=i V go da°, (84,4) 


o ancora, per il tempo tra due eventi verificatisi nello stesso 
punto dello spazio, 


1 Vga. (84,2) 


Tali sono le relazioni che determinano gli intervalli di tempo rea- 
le (o, come si dice, il tempo proprio in un punto dato dello spazio) 
in funzione della coordinata x°. Notiamo anche che la grandezza £00» 
come segue dalle formule riportate, è positiva: 


Occorre sottolineare la differenza tra il significato della condizio- 
ne (84,3) e la condizione di segnatura determinata (segni degli 
autovalori) del tensore g;x ($ 82). Un tensore g;x, che non soddisfi la 
seconda di queste condizioni, non può, in generale, corrispondere ad 
un campo gravitazionale reale, qualunque esso sia, non può cioè 
determinare la metrica di uno spazio-tempo reale. Se la condi- 
zione (84,3) non venisse soddisfatta, ciò significherebbe solamente 
che il sistema di riferimento corrispondente non può essere rea- 
lizzato da corpi reali ; se invece viene soddisfatta la condizione 
sugli autovalori, con una trasformazione appropriata delle coordi- 
nate si può ottenere allora che go diventi positiva (un esempio di 
tale sistema è dato dal sistema di coordinate in rotazione, vedi $89). 

Determiniamo ora l’elemento di di distanza spaziale. In rela- 
tività ristretta, si può definire l'elemento d/ come l’intervallo tra due 
eventi infinitamente vicini aventi luogo in uno stesso istante. In re- 
latività generale invece non si può generalmente adottare questo 
procedimento, cioè non si può definire di semplicemente ponendo 
dx° = 0 in ds. Ciò è dovuto al fatto che il tempo proprio in un campo 
gravitazionale è legato alla coordinata x° da una relazione che è diversa 
in diversi punti dello spazio. 

Per determinare d/ procederemo ora come segue. Supponiamo che 
un segnale luminoso venga emesso da un punto 2 dello spazio (di coor- 
dinate x*% + dx*) verso un punto infinitamente vicino A (di coordi- 
nate x*) e riflesso immediatamente lungo lo stesso cammino. Il tempo 
necessario perché avvenga l’intero processo (misurato nello stesso 
punto B) è evidentemente il doppio della distanza tra i due punti 
moltiplicata per c. 
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Scriviamo l’intervallo mettendo in evidenza le coordinate spazia- 
li e la coordinata temporale: 


ds = gap dr% dx8 + 2g0a dx° de% + go0 (dx0)?, (84,4) 
con le solite convenzioni di somma. L'intervallo tra due eventi corri- 


spondenti alla partenza e all'arrivo del segnale da un punto ad un 
altro è nullo. Risolvendo l’equazione ds? = 0 rispetto a dx°, trovia- 


mo due radici: 
dr ® = 1 ( — Lon dr —V (g0a808 — LafLo00) da° dx8) ’ 


deo — ( — goa dr + V (600 808 — La8 800) dx% dz), 


(84,9) 


che corrispondono alla propagazione del segnale nelle due dire- 
zioni, tra i punti A e B. Se 7° è l'istante d'arrivo del segnale in A, 


7, dr9® 
VA 
a 
VA 
A 
VA 
r0 $ 
Se n 
m_ 1%dr799 
A B 
Fig. 18 


allora gli istanti della sua partenza da 2 e del suo ritorno in 8 sa- 
ranno rispettivamente 2° + dr° ‘D ed 2° + dr°‘®. Nella figura 
schematica 18 le rette continue rappresentano le linee d’universo 
corrispondenti alle coordinate date 7% ed 7% + dx%, e le rette tratteg- 
giate rapresentano le linee d’universo dei segnali!). È ovvio che l’in- 
tervallo di « tempo » totale tra l'emissione e il ritorno del segnale 
nello stesso punto è uguale a 


dr0® — dr0 0% = 7 V (g00808 — BaB8o0) de* dB. 


L’intervallo di tempo reale corrispondente si trova, conforme- 
mente alla (84,1), moltiplicando per V go/c, e la distanza d/ tra 


1) Nella fig. 18 è supposto che dr% > 0, dr%1 < 0, il che non è però 
necessario: dr“) e dr%? possono avere lo stesso segno. Il fatto che in questo 
caso il valore di x° (A) nell’istante d'arrivo del segnale in A potrebbe essere 
inferiore al valore x° (B) nell’istante della sua partenza da B non è contraddi- 
torio, perché non si suppone che gli orologi situati in punti diversi dello 
spazio siano in qualche modo sincronizzati. 
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i due punti si ottiene moltiplicando ancora per c/2. Troviamo in de- 
finitiva: 


dl? — (— gan+ “= da dxB. 


Questa è l’espressione cercata che determina la distanza in fun- 
zione degli elementi di coordinate spaziali. Riscriviamo la for- 
mula ottenuta come segue: 


di? = Yap dr dif, (84,6) 
dove 
__ _Loakon_ 
Va8= — LaBt E00 (84,7) 


è il tensore metrico tridimensionale che definisce la metrica, cioè 
le proprietà geometriche dello spazio. Le relazioni (84,7) stabilisco- 
no il legame tra la metrica dello spazio reale e la metrica dello spa- 
zio-tempo quadridimensionale!) 

Bisogna tuttavia tener presente che le g;x dipendono, in generale, 
da x°, in modo che la metrica spaziale (84,6) varia pure con il tempo. 
Per questa ragione, non ha senso integrare d/: un tale integrale di- 
penderebbe dalla linea d’universo d’integrazione tra i due punti 
spaziali dati. Di conseguenza, in relatività generale, la nozione di 
distanza determinata tra corpi non ha, in generale, senso; essa ha 
solo un significato locale. L’unico caso in cui la distanza può 
essere definita anche in regioni finite dello spazio è quello di 
sistemi di riferimento dove le g;x non dipendono dal tempo, e, di 


conseguenza, l’integrale {al su una curva spaziale acquista un 
significato determinato. 


È utile notare che il tensore — Yas è l’inverso del tensore con- 
trovariante tridimensionale g*8. Infatti, scrivendo per componenti 


1) La forma quadratica (84,6) deve essere sostanzialmente positiva. Per 
questo, i suoi coefficienti debbono, come è noto, soddisfare le condizioni 


; Va Vie i Yi1 Via Y13 i 
Yiaa>0, Voi Var >U, |Yei Yes Yas|f>U. 
Y31 Y32 Y33 


Esprimendo le y;z mediante le g;,, troviamo facilmente che queste condizioni 
assumono la forma 


En0 E01 800 801 802 
| |<o, 810 11 g1a|>0, &E<0. 
810 Sit 

820 &21 &22 


Queste condizioni, come pure le condizioni (84,3), debbono essere soddisfatte 
dalle componenti del tensore metrico in qualsiasi sistema di riferimento che 
può essere realizzato con corpi reali. 
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l'uguaglianza g'*ga = 5ì, abbiamo: 
g°.ggy + 808 = 5 I) 
8E°Bg60 + £%.g00 = 0, (84,8) 
8°.gs0 + £E°°g0=1. 


Ricavando g*° dalla seconda uguaglianza e sostituendo nella pri- 
ma, otteniamo: 


aa g°BY6y = 6 ’ 
come dovevasi dimostrare. Si può esprimere questo risultato in al- 
tri termini, dicendo che le grandezze —g®à formano un tensore met- 
trico controvariante tridimensionale corrispondente alla metrica (84,6): 
y&B == — goB. (84,9) 


Indichiamo anche che i determinanti g e y, formati rispettiva- 
mente dalle grandezze g;, e Yag, sono legati tra di loro dalla sempli- 


ce relazione: 
— E = £00Y- (84,10) 


In una serie di ulteriori applicazioni sarà comodo introdurre il 
vettore tridimensionale g le cui componenti covarianti sono defi- 
nite come segue: 

0a 
Sex gi (84,11) 
Considerando g come un vettore nello spazio della metrica (84,6), le 
componenti controvarianti si determinano come g* = y®Pàgg. Con 
l’aiuto della (34,9) e della seconda uguaglianza della (84,8) è facile 
vedere che 


go=v°Pge = — g°°. (84,12) 
Notiamo anche la formula 
1 
o-_t __ 
g90 = n La£%, (84,13) 


che segue dalla terza uguaglianza delle (84,8). 

Passiamo ora alla definizione della nozione di simultaneità in 
relatività generale. In altri termini, vediamo se è possibile sincroniz- 
zare gli orologi che si trovano in differenti punti dello spazio, stu- 
diamo cioè la possibilità di farne corrispondere le indicazioni. 

Una tale sincronizzazione deve evidentemente essere realizzata 
con uno scambio di segnali luminosi tra i due punti. Consideriamo 
di nuovo il processo di propagazione di segnali tra i due punti infi- 
nitamente vicini A e B, rappresentato nella fig. 18. Bisogna considera- 
re come simultaneo con l’istante x° nel punto A l’indicazione 
dell’orologio in B nell’istante tra la partenza e il ritorno del signale 
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in questo punto, cioè l'istante 


Sostituendo la (84,5) in questa espressione, troviamo la differenza 
dei valori del «tempo» 2°, per due eventi simultanei aventi luogo 
in due punti infinitamente vicini nella forma 


(07 
Ax9= — Load: = gdr, (84,14) 
800 

Questa relazione permette di sincronizzare gli orologi in qualsiasi 
volume infinitesimale dello spazio. Continuando una tale sincroniz- 
zazione con altri punti, si possono sincronizzare gli orologi, cioè 
determinare la simultaneità di eventi, lungo una qualsiasi linea non 
chiusa!). 

Per quanto riguarda la sincronizzazione degli orologi lungo un 
contorno chiuso, essa è, in generale, impossibile. Infatti, descriven- 
do il contorno e ritornando nel punto di partenza, si otterrebbe per 
Ax° un valore differente da zero. A maggior ragione è impossibile una 
sincronizzazione univoca degli orologi in tutto lo spazio. Fanno ecce- 
zione i sistemi di riferimento dove tutte le componenti go, sono 
nulle?). 

Bisogna sottolineare che l'impossibilità della sincronizzazione 
di tutti gli orologi è una proprietà dei sistemi di riferimento arbi- 
trari, e non dello spazio-tempo come tale. In qualsiasi campo gra- 
vitazionale si può sempre scegliere (e perfino in infiniti modi) un 
sistema di riferimento in modo tale da annullare identicamente 
le tre grandezze goa @, di conseguenza, da rendere possibile la 
sincronizzazione totale degli orologi (vedi $ 97). 

Già in relatività ristretta il cammino del tempo reale è differente 
per orologi in un moto relativo. In relatività generale, invece, il 
tempo reale scorre in modo differente nei diversi punti dello spazio 
anche in uno stesso sistema di riferimento. Ciò vuol dire che l’inter- 
vallo di tempo proprio tra due eventi aventi luogo in un punto dello 
spazio e l'intervallo di tempo tra due eventi contemporanei ai primi 
in un altro punto dello spazio sono, in generale, differenti l’uno 
dall'altro. 


1) Moltiplicando l'uguaglianza (84,14) per g90 e portando tutti e due i ter- 
mini a primo membro, sì può esprimere la condizione di sincronizzazione nella 
forma dro = go;dxi = 0: il «differenziale covariante » dz, tra due eventi 
simultanei infinitamente vicini deve essere nullo. 

3) Sono da includere qui anche i casi in cui le gog si possono annullare con 
una semplice trasformazione della coordinata temporale, a prescindere dalla 
0000 sistema di oggetti che servono alla determinazione delie coordinate 
spaziali. 
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$ 85. Derivazione covariante 


In coordinate galileiane!) i differenziali dA; di un vettore A: 
formano un vettore, e le derivate parziali 04 ;/0x* delle sue componen- 
ti rispetto alle coordinate formano un tensore. In coordinate curvi- 
linee ciò non si verifica; dA; non è più un vettore, e 0A4;/0z% non 
è più tensore. Ciò è dovuto al fatto che dA; è la differenza di vettori 
che si trovano in punti differenti (infinitamente vicini) dello spa- 
zio; i vettori in punti differenti dello spazio si trasformano in modo 
diverso perché i coefficienti nelle formule di trasformazione (83,2), 
(83,4) sono funzioni delle coordinate. 

È facile verificare questo anche direttamente. A questo scopo, 
ricaviamo le formule di trasformazione dei differenziali dA; in 
coordinate curvilinee. Un vettore covariante si trasforma in base 


alla formula 


ada 
Ai= i -——- Ai 9 
di n 
dr 0x'R P , 02x'R : 
dA; = Lr cdi + And = dA, + PIT 


Dunque, le dA; non si trasformano come un vettore (lo stesso si 
può dire anche dei differenziali dei vettori controvarianti). Soltanto 


, 


dèx . I 
nel caso in cui le derivate seconde -——, = 0, cioè se 2'* sono fun- 
zioni lineari delle x*, le formule di trasformazione diventano 


‘kh 
dAi= E dA; 


cioè le dA; si trasformano come un vettore. 

Ci proponiamo ora di determinare un tensore in coordinate cur- 
vilinee che sia l’analogo del tensore 0A4;/0x* in coordinate galileiane. 
In altri termini, dobbiamo trasformare 94:;/07% esprimendolo in 
coordinate curvilinee. 

Affinché il differenziale di un vettore in coordinate curvilinee 
sia un vettore, è necessario che i due vettori dei quali si prende la 
differenza si trovino in uno stesso punto dello spazio. In altri termi- 
ni, bisogna « trasportare » in qualche modo l’uno dei due vettori 
infinitamente vicini nel punto dove si trova il secondo, e solo dopo 
determinare la differenza tra due vettori che si trovano ormai nello 
stesso punto dello spazio. L'operazione stessa di trasporto deve 
essere inoltre definita in modo tale che la differenza indicata coin- 
cida in coordinate galileiane con il differenziale ordinario dA;. 
Siccome dA; è una semplice differenza tra componenti di due vet- 


1) E in generale quando le grandezze g;, sono costanti. 
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tori indefinitamente vicini, ciò significa che in seguito all'operazione 
di trasporto le componenti del vettore in coordinate galileiane 
non debbono variare. Ma un tale trasporto non è altro che lo 
spostamento del vettore parallelamente a sé stesso. Nel trasporto 
parallelo di un vettore, le sue componenti in coordinate galileiane 
non variano; in coordinate curvilinee, invece le componenti del 
vettore generalmente variano. Ne risulta che in ccordinate curvili- 
nee la differenza tra le componenti dei due vettori dopo il tras- 
porto di uno di essi nel punto in cui si trova il secondo non coinci- 
derà con la differenza prima del trasporto (cioè con il differenzia- 
le dA). 

Per confrontare due vettori infinitamente vicini, dobbiamo 
spostare parallelamente uno di essi nel punto di trasporto. 
Consideriamo un vettore controvariante qualsiasi; se il suo valore 
nel punto di coordinate x! è A'*, esso sarà A; + dA' nel punto 
vicino a xi + dr*. Eseguiamo sul vettore Ai'l’operazione di tra- 
sporto infinitesimo parallelo nel punto zi + dz; indichiamo con dA' 
la sua variazione. Allora la differenza DAi'tra i due vettori che si tro- 


vano ora nello stesso punto è uguale a 
DAi = dAi' — SA°. (85,1) 


La variazione 8A' delle componenti del vettore nel trasporto 
parallelo infinitesimo dipende dalla grandezza delle componenti 
stesse, e questa dipendenza, inoltre, deve essere evidentemente li- 
neare. Ciò risulta direttamente dal fatto che la somma di due vettori 
deve trasformarsi secondo la stessa legge vilida per ciascuno dei 


vettori. Si deve quindi avere 
SAÎ= — ThA* dal, (85,2) 


dove Pi; sono funzioni delle coordinate la cui forma, naturalmente, 
dipende dalla scelta del sistema di coordinate; in un sistema galileia- 


no le T # = 0, i 

Questo è sufficiente per affermare che le grandezze T%; non for- 
mano un tensore, perché un tensore nullo in un sistema di coordina- 
te sarà nullo in qualsiasi altro sistema. È ovvio che in uno spazio 
curvo non si può, mediante una scelta delle coordinate, annullare 


ovunque tutte le Ti,. Si può, però, scegliere un sistema di coordina- 
te tale dove le Ta, si annullino in un punto assegnato (vedi la fine 
di questo paragrafo) !). Le grandezze Tx si chiamano simboli di Chri- 


1) Si intende parlare di un tale sistema di coordinate quando per brevità 
in tutti i ragionamenti si dice semplicemente sistema galileiano; perciò, tutte 
le dimostrazioni si riferiscono non soltanto a uno spazio quadridimensionale 
piatto, ma anche ad uno curvo. 
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stoffel. In seguito, ci serviremo anche delle grandezze T';, x; ‘), de- 
finite come segue: 


li, a1= gimThi- (85,3) 
E viceversa 
Th = ET hl» (89,4) 
Anche la variazione per trasporto parallelo delle componenti 
di un vettore covariante è facilmente ricavabile tramite i simboli di 
Christoffel. Per vederlo, notiamo che gli scalari evidentemente non 
variano per trasporto parallelo. In particolare, il prodotto 
scalare tra due vettori non varia per trsporto parallelo di ambedue 
i vettori. 
Siano A; e B' rispettivamente un vettore covariante e uno con- 
trovariante. Da 6 (4;B') = O si ricava allora: 
B'SA;= — A;$B*= TyB*A; dal, 
oppure, cambiando gli indici, 
B'SA; = TÈ, A4,B' dr. 
Essendo le 28'* arbitrarie, abbiamo: 
SA:== Ti; Ax dal, (85,5) 


che è la variazione di un vettore covariante per trasporto parallelo. 
Sostituendo la (85,2) e dAi= 2 ds! nella (85,1) otteniamo: 


dAi 
dxl 


DA' = (7 + THA) da'. (85,6) 


Analogamente troviamo per un vettore covariante: 
0A; 
DA;=(S+— TA) de. (85,7) 


Le espressioni comprese tra parentesi nella (85,6) e (85,7) sono 
tensori perché, moltiplicati per il vettore dr, danno di nuovo un 
vettore. È evidente che queste grandezze sono proprio i tensori, 
che rappresentano la generalizzazione cercata della derivata di un 
vettore in coordinate curvilinee. Questi tensori sono detti derivate 
covarianti rispettivamente dei vettori A4* ed A;. Indicandole A*:, 
ed A;. x possiano scrivere: 


DA'= A°.\da', DA,=A;1daì, (85,8) 


1) In luogo di hi, e T;,11 si usano talvolta rispettivamente le notazioni 


(i) © [N]. 
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e le derivate covarianti sono: 


A°1= sei + Tyd, (89,9) 
dx 
Ag 1= SA TRA, (85,10) 


In coordinate galileiane Tx}, = 0 e le derivate covarianti diventano 
derivate ordinarie. 

È facile definire anche la derivata covariante di un tensore. 
A questo scopo, bisogna determinare la variazione del tensore per 
trasporto parallelo infinitesimo. Consideriamo, per esempio, un 
tensore controvariante arbitrario, ottenuto come prodotto di due 
vettori controvarianti A*B*. Per un trasporto parallelo: 


8 (AÎB*) = AÎSB* + B*SA'= — AÎTÎnB' de" — B'TinA! da”. 


In virtù della linearità di questa trasformazione, essa deve aver luo- 
go anche per ogni tensore A**: 


SAÎ— — (A°°TÀ + A"*TÌ,) dal. (85,11) 
Sostituendo questa espressione in 
DA = dA" — SA= Aî. | dal, 
troviamo la derivata covariante del tensore A'* nella forma 


AÎ= 04° Li AM 4 RA (85,12) 


, ozrl 


In modo assolutamente analogo troviamo le derivate covarianti 
dei tensori misti e covarianti nella forma: 


i 


i dA m «i i m 
Ak;1= = — DiiAmn+TmiAk, (85,13) 
dA; m 
Ain1= Gar — FiAma — ThiAim: (85,14) 


Analogamente si può definire la derivata covariante di un tensore 
di ordine qualsiasi. Si ottiene la seguente regola di derivazione cova- 
riante: per trovare la derivata covariante di un tensore A4°:° rispetto 
a xl, bisogna aggiungere alla derivata ordinaria 04:°°/0z! per 
ciascun indice covariante i (A°;:) il termine — TÈ, A:;', e per cia- 
scun indice controvariante i (4°*°) il termine + TyA0*F. 

È facile provare che la derivata covariante di un prodotto si ot- 
tiene con le stesse regole della derivata ordinaria di un prodotto. 
La derivata covariante di uno scalare @ coincide con la derivata 
ordinaria, è cioè il vettore covariante g, = dp/d2à, in virti del: 
fatto che per gli scalari 6p = 0 e, di conseguenza, Dgq = dp. Per 
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esempio, la derivata covariante del prodotto A4;B, è 
(A;Bx); => Ai; Br + AiBa; 1. 


Elevando l’indice di derivazione covariante, si ottengono le co- 
siddette derivate controvarianti. Cosi 


Aj AoghlA;.i, A* Aghi gi. Ù, 


Dimostriamo che i simboli di Christoffel T}; sono simmetrici 
rispetto agli indici inferiori. Essendo la derivata covariante del vet- 
tore A4;., un tensore, la differenza A;;x — Ax; ; è pure un tensore. 
Supponiamo che il vettore A; sia il gradiente di uno scalare, cioè 
Ai = 09/0r'. Poiché 


_— —— 
———— zOI\O—e—r tlc 


con l’aiuto dell'espressione (85,10) abbiamo: 
To) 
Ari A; a= (Tin Thi) EI 1 


In coordinate galileiane le derivate covarianti si trasformano in de- 
rivate ordinarie, e il primo membro dell'uguaglianza si annulla. 
Poiché Ax; i — Ai; a è un tensore, essendo esso nullo in un siste- 
ma, dovrà essere nullo in qualsiasi altro sistema di coordinate. 
Ne segue che 
Ta = Th. (85,15) 
È evidente anche che 
Ti ar=li 1a (35,16) 


Nel caso generale, ci sono 40 differenti grandezze Tx;: per ciascuno 
dei quattro valori dell’indice i esistono 10 coppie di valori differen- 
ti degli indici £ ed / (considerando la simmetria in £ e /). 

Per concludere questo paragrafo, citiamo le formule di trasfor- 
mazione dei simboli di Christoffel da un sistema di coordinate 
ad un altro. Queste formule si possono ottenere confrontando le 
leggi di trasformazione di ambedue i membri delle uguaglianze che 
definiscono una qualsiasi derivata covariante, ed esigendo che queste 
leggi siano identiche per i due membri. Un calcolo semplice ci dà la 
formula 

i 'm dxi dr" dx'P drm dr 
Tu= np gm drh dal Li dxh dr dem * (3380) 
Da questa formula si vede che le grandezze Ty, si comportano come 
tenseri sotanto nei confronti delle trasformazioni lineari delle 
coordinate (quando il secondo termine nella (85,17) è nullo). 
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La formula (85,17) permette di provare facilmente l'affermazione 
precedente secondo la quale è possibile scegliere il sistema di coordi- 


nate in modo tale da rendere nulle tutte le Ty; in un punto arbitrario 
assegnato (un tale sistema è detto localmente inerziale o localmente 
geodetico, vedi $87 )!). 

Supponiamo infatti che il punto dato sia scelto per origine delle 


coordinate e che le grandezze Ti, abbiano in questo punto (in coor- 
dinate x') i valori iniziali (Tio Facciamo in prossimità di questo 
punto la trasformazione 

4 Corta (85,18) 


Allora 


0°r'm dri i 
(FG d2l a) = (Thoo 


in base alla (85,17), tutte le I77 si annullano. 
Notiamo che per la trasformazione (85,18) si ha 


| 5 od 


dx 


e, di conseguenza, i valori di qualsiasi tensore (anche del tensore 
Li) in punto dato non cambiano, in modo che l'annullamento dei 
simboli di Christoffel può essere fatto contemporaneamente con la 
riduzione delle gi, alla forma galileiana. 


$ 86. Relazione tra i simboli di Christoffel e il tensore metrico 


Dimostriamo che la derivata covariante del tensore metrico già 
è nulla. Notiamo a questo scopo che per il vettore DA;, come pure 
per qualsiasi vettore, deve valere la relazione 


DA; = giDA”. 


D'altra parte, A; = gix4*, e quindi 
DA,= D (gin 4%) = ga DA" + A"Dgin. 


Confrontando con DA; = gi; DA*, e tenendo presente che il vettore 
Aì' è arbitrario, otteniamo: 


Dgin=0. 


1) Si può mostrare anche che, con una scelta adeguata delle coordinate, si 
possono annullare tutte le Ti ; non soltanto in un punto dato, ma su una linea 


d’universo data (si veda la dimostrazione di questa asserzione nel libro di 
P. K. Rascevski Rimanova geometrifa i tensornyi analiz (Geometria di Riemann e 
analisi tensoriale), ($ 91, Edizioni Nauka, 1964). 
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Per la derivata covariante si ha dunque 
gin; i= 0. (36,1) 


Di conseguenza, nella derivazione covariante le gix sono da conside- 
rarsi costanti. 

L'uguaglianza gix: 1= 0 può servire per esprimere i simboli di 
Christoffel T,, mediante il tensore metrico gir. A questo scopo, 
secondo la definizione generale (85,14) scriviamo: 


Ogih dg 
Eik;1= gel — Emili — gimTÙi = = GL Tk, == Ti n1=0. 


In tal modo, le derivate di g;, si esprimono mediante i simboli di 
Christoffel!). Scriviamo queste derivate permutando gli indicii,k,!: 


3ri = Tra +Ti ao Pan =Ti zi t+Inih — 2 == rità, lie 


Prendendo la semisomma di queste uguaglianze, troviamo (ricordan- 
do che Log hi = I: 1h): 


Ti, k== 7 ( Ogih | Ogil Og ). (86,2) 


dxl deh dai 


Di qui ricaviamo per i simboli Ti, = gi" RE 
lu=> e!" (mR 0gmk de Semi 0Emi DET OgRI ) . (86,3) 


dxl dxh dxm 


Queste formule danno le espressioni cercate dei simboli di Chri- 
stoffel in funzione del tensore metrico. 


Ricaviamo l’espressione del simbolo di Christoffel contratto T%; 
che ci sarà utile in seguito. Determiniamo a questo scopo il diffe- 
renziale dg del determinante g formato dalle componenti del 
tensore gig; si può trovare dg prendendo il differenziale di ciascu- 
na componente del tensore g;, e moltiplicandola per il suo coefficien- 
te nel determinante, cioè per il minore corrispondente. D'altra parte, 
le componenti del tensore g**, inverso del tensore gir, sono uguali, 
come è noto, ai minori del determinante formato delle grandezze gi, 
divisi per questo determinante. I minori del determinante g sono 
uguali dunque a gg'*. Quindi 

dg = gg” dgin => — ggin dg'* (86,4) 
(poiché gixg** = 6i = = 4, si ha g**dgin = — ik i 
Dalla (86,3) si deduce: 


0eEmk Emi Ogki 
Di = d gi (Lima 3 dini 90), 
MD g' 3 N° ga 


1) La scelta di un sistema di coordinate localmente geodetiche significa 
quindi che tutte le derivate prime delle componenti del tensore metrico si annul- 
lano nel punto dato. 
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Permutando gli indici m ed i nel primo e terzo termine tra parentesi, 
questi termini si annullano e P ottiene: 


i d 
Uki= DI i gim î£im Sa ) 
o, per la (86,4), 
i 1 0g _ dln V=g 
TM Bg gen as O ui 


E utile anche conoscere l’espressione delle gRTi,. Si ha: 


ripi _ 1 hi im { 08mk 98m __ 98k1 tim { ÎEmk 1 deni 
6 lu= 58" 6 (ne 6x! va; dxh a) = gg (Fn dr 2 DR). 
Con l’aiuto della (86,4) si può trasformare questa espressione nella 
forma 
1 d(V_ggih 
2AT%, li (V LE ) (86,6) 
— g dx 
In numerosi calcoli è opportuno anche tener presente che le de- 
rivate del tensore controvariante g'* sono legate alle derivate delle 
Ein dalle relazioni 
dgr dg; 
Bil Gram — ai 1) (86,7) 
(che si ottengono derivando l'uguaglianza gig! = 55). Indichiamo, 
infine, che le derivate delle g** si possono esprimere anche mediante 
le grandezze Tx,. Infatti, direttamente dall’identità gi., = 0 si 
deduce che 
agi 


= ug? — Tiug!". (86,8) 


Le formule ottenute permettono di scrivere l’espressione A, 
che rappresenta la generalizzazione della divergenza di un vettore 
in coordinate curvilinee, in una forma comoda. Utilizzando la 


(86,5), abbiamo 
i dAi dolo V—g 
A; = dri dea Pisi dA LA et ) 


o in forma più semplice: 
i _ 1 d(V-gAi) 
A. = Varese a (86,9) 


Un'espressione analoga può essere ottenuta anche per la divergen- 
za di un vettore antisimmetrico A**. Dalla (85,12) abbiamo: 


Pe VIVE VIV LI 
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Poiché A#% = —A*®, si ba 
lipA”t= — Din 4" =0. 


Sostituendo l’espressione (86,5) di TÈ, troviamo dunque: 


i 1 —_p AIR 
A SEA, (86,40) 


Sia ora A4;x un tensore simmetrico; troviamo l’espressione Ai; k 
delle sue componenti miste. Si ha: 


dAî 1 dlalVv—g) 
Aî;n= 3 + Ai l'ad = 77 a TAI. 


L’ultimo termine è uguale qui a 


__1 (981 | dn __0dgin RL, 
3 ( drh + Gr deri dx! era Lai 


In virti della simmetria del tensore A, i termini estremi tra paren- 
tesi si eliminano, e resta 


k 1 0(V-sAî) 1 0gnL ghi 
deg ga (86,11) 
0A; dA > 


In coordinate cartesiane = — gi è un tensore antisimmetrico. 


In coordinate curvilinee questo tensore ha la forma A; x — Ax; i. 
Tuttavia, con l’aiuto delle espressioni di A;; x © tenendo presente che 


Ti, = Tix si ottiene: 
dA dA 
Aix— Ax; ST a (86,12) 
Infine, trasformiamo in coordinate curvilinee la somma pia i 


delle derivate seconde di uno scalare P. È evidente che questa somma 


diventa in coordinate curvilinee @ì ij. Però gp. ; = dp/dx' perché la 
derivazione covariante di uno scalare si riduce alla derivazione ordi- 
naria. Elevando l’indice i, abbiamo: 

a SS ih dp 
P 6 dxh 
e con l'aiuto della formula ur 9) troviamo: 


vii= 75 ori a (V88 i Di o) 


È itile sottolineare che il teorema di Gauss (83,17) per la tra- 
sformazione dell’integrale di un vettore su una ipersuperficie in in- 
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tegrale su un volume quadridimensionale può essere scritto, tenendo 
conto della (86,9), nella forma 


| AiV=gdS:= { Ai;V=849. (86,14) 


$ 87. Moto di una particella in un campo gravitazionale 


Il moto di una particella materiale libera in relatività ristret- 
ta è determinato dal principio di minima azione: 


8S = —mc$ Î ds=0, (87,4) 


in virtù del quale la particella si muove in modo tale che la sua li- 
nea d’universo è estremale tra due punti d’universo dati, cioè 
è nel dato caso una retta (nello spazio ordinario a tre dimensioni 
ciò si traduce in un moto rettilineo uniforme). 

Il moto di una particella in un campo gravitazionale deve essere 
determinato dal principio di minima azione sotto la stessa forma 
(87,1) poiché il campo gravitazionale non è altroche una modificazione 
della metrica dello spazio-tempo, che si esprime solo nella modifica- 
zione dell'espressione di ds tramite dz*. In un campo gravitazionale 
dunque una particella si muova in modo tale che il suo punto 
d'universo descriva una linea estremale o, come si dice, una geo- 
detica nello spazio quadridimensionale 2°, 21, x?, 25} tuttavia, 
poiché in presenza del campo gravitazionale lo spazio-tempo non 
è galileiano, questa linea non è una « retta », e il moto spaziale reale 
della particella non è rettilineo e uniforme. 

Invece di partire nuovamente dal principio di minima azione 
(vedi il problema di questo paragrafo), è più semplice trovare le 
equazioni del moto di una particella in un campo gravitazionale ge- 
neralizzando in modo appropriato le equazioni differenziali del moto 
libero di una particella in relatività ristretta, cioè in un 4-sistema 
di coordinate galileiane. Queste equazioni si scrivono du'/ds = 0, 
o altrimenti dui = 0, dove u' = dr'/ds è il quadrivettore velocità. 
È evidente che in coordinate curvilinee questa equazione si genera- 
lizza nel modo seguente: 

= 0. (87,2) 


L'espressione (85,6) del differenziale covariante di un vettore ci dà: 
du' + Tu" de' =0. 
Dividendo questa equazione per ds, si ottiene: 


i i kR_ dzl 
SI 0. (87,3) 
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Queste sono le equazioni del moto cercate. Ne risulta che il moto 
di una particella inun campo gravitazionale è determinato dalle gran- 


dezze Ti;. La derivata d?x'/ds? è la 4-accelerazione della particella. 


Ne segue che possiamo ritenere la grandezza — mTyu*u! la 
« 4-forza » agente sulla particella nel campo gravitazionale. Il ten- 
sore gin assume qui il ruolo dei « potenziali » del campo gravitazio- 


nale: le sue derivate definiscono il campo Tx!). 

Nel $ 85 è stato dimostrato che, con una scelta adeguata del siste- 
ma di coordinate, è sempre possibile annullare tutte le IT, in ogni 
punto dato dello spazio-tempo. Si vede ora che la scelta di un tale 
sistema di riferimento localmente inerziale significa l'annullamento 
del campo gravitazionale nel volume infinitesimo dato dello 
spazio-tempo e la possibilità di una tale scelta è l’espressione del 
principio d'equivalenza nella teoria relativistica della gravitazione?). 

Il 4-impulso di una particella in un campo gravitazionale è de- 


finito come 


pì = mcu', (37,4) 
e il suo quadrato è 
pip° = m°c°. (87,5) 
Sostituendo pi= — 05/0x*, troviamo l'equazione di Hamilton- 
Jacobi per una particella in un campo gravitazionale: 
n8 s00 Mas —m?c2=0. (87,6) 
Ori dal 


L'equazione della linea geodetica nella forma (87,3) non è appli- 
cabile alla propagazione di un segnale luminoso perché lungo la li- 
nea d’universo di propagazione di un raggio luminoso l’intervallo 
ds = 0 e tutti i termini dell'equazione (87,3) diventano infiniti. 
Per conferire alle equazioni del moto in questo caso una forma ade- 
guata, utilizziamo il fatto che la direzione della propagazione di un 
raggio di luce in ottica geometrica è determinata dal vettore d’onda, 


1) Notiamo anche un’altra forma dell’equazione del moto espresso mediante 
le componenti covarianti della 4-accelerazione. Dalla condizione Du; = 0 


ricaviamo 


du Rul — 
ila iu 7 a 

Sostituendo qui i T,,j; ricavati dalla (86,2), due termini si eliminano, e resta 
du; 1 gx R I é 
ds 2 gori cilii sd) 


2) Nella nota alla pag. 317 è stata indicata la possibilità di scegliere un 
sistema di riferimento che sia « inerziale lungo la linea d’universo data ». In 
particolare, se per tale linea è presa la linea della coordinata temporale (sulla 

uale 2!, x, 2° = costante), il campo gravitazionale sarà quindi eliminato nel- 
l'elemento dato del volume spaziale nel corso di tutto il tempo. 
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tangente al raggio. Possiamo quindi scrivere il quadrivettore d'onda 
nella forma %k* = dz'/di, dove 7 è un parametro variabile lungo il 
raggio. In relatività ristretta, il vettore d'onda non varia lungo un 
raggio di luce che si propaga nel vuoto, cioè dk' = 0 (vedi $ 53). 
In un campo gravitazionale questa equazione diventa Dk' = 0, 
oppure 

Oki 

di 


(A è determinata dalle stesse equazioni)!). 
Il quadrato del quadrivettore d'onda è nullo (vedi $ 48): 
kiki = 0. (87,8) 


Sostituendo qui a k' le @/0z' () è l’iconale), troviamo l’equazione 
dell’iconale in un campo gravitazionale nella forma: 


in 20 90 _ 
De ii LO, (87,9) 


+ Tk =0 (87,7) 


Nel caso limite di velocità piccole, le equazioni relativistiche del 
moto di una particella in un campo gravitazionale si devono ridurre 
alle rispettive equazioni non relativistiche. Bisogna inoltre tener 
presente che se le velocità si suppongono piccole segue anche la condi- 
zione che il campo gravitazionale deve essere debole; in caso 
contrario, la particella che in esso si trova acquisterebbe una grande 
velocità. 

. Vediamo come in questo caso limite, è legato il tensore metrico 
£'x al potenziale non relativistico @ del campo gravitazionale. 

In meccanica non relativistica, il moto di una particella in un 
campo gravitazionale è determinato dalla lagrangiana (841,1). Scriv- 
iamola ora nella forma 


L=-—me+22 — mo, (87,10) 


aggiungendo la costante —mc 2). Ciò assicura che la lagrangiana non 
relativistica in assenza di un campo, L = —mc* + mv?/2, sia esatta- 
mente quella alla quale si riduce la lagrangiana ralativistica L = 
= —mce? VAI — w/c? nel caso limite v/ce +0. 

L'azione non relativistica $ per una particella in un campo gra- 
vitazionale assume quindi la forma 


He Î Ldi=—me \ (c-T+®) dt. 


1) Le geodetiche, lungo le quali ds = 0, sono dette nulle o isotrope. 

2) Il potenziale q è naturalmente definito a meno di una costante arbitraria 
additiva. Faremo sempre la scelta di questa costante in mode che il poten- 
ziale si annulli in regioni lontane dai corpi che generano il campo. 


21* 
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Confrontando questa espressione con $S =— me | ds, si vede che, nel 
caso limite considerato, 


ds=(c—- 7 2.) dt. 


Elevando al quadrato e trascurando i termini che si annullano per 
€ + 00, troviamo: 


ds® = (c° + 29) dt? — dr, (87,11) 


dove abbiamo tenuto conto che v di = dr. 
Dunque, la componente g, del tensore metrico nel caso limite è 


go=14+55. (87,12) 


Per quanto riguarda le altre componenti, dalla (87,11) risultereb- 
be che g,g = ap: Eoa = 0. In realtà, però, le correzioni da fare 
a queste componenti sono in generale dello stesso ordine della 
correzione di £00 (vedi a questo proposito più dettagliatamente nel 
$ 106). L’impossibilità di determinare queste correzioni con il pro- 
cedimento indicato è dovuta al fatto che la correzione in gag, che 
è dello stesso ordine di grandezza che in £00, condurebbe nella funzio- 
ne di Lagrange a termini infinitesimi di ordine superiore (poiché 
nell'espressione di ds° le componenti gag non sono moltiplicate per c°, 
come ciò avviene per g£00)- 


PROBLEMA 


Ricavare l'equazione del moto (87,3) a partire dal principio di minima 


azione (87,1). 
Soluzione. Si ha 


8&dst—-2 ds6ds=8 (gin dzi dihk)=dr' dal Cra 8214 2g;n dr' db2P. 
x 


Perciò 


sr 1 dri dk dgin 1 dii d$rh 
6s=—me | ari dx! 0° + Bih To ds ds }d- 


1 dxi dal OBih I d dri h 
=-me \{7-$- “ds ds gil Sea (cn ) sob} ds 


(nell’integrazione per parti si è tenuto presente che agli estremi 67% = 0). 
Sostituiamo nel secondo termine l’indice % sotto il segno d'integrazione 
con l’indice !. Troviamo allora, annulando il coefficiente della variazione 


arbitraria Szl: 
1 iyh OBih d ui =L ih Ein ., qui ig ÎBil _ 
DI utu Gal ds i )= D) u°u arl Bil di u*u pr =0; 
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Notando che si può scrivere il terzo termine nella forma 


0g; OgkI 
| Lil ai R ), 
drh GA. 


ed introducendo i simboli di Christoffel 1 ;,;n, ricavati dalla (86,2), otteniamo: 


dui 
gg Pi, inuiul=0. 


Di qui, l'equazione (87,3) si deduce elevando l’indice !. 


$ 88, Campo gravitazionale costante 


Un campo gravitazionale è detto costante se è possibile scegliere 
un sistema di riferimento tale che tutte le componenti del tensore 
metrico non dipendano dalla coordinata temporale 2°; quest’ultima 
si chiama allora tempo universale. 

La scelta del tempo universale non è del tutto univoca. Per esem- 
pio, quando si aggiunge ad 7° una funzione arbitraria delle coordina- 
te spaziali, tutte le g;x, come prima, non contengono la 2°; questa 
trasformazione corrisponde all’arbitrio nella scelta dell'origine del 
tempo in ogni punto dello spazio!). È inoltre evidente che il tempo 
universale può essere moltiplicato per una costante arbitraria, cioè, 
ammette una scelta arbitraria della sua unità di misura. 

Parlando rigorosamente, può essere costante soltanto un campo 
creato da un corpo solo. In un sistema di più corpi, la loro mutua 
attrazione gravitazionale genera un moto, in conseguenza del 
quale il campo creato da questi corpi non può essere costante. 

Se il corpo che crea il campo è immobile (nel sistema di riferi- 
mento dove le g;, non dipendono da 2°), le due direzioni del tempo 
sono equivalenti. Con una scelta adeguata dell'origine del tempo 
si può fare che in ogni punto l’intervallo ds non cambi cambiando 
segno a 2°, e, di conseguenza, tutte le componenti goa del tensore 
metrico debbono essere identicamente nulle. Tali campi gravita- 
zionali costanti si chiamano statici. 


1) E facile vedere che in questa trasformazione la metrica spaziale non 
varia, come era da aspettarsi. Infatti, facendo la sostituzione: 


> +f(2, 23, 23) 
dove f (21, x°, x°) è una funzione arbitraria, le componenti di g;, si trasformano 
secondo le formule: 
Ea > EaB+ £oof, af, st 8o0af, pt Eogl, a? 
Loan > Loa + oo, ar Boo > E00) 


dove f,g = 0f/0x*. È evidente, inoltre, che il tensore tridimensionale (84,7) 
non cambia. 
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Tuttavia, l’immobilità di un corpo non è una condizione neces- 
saria perché il campo da esso creato sia costante. Per esempio, sarà 
costante anche il campo creato da un corpo dotato di simmetria as- 
siale, che ruota uniformemente attorno al suo asse. In questo caso, 
però, i due sensi del tempo non sono più equivalenti: cambiando di 
segno li tempo cambia di segno la velocità angolare di rotazione. 
Di conseguenza, in tali campi gravitazionali costanti (che chiamere- 
mo campi stazionari) le componenti £, del tensore metrico sono, in 
generale, differenti da zero. 

Il significato del tempo universale in un campo gravitazionale 
costanteè che l’intervallo di tale tempo tra due eventi in un punto 
coincide con quello tra qualsiasi altri due eventi in ogni altro 
punto dello spazio, rispettivamente simultanei (nel senso indicato 
nel $ 84) coni primi due eventi. Ad intervalli di tempo universale 2° 
identici corrispondono in diversi punti dello spazio diversi inter- 
valli di tempo proprio t. La relazione (84,1) esistente tra essi può 
essere scritta ora nella forma 


=LV 609°, (88,1) 


applicabile a qualsiasi intervallo finito di tempo. 

In un campo gravitazionale debole, si può utilizzare l’espressio- 
ne approssimata (87,12); la formula (88,1) dà allora, con la stessa 
approssimazione: 


t=90 (1 +5). (88,2) 


In tal modo, il tempo proprio trascorre più lentamente quanto 
più piccolo è il potenziale gravitazionale nel punto dato dello spazio, 
cioè, quanto più grande è il suo valore assoluto (più avanti, nel $ 99, 
verrà dimostrato che il potenziale © è negativo). Se di due orologi 
identici uno è stato per un certo tempo in un campo gravitazionale, 
questo orologio risulterà in ritardo rispetto all’altro. 

Come abbiamo già indicato, le componenti gog del tensore me- 
trico sono nulle in un campo gravitazionale statico. Ciò vuol dire, 
tenendo conto dei risultati ottenuti nel $ 84, che in un tale campo si 
possono sincronizzare gli orologi in tutto lo spazio. 

Notiamo anche che in un campo statico l’elemento di distan- 
za spaziale è 


dl? = — gap dr daP. (88,3) 


In un campo stazionario, le goa non sono nulle, e la sincronizza- 
zione simultanea degli orologi in tutto lo spazio è impossibile. 
Poiché le g;x non dipendono da @°, la formula (84,14) per la 
differenza dei tempi universali di due eventi simultanei aventi 
luogo in differenti punti dello spazio può essere scritta nella 
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forma 


& 
Aa°=— | fondi, (88,4) 
E00 
applicabile a due punti arbitrari sulla linea lungo la quale si ese- 
gue la sincronizzazione degli orologi. Quando la sincronizzazione 
è fatta su un contorno chiuso, la differenza dei valori del tempo unl- 
versale che si rivelerebbe ritornando al punto di partenza è data dal- 
l'integrale 
(04 
Ax0=— $ goa di (88,5) 


800 


esteso a questo contorno chiuso!). 

Consideriamo la propagazione dei raggi di luce in un campo gra- 
vitazionale costante. Abbiamo visto nel $ 53 che la frequenza della 
luce è uguale alla derivata dell’iconale w rispetto al tempo (con 
segno contrario). La frequenza misurata secondo il tempo universa- 
le x°/c è quindi uguale a @9 = —c0w/0r°. Poiché l'equazione dell’ico- 
nale (87,9) in un campo costante non contiene 2° esplicitamente, la 
frequenza ©,, nella propagazione del raggio di luce, resta costante. 
Per quanto concerne la frequenza misurata secondo il tempo proprio, 
essa è uguale a © = —dy/dt; essa è differente nei diversi punti dello 
spazio. 

In forza della relazione 

dp __ dp 0570 d c 


—— i -—-—  x— ——.—r.—.r o «©q—-—r- 


si ha 


Oo 
= ——_. (88,6) 
V800 
Di qui si deduce, per un campo gravitazionale debole, il valore 
approssimato: 


o=® (1-5). (88,7) 


Si vede che la frequenza della luce aumenta con il crescere del valore 
assoluto del potenziale del campo viceversa, cioè all’avvicinar- 
si ai corpi che creano il campo; inversamente, quando un raggio si 
allontana da questi corpi, la frequenza della luce diminuisce. Se 
un raggio di luce, emesso in un punto dove il potenniale gravitazio- 
nale è g,, ha in questo punto la frequenza ©, allora, arrivato al punto 


. ..°) L'integrale (88,5) è identicamente nullo quando la somma Eaodz"/g00 
è il differenziale totale di una certa funzione delle coordinate spaziali. Un 
tale caso significherebbe però che abbiamo a che fare in effetti con un campo sta- 
tico e che, con una trasformazione tipo 2° + r° + / (x°), tutte le g,0 si possono 
annullare. 
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del potenziale ,, esso avrà la frequenza (misurata secondo il tempo 
proprio in questo punto) 


Lo spettro di righe, emesso da qualsiasi atomo ché si trovi, per esem- 
pio, sul Sole, ha lo stesso aspetto dello spettro emesso da atomi iden- 
tici sulla Terra. Se si osserva dalla Terra lo spettro emesso da atomi 
sul Sole, allora, secondo quanto detto sopra, le sue righe risulteran- 
no spostate rispetto alle righe dello stesso spettro emesso sulla Ter- 
ra. Ciascuna riga di frequenza © sarà appunto spostata del valore 
A definito dalla formula 


Ao = do O, (88,8) 


dove ®; e ©» sono i potenziali del campo gravitazionale rispettiva- 
mente nel punto d’emissione e nel punto d’osservazione dello spettro. 
Se si osserva sulla Terra uno spettro emesso dal Sole o dalle stelle, 
allora |, | > | ®s |, e dalla (88,8) risulta che A < 0, cioè avvie- 
ne uno spostamento verso le piccole frequenze. Il fenomeno descritto 
si chiama spostamento verso il rosso. 

L'origine di questo fenomeno si può spiegare partendo diretta- 
mente da quanto è stato detto a proposito del tempo universale. 
Poiché il campo è costante, l’intervallo di tempo universale, nel 
corso del quale un'oscillazione dell'onda luminosa si propaga da un 
punto dato dello spazio ad un altro, non dipende da x°. È chiaro dun- 
que che il numero di oscillazioni aventi luogo nell’unità di tempo 
universale sarà lo stesso in tutti i punti del raggio. Un intervallo 
uguale di tempo universale corrisponde però ad un intervallo di tem- 
po proprio tanto più grande quanto maggiore è la distanza che ci 
separa dai corpi che creano il campo. Di conseguenza, la frequenza, 
cioè il numero di oscillazioni nell'unità di tempo proprio, diminuirà 
con l’allontanarsi della luce da queste masse. 

Quando una particella si muove in un campo costante, la sua 
energia definita come la derivata (—c 05/0x°) dell’azione — ri- 
spetto al tempo universale si conserva, ciò risulta, per esempio, dal 
fatto che x° non entra esplicitamente nell’equazione di Hamilton- 
Jacobi. L'energia cosi definita è la componente temporale del qua- 
drivettore impulso pa = mcu, = mcg,;u'. In un campo statico, 
ds® = g00 (dx°)? — dl?, e per l’energia, che indichiamo qui con €, 
si ha: 

E da0 dz0 
A = mc 8005 san me? goo Ve (410)? — di a 
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Introduciamo la velocità della particella: 


misurata in tempo proprio, cioè dall’osservatore che si trova nel 
punto dato. Per l'energia avremo allora: 


(88,9) 


Questa è la grandezza che resta costante durante il moto della parti- 
cella. 
È facile dimostrare che l’espressione (88,9) dell'energia resta 
valida anche in un campo stazionario, se però la velocità v è misura- 
ta in tempo proprio, indicato dall'orologio sincronizzato lungo la 
traiettoria della particella. Se la particella parte dal punto A nel- 
l'istante di tempo universale x° ed arriva al punto infinitamente 
vicino B nell’istante x° 4 d2°, per determinare la velocità si dovrà 
prendere non l’intervallo di tempo (2° + dx°) — 2° = d20, ma la 


differenza tra x° + dr° e l’istante 2° — È dx* che è simultaneo nel 


punto B con l’istante x° nel punto A: 
0 0)__ {70 800 = d,0 4 L0a 
(r° + dr) (20 si dz°) dx° + =" dx®, 


Moltiplicando quest’ultimo per V 8o00/0, si] ottiene l'intervallo corri- 
spondente di tempo proprio, e quindi la velocità si scrive 


a _ c dx è , 
S Vi (d20-— 9 dr)" (88,10) 


dove abbiamo introdotto le notazioni 


= — 0, h= 8,11 

Ba g00 h= oo (88,11) 
per il vettore tridimensionale g (già definito nel $ 84) e per lo scalare 
tridimensionale goo- Le componenti covarianti della velocità v 
quale vettore tridimensionale nello spazio di metrica yag e il rispet- 
tivo quadrato di questo vettore sono interpretati coîme segue!): 


Va = VatVB, v2°=Vav®. (88,12) 


1) In seguito, spesso considereremo, accanto a 4-vettori e 4-tensori, anche 
vettori e tensori tridimensionali, determinati nello spazio di metrica Yap; tali 
sono, in particolare, i. vettori g e v già introdotti. Mentre nel primo caso le 
operazioni tensoriali (compresi l'innalzamento e l'abbassamento degli IC) 
si fanno con l'aiuto del tensore metrico gig, nel secondo caso si ricorre a 
tensore Ya p- A scanso di eventuali malintesi, indicheremo le grandezze tridimen- 
sionali con simboli che non si usano per le grandezze quadridimensionali. 
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Notiamo che con una tale definizione, l’intervallo ds si esprime in 
funzione della velocità con una formula analoga a quella ordinaria: 
ds? = go0 (dx°)? + 2600 dx° dx% +- gap dx® dad — 
= h(dr°— gyda%)?— dl=h(dx°- ga dx)? (1-3) . (88,13) 
Le componenti della quadrivelocità u' = dz'/ds sono: 


pertica. or nnsi e (SM) 


Quanto all’energia 
€,=me?ggiu' = me?h (u° — gau®) 
essa assume la forma (88,9) dopo la sostituzione (88,14). 
Nel caso limite di un campo gravitazionale debole e di piccole 


velocità, sostituendo nella (88,9) g00 = 1 + 2%9/c?, si ottiene appros- 
simativamente 


6,= me +2 + mo, (88,15) 


dove mq è l’energia potenziale della particella nel campo gravitazio- 
nale, risultato che è in accordo con la lagrangiana (87,10). 


PROBLEMI 


1. Determinare la forza agente su una particella in un campo gravitazionale 
costante. l 
Soluzione. Le componenti utili di T,, sono date dalle seguenti espressioni: 


4, 
l'oo=z th" 

h 1 
Top= > (8288) —5 88h, (1) 


a __a% h ° a a ‘a pa 4 a 
Toy = A6yt > 168 (8) — 8,9) + 8v (66 —8; p)1+ > 86840" 


In queste espressioni, tutte le operazioni tensoriali (derivazione covariante, 
innalzamento ed abbassamento degli indici) sono fatte nello spazio a tre dimensioni 
di metrica yag e riguardano il vettore tridimensionale g* e lo scalare tridimen- 
sionale % (88,11); A8y è il simbolo di Christoffel tridimensionale formato con le 


componenti del tensore yy g allo stesso modo come le Li, sono formate mediante 
le componenti di g;,; nei calcoli, sono state utilizzate le formule dalla (84,9) 


alla (84,12). 
Sostituendo la (1) nell'equazione del moto 


du 
= — Tio (v0)=— 2ripuou) rg bu) 


5 
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ed utilizzando le espressioni (88,14) per le componenti della quadrivelocità, 
dopo semplici trasformazioni otteniamo: 


d p% _ h» © VZZ h (g°g— 83°) pb 16 pt? 
v2 v2 v2 
evi lia) cla) (1-3) 


La forza f agente sulla particella è la derivata del suo impulso prispetto al 


‘tempo RIOpEIO (sincronizzato), definita tramite il differenziale covariante tridi- 


mensionale: 
va si , vt d mv* a mobo 
pae 1-5 2 ey 1 e ds / NO TA By DI 
V 1-3 PL 
c c 


Dalla (2) ricaviamo quindi (abbassando per comodità l’indice a): 


fan {Im VE+ VE (ML, 


V v2 da% dx 
1-3 
c 
oppure, con le notazioni vettoriali tridimensionali ordinarie!), 
2 » E ; 
i=—2— {grad ln Vhk+ 1722 |trotg ]} 4 (3) 
Vis I 


1) In coordinate curvilinee tridimensionali, un tensore unitario antisim- 
metrico è definito da 


I 1 
Naby VI CaBy: n 87 =—72 € aby, 
VI 


dove e,33 = e! = 1, e per permutazione di due indici cambia di segno [cfr. la 
(83,13) e la (83,14)]. Ne risulta che il vettore c = [ab], definito come un vettore 


duale W tensore antisimmetrico cg, = apb, — aybg, ha per componenti: 
1 
a=3- VI eapyeB?= VY eagyvafb”, c*=— 373 e*bVegy = ePlagd, 
Al contrario: 
cap = VYeapye”, ele, 
v 
In particolare, rot a va inteso nello stesso senso come vettore duale del 
0 
tensore agi a — 4aipg = ce — Dei, in modo che le sue componenti controva- 
x B 
rianti sono: 
da dag 
rot a)*— e (2) 
( 0x5) 67° 


A questo proposito, ricordiamo anche che la divergenza tridimensionale del 


vettore è 
1 d 
diva=—— —— a”) 
VI da vi 


[cfr. la (86,9)]. 
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Notiamo che se il corpo è immobile, la forza che agisce su di esso (il primo 
termine nelle (3)) ha ‘allora un potenziale. Per velocità del moto piccole, il 


secondo termine nella (3) è della forma mc /È [v rot gl analoga alla forza di 
Coriolis che sarebbe generata (se non ci fosse il campo) in un sistema di coordi- 
nate rotante con la velocità angolare 


C 


2. Stabilire il principio di Fermat per la propagazione di raggi in un campo 
gravitazionale costante. 
Soluzione. Il principio di Fermat (vedi $ 53) postula: 


ò | kadi” = 0, 


dove l’integrale è esteso al raggio, e l’espressione integranda deve essere 
scritta in funzione della frequenza ©, costante lungo il raggio, e dei i differen- 
ziali delle coordinate. Notando che %, = —dwp/029 = wo/e, scriviamo: 


O) 
mi = ko= goik!= g00k0+ g0ak°=h(k0—gak°). 


Sostituendo questa espressione nella relazione &k;ki = gipkik% = 0, scritta 
nella forma 


h (K0— gak®) — vapk*k8=0, 
sì ottiene: 


1/0 \2 
(2) — Task =0. 


Poiché il vettore X” deve essere diretto lungo il vettore dr”, ne segue che 


ke — Wo dr* 
VE I 


dove dl (84,6) è l'elemento di distanza spaziale lungo il raggio. Per ottenere 
l'espressione di Xa, scriviamo: 


i ® 
nr = gh = gg +-g"Phg= — g% 2 _y2Pkg, 


donde 
B 
= B|_90 P)} = de (128 
ka Vaf (x + c PA c Vì di T ga ° 
Infine, Mo lipicindo per dz”, otteniamo il principio di Fermat nella forma 
(omettendo il fattore costante 0o/c) 


o) | (77 + La dr) =0. 


A scanso di equivoci, per un confronto con le formule che sono applicate 
sovente alle operazioni vettoriali tridimensionali in coordinate curvilinee orto- 
gonali (vedi, per esempio, vol. VIII, Elettrodinamica dei mezzi continui, appen- 
dice), ricordiamo che in queste formule con componenti del vettore s'intendono 


le grandezze Vgi 4! (= VA:A1), VenA?, VEnA?. 
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In un campo statico si ha semplicemente: 


a) | Sali 
Vi 


Sottolineiamo che in un campo gravitazionale un raggio non si propaga lungo 
la linea più breve nello spazio, perché quest’ultima sarebbe definita dal- 


l'equazione è | dl = 0. 


$ 89. Rotazione 


Un caso particolare di campi gravitazionali stazionari è rappre- 
sentato dal campo che si crea passando ad un sistema di riferimento 
in rotazione uniforme. 

Per determinare l’intervallo ds, passiamo dal sistema immobile 
(inerziale) al sistema uniformemente rotante. Nel sistema immobile 
di coordinate r’, p’, 2°, t (utilizziamo le coordinate cilindriche spa- 
ziali) l'intervallo ha la forma 


ds = di— dr'2—r'2de'2— dz"2. (89,1) 


Siano r, , z le coordinate cilindriche nel sistema rotante. Se l’asse 
di rotazione coincide con gli assi delle z e delle 2’, abbiamo allora 
r=r, z' =2z, p' = ® + Lt, dove L è la velocità angolare di rota- 
zione. Sostituendo nella (839,1), troviamo l’espressione cercata del- 
l'intervallo nel sistema di riferimento rotante: 


ds° = (c° — Q°r®) di? — 202° de di — dz:° — r? dg? — dr?. (89,2) 


È necessario notare che l'uso del sistema di riferimento rotante 
è possibile soltanto per distanze uguali a c/Q. Dalla (89,2) si vede in- 
fatti che per r >c/Q la grandezza go diventa negativa, cosa che 
non è ammissibile. L'impossibilità di utilizzare il sistema di rife- 
rimento rotante per grandi distanze è dovuta al fatto che la velocità 
di rotazione diventerebbe a tali distanze maggiore della velocità 
della luce; un tale sistema non può essere perciò realizzato da corpi 
reali. 

Come in ogni campo stazionario, gli orologi non si possono sin- 
cronizzare univocamente in tutti i punti di un corpo rotante. Sin- 
cronizzando lungo un certo contorno chiuso, si ottiene, ritornando 
al punto di partenza, un tempo che differisce dal tempo iniziale per la 
grandezza (vedi la (88,0)) 


| 2 
c 800 cè i_ 0272 


c2 
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oppure, supponendo £r/c € 1 (cioè la velocità di rotazione picco- 
la rispetto alla velocità della luce), 


n= ( r2dg=+2.8, (89,3) 


c? 


dove $S è l’area della proiezione del contorno su un piano perpendico- 
lare all’asse di rotazione (il segno + 0 — si sceglie a seconda che il 
contorno sia descritto nel senso orario o antiorario). 

Supponiamo che un raggio di luce descriva un contorno chiuso. 
Calcoliamo, limitandoci ai termini dell'ordine di v/c, il tempo # 
trascorso tra la partenza del raggio e il suo ritorno al punto iniziale. 
La velocità della luce è, per definizione, sempre uguale a c, se il 
tempo è sincronizzato lungo la linea chiusa e se si usa in ogni punto 
il tempo proprio. Poiché la differenza tra il tempo proprio e il tem- 
po universale è dell'ordine di v?/c*, si può allora trascurare questa 
differenza calcolando l’intervallo di tempo # a meno delle grandez- 
ze dell’ordine di v/c. Si ha dunque: 
Lys, 
(o) 


Î= È 
dove ZL è la lunghezza del contorno. Ne risulta che la velocità della 
luce, misurata come il rapporto L/t, è 


vee 204. (89,4) 


Questa formula, come pure la formula dell’effetto Doppler in prima 
approssimazione, si deduce facilmente per via puramente classica. 


PROBLEMA 


Determinare l’elemento di distanza spaziale in un sistema di coordinate 
rotante. 
Soluzione. Le formule (84,6) e (84,7) ci permettono di trovare: 


2 2 
dit=dr84 dr 0, 
f 


——\/9 — 


c2 


espressione che determina la geometria spaziale nel sistema di riferimento 
rotante. Notiamo che il dine fra la lunghezza della circonferenza nel piano 
z= costante (di centro sull'asse di rotazione) e il suo raggio r è 


27 


— Gra 
Vi c2 


> 21. 
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$ 90. Equazioni dell’elettrodinamica in 
presenza di un campo gravitazionale 


Le equazioni del campo elettromagnetico della relatività ristretta 
si possono facilmente generalizzare in modo tale che esse siano 
applicabili a qualsiasi sistema quadridimensionale di coordinate 
curvilinee, cioè al caso in cui esista un campo gravitazionale. 

Il tensore del campo elettromagnetico in relatività ristretta era 

de d dA : 
definito come ;, = a —_ 37h . È evidente che esso deve essere 
ora definito rispettivamente come F;n = Ax;i— Ai; x. In forza 
della (86,12), si ha: 


0A d0À; 
irzidigo= 8 0 0,4 


e, di conseguenza, la relazione tra f;, e il potenziale 4; non cambia. 
Ne risulta che le equazioni di Maxwell (26,0) 


OF;n OFii OFpi =) 90.2 
ET ( 19) 


conservano la loro forma!). 

Per poter scrivere le equazioni di Maxwell non omogeneo, bisogna 
preliminarmente definire la quadricorrente in coordinate curvili- 
nee. A questo scopo, procederemo esattamente come nel $ 28. 
L'elemento spaziale di volume, costruito con gli elementi di 
coordinate dr!, dr, di, èVy dV, dove y è il determinante 
del tensore metrico (84,7) e dV = dr'dr*dx* (vedi la nota alla pag.306). 
Introduciamo la densità di carica p secondo la definizione de = 
= pV y dV, dove de è la carica contenuta nell’elemento di volume 
Vy dV. Moltiplicando quest’ultima uguaglianza, da una parte e 
dall'altra, per dz', otteniamo: 

drî 


de dxî-- pdriVydr' dr da = —L — gd 
pdxVy a V gd; 


(abbiamo utilizzato la formula —g = Yg00 (84,10)). Il prodotto 
V—= gd è l'elemento di 4-volume invariante, cosicché la quadricor- 
rente sarà definita dall'espressione 


a ____PC dri 
= Via da sit 
; 1) E facile vedere che questa equazione può essere anche scritta nella 
orma 
FinatPu; natu; i=0, 


donde risulta la sua covarianza. 
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(le dx*/dx° sono le velocità di variazione delle coordinate con il «tem- 
po » 2°, ma queste grandezze non formano da sole un quadrivettore!). 
La componente j° della quadricorrente, moltiplicata per V go0/c, 
è la densità di carica spaziale. 

Per le cariche puntiformi, la densità o si esprime mediante la 
somma di funzioni 8, analogamente alla formula (28,1). E evidente 
che si dovrà inoltre determinare queste funzioni nel caso di coordi- 
nate curvilinee. Intenderemo, come prima, è (r) come il prodotto 
6 (x!) 6 (2°) 6 (2°); qualunque sia il significato geometrico delle coor- 
dinate «!, x?, x° l'integrale si prende allora in dY (e non in V y dV) 
ed è uguale all'unità: Î ò (rM)dV=1. 

Per una tale definizione delle funzioni è, la densità di carica è 


p= di VE 6 (r— ra), 


e la quadricarrente 


; €9C dri 
ja 2 6(r-r,) —. 90,4 
dd V=g " d20 ore 
La conservazione della carica è espressa dall’equazione di continuità 
che differisce dalla (29,4) soltanto per sostituzione delle deriva- 
te ordinarie con quelle covarianti: 


loenel(/=ga 
logia (V—gj)=0 (90,0) 


(abbiamo utilizzato la formula (86,9)). 

In modo analogo si generalizzano ora le equazioni di Max- 
well (30,2); sostituendo in esse le derivate ordinarie con quelle 
covarianti, otteniamo: 


FP 4 0 (V=g F'*) ha sa ji (90,6) 


dz8 


i 


(abbiamo utilizzato la formula (86,10)). 

Infine, le equazioni del moto di una particella carica in campi 
gravitazionale ed elettromagnetico si ottengono sostituendo il 
quadrivettore accelerazione du'/ds nella (23,4) con Du'/ds: 


Dui dui i i 
me 7: = me (T- + Pa u'u') = 2 Fi*ug. (90,7) 


PROBLEMA 


Scrivere le equazioni di Maxwell in un campo gravitazionale dato in forma 
tridimensionale (nello spazio a tre dimensioni di metrica Ygp), introducendo 
i vettori tridimensionali E, D ed i tensori antisimmetrici tridimensionali Bah 
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ed Hap definiti da: 
Ea= Foa; Bag = Faf» î 
D“= Ve F°%,  H°P=Veo F°9. ( 


Soluzione. Le grandezze introdotte nel modo indicato non sono indipen- 
denti. Sviluppando le uguaglianze 


Foa = 80lBamF!, Fob— E° g8MF mà 


introducendo inoltre il tensore metrico tridimensionale Yap = —gap + Aga8p 
(g ed 4 sono ricavate dalla (88,11)) ed applicando le formule (84,9) e (84,12), 
otteniamo: 
E H° 

CL gBHag, B°P=-—_+g0E%_g°E.. (2) 


VA h 


Introduciamo i vettori B, H, duali dei tensori 2, ed Hg secondo la definizione 


Da = 


B*= — 


4 lim 
eBay, Ha=—35 VYeagyHP! (3) 


2VY 


(cfr. la nota alla pag. 331; il segno meno è stato introdotto perche i vettori H 
e B coincidano in coordinate galileiane con l’ordinario vettore campo magne- 
tico). Si può allora scrivere la (2) nella forma 


D=-=+hg] B= 7 +I8E1 (4) 
Introducendo le definizioni (1) nella (90,2), abbiamo le equazioni: 
0Bag 9Bya 09Bpy 
da 318 05 
dPaf | 9Fa __?É6 o 
0x0 FETI 


oppure, passando alle grandezze duali (3): 


1 ti) 
divB=0, rotE=T——_ — B h) 
x° = ct; le operazioni rot e div sono definite nella nota alla pag. 331). Dalla 
90,6) in modo analogo ricaviamo le equazioni: 


LL (V7D%)=45p, 


VY 92° 


1 0 of 1 Te) a) _. dr* 
5 Gg VII +37 Gao (VID )= 407, 


oppure, in notazioni vettoriali tridimensionali: 


div D=4mp, rotH= (V7D) + A 3, (6) 


1 d 
c VI Ot 
dove s è il vettore di componenti s* = p dr/dt. 
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Per completare il quadro, scriviamo anche l’equazione di continuità (90,5) 
nella forma [tridimensionale: 


Fa (Vio)+dive=o. ) 


Notiamo l’analogia (puramente formale) delle equazioni (5), (6) con le 
equazioni di Maxwell per il campo elettromagnetico nei mezzi materiali. In 
particolare, in un campo gravitazionale statico, i termini contenenti le derivate 
rispetto al tempo perdono Vy, e la (4) si riduce aD= E/Vk, B= H/Vh. 
Si può dire che il campo gravitazionale statico agente sul campo elettromagnetico 
funge da un mezzo di permeabilità elettrica e magnetica e = u= 1/VA. 


Capitolo XI 


EQUAZIONI DEL CAMPO 
GRAVITAZIONALE 


$ 91. Tensore di curvatura 


Torniamo ora di nuovo al problema del trasporto parallelo 
dei vettori. Come già è stato indicato nel $ 85, nel caso generale di 
uno spazio quadridimensionale curvo, il trasporto parallelo 
infinitesimo di un vettore è definito come uno spostamento per il 
quale le componenti del vettore non variano in un sistema di coor- 
dinate che sia galileiano nell'elemento di volume infinitesimo dato. 

Se 2° = 2° (8) è l'equazione parametrica di una curva (dove A è 
la lunghezza d’arco misurata a partire da un punto dato), allora u' = 

= dz'/ds è il vettore unitario, tangente alla curva. Se la curva con- 
siderata è una geodetica, allora lungo questa curva si ha Du' = 0. 
Ciò vuol dire che il vettore u' , trasportato parallelamente da un punto 
x* sulla geodetica ad un punto x°* + dr' sulla stessa geodetica, coin- 
cide con il vettore u' + du', tangente a questa curva nel punto x' + 
+ dx'. Quindi nel trasporto parallelo lungo una geodetica la tan- 
gente non varia. 

D'altra parte, nel trasporto parallelo di due vettori l’« an- 
golo », da loro formato, resta evidentemente invariato. Si può dun- 
que affermare che nel trasporto parallelo di qualsiasi vettore 
lungo una geodetica l’angolo tra questo vettore e la tangente alla 
curva resta invariato. In altri termini, le componenti di un vettore 
lungo la tangente alle geodetiche, nel trasporto parallelo, restano 
invariate in tutti i punti. 

Un fatto fondamentale è che, in uno spazio curvo, traspnrto 
parallelo di un vettore da un punto dato ad un altro porta a risulta- 
ti differenti se viene effettuato lungo percorsi differenti. In par- 
ticolare, risulta che se si trasporta un vettore parallelamente a se 
stesso lungo un contorno chiuso, il vettore finale non coinciderà 
con quello iniziale. 

Per spiegare questo fatto, consideriamo uno spazio curvo bidi- 
mensionale, cioè una qualsiasi superficie curva. La figura 19 rappre- 
senta una parte di tale superficie, delimitata da tre linee geodetiche. 
Trasportiamo parallelamente il vettore 1 lungo il contorno for- 
mato da queste curve. Dopo il trasporto sulla curva AB il vettore 1, 
mantenendo sempre costante l'angolo con questa curva, diventerà 
in B il vettore 2. Dopo il trasporto lungo BC analogamente esso 

22* 
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diventerà il vettore 3. Infine, partendo da C verso A lungo la curva 
CA e conservando costante l'angolo con questa curva, il vettore con- 
siderato diventerà il vettore 1’, che non coinciderà con il vettore 1. 

Stabiliamo la formula generale che determini la variazione di un 
vettore nel suo trasporto parallelo lungo una curva infinitesima 


Fig. 19 


chiusa. Questa variazione AA, può essere scritta nella forma 
6A,, dove l'integrale è preso su tutta la curva data. Sostituendo 
a 6Ax l’espressione (85,5), abbiamo: 


AAx == è l'A: dx’: (91,1) 


il vettore A; scritto sotto il segno d'integrazione varia lungo il 
cammino d'integrazione. 

Per trasformare questo integrale, è necessario fare la seguente 
osservazione. I valori del vettore 4; nei punti all’interno del contor- 
no non sono univoci: essi dipendono dal cammino percorso per arri- 
vare al punto dato. Tuttavia, come si vedrà dai risultati ottenuti 
più avanti, questa non univocità è del secondo ordine. Perciò, non 
tenendo conto dei termini del secondo ordine — il che è un’appros- 
simazione sufficiente — si può considerare che le componenti del 
vettore A; nei punti all’interno del contorno infinitesimo sono 
determinate univocamente dai loro valori sul contorno stesso secon- 
do le formule 54; = T{A,dz!, cioè dalle derivate 


Ai _ DR AL. (91,2) 


Applicando ora il teorema di Stokes (6,19) all’integrale (94,4) 
e tenendo presente che la superficie delimitata dalla linea 
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chiusa considerata è una grandezza infinitesima Af!", otteniamo: 


i | Af!”. 


0A 
dxm 


1 [ali mA) Mg) ,,, 
BAr=3 | hntt0 Cdl pin 


ari ari | , 
=} Ei Ar Gi A+ Tim E — Tk 
T 


dxl ET drm 


Sostituendo in quest’ultima espressione i valori delle derivate, 
dedotti dalla (91,2) troviamo infine: 


AA = R'umA:Af'", (91,3) 
dove Riim è un tensore del quarto ordine: 
Li ari ari i PORRE 
Rum “n — Ge + Talim— l'amlh. (91,4) 


Il carattere tensoriale di Rà,m risulta dal fatto che nella (91,3) si 
ha a primo membro un vettore, cioè la differenza AA, dei valori 
di un vettore in uno stesso punto. Il tensore Rk;m si chiama tensore 
di curvatura o tensore di Riemann. 

È facile ottenere una formula analoga per un vettore controva- 
riante A*. Notiamo a questo scopo che si ha A (A*B,) = 0 (poiché 
gli scalari non variano per trasporto parallelo), dove B, è un vet- 
tore covariante arbitrario. Tenendo conto della (91,3), abbiamo: 


A (A*By)= A*AB, + ByAA"=4 A*B,R'umAf""+ ByA4" = 
=B (44-47 A°RimAf'")=0, 
oppure, essendo il vettore B, arbitrario: 
AA => — 3 R'umA'Af". (91,5) 


Se si prende la derivata covariante seconda del vettore A; ri- 
spetto a 7° ed a z', il risultato dipende, in generale, dall’ordine di 
derivazione, contrariamente a quello che avviene per le derivate 
ordinarie. Risulta che la differenza A; x; — 4; nin è determinata 
dallo stesso tensore di curvatura che abbiamo introdotto sopra. 
Si ha la formula 


Ai; RT Ai; I; k = Amir (91,6) 


che può essere facilmente ricavata con un calcolo diretto in coordina- 
te localmente geodetiche. Analogamente, per un vettore controva- 
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riante!) si ha 
A'. h; i A°. ih — A"R' mat. (91,7) 


Infine, è facile ottenere formule analoghe per le derivate seconde 
dei tensori (il modo più facile è di considerare, per esempio, un ten- 
sore della forma 4;B, e di ricorrere quindi alle formule (91,6), (941,7); 
in virtù della loro linearità, le formule ottenute sono ugualmente 
applicabili ad ogni tensore A;x). Per i tensori si ottiene: 


Aik; I; mT Aik; mj,l = Ain" him t AnkR"itm. (91,8) 


E evidente che nello spazio quadridimensionale piatto il tensore 
di curvatura è nullo. Infatti, nello spazio piatto si può scegliere un 
sistema di coordinate dove Tx, =0 ovunque e, di conseguen- 
za, anche Rim =0. In virtù del carattere tensoriale di R};m, 
queste grandezze sono nulle anche in qualsiasi altro sistema di coor- 
dinate. Ciò è dovuto al fatto che nello spazio piatto il trasporto 
parallelo di un vettore da un punto ad un altro è un'operazione uni- 
voca, e il vettore non varia quando si trasporta lungo una linea chiusa. 


Esiste anche il teorema inverso: se Ri;im=0, lo spazio quadridi- 
mensionale è piatto. Infatti in ogni spazio si può scegliere un sistema 


di coordinate galileiane in una regione infinitesima data. Se Rim = 
= 0, allora il trasporto parallelo è un’operazione univoca, e 
trasportando in questo modo il sistema galileiano dalla regione 
infinitesima data in tutte le altre regioni, si può costruire un sistema 
galileiano in tutto lo spazio, il che dimostra l’asserzione fatta. 

L'annullarsi del tensore di curvatura o meno è quindi un criterio 
sufficiente per stabilire se uno spazio quadridimensionale sia piatto 
o curvo. 

Facciamo la seguente osservazione: sebbene sia possibile in uno 
spazio curvo scegliere un sistema di coordinate localmente geodetiche 
(per un punto dato), il tensore di curvatura non si annulla affatto in 


questo punto (poiché le Ti, si annullano, ma non le derivate). 


PROBLEMA 


Determinare la 4-accelerazione relativa di due particelle che descrivono due 
geodetiche d’universo infinitamente vicine. 

Soluzione. Esaminiamo una famiglia di linee geodetiche che si distinguono 
peri valori di un parametro v; in altri termini, le coordinate di un punto d’universo 
si esprimono sotto forma di funzioni xi = zi(s, v) tali che per SEDI v= co- 
stante sono l’equazione di una geodetica (dove s è la lunghezza dell’intervallo 
misurato lungo la linea a partire dal suo punto d’intersezione con una ipersu- 


1) La formula (91,7) si deduce pure direttamente dalla (91,6) innalzando 
l'indice i ed utilizzando le proprietà di simmetria del tensore A;gim ($ 92) 
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perficie data). Introduciamo il quadrivettore 


Ù 
mi= i 8v = vi8v, 


che congiunge sulle geodetiche infinitamente vicine (che corrispondono rispet- 
tivamente ai valori del parametro v e v + 6v) i punti aventi valori identici di s. 
Dalla definizione di derivata covariante e dall’uguaglianza dui/dv = 

= -dvi/ds (dove ut = dxi/05) risulta che: 
ul. pR=v'. pub. (1) 


Consideriamo la derivata seconda: 


DE a gi uR).  ul=(u'. 0h) ul=u rutti ut 08 ul 
de NR IN ERA ino 


Applichiamo di nuovo la (1) al secondo termine, e nel primo termine cambiamo 

l'ordine delle derivazioni covarianti con l’aiuto della (91,7); troviamo infine: 

D2yi 

ds? 

Il primo termine è nullo, poichè lungo le linee geodetiche ui;;ul = 0. Introdu- 
cendo il fattore costante $v, troviamo infine l'equazione: 

D?2yi 


ds? 


= (ut ud), 08 +9 R' np bol. 


=R',imtulym (2) 


(detta equazione di deviazione geodetica). 


$ 92. Proprietà del tensore di curvatura 


Il tensore di curvatura possiede delle proprietà di simmetria, 
ma per determinarle tutte conviene passare dalle componenti 


e Ò i ‘ P 
miste di Ak;n a quelle covarianti: 5 
Rihim= ginRaim. 


Per esse, con semplici trasformazioni, è facile ottenere la seguente 
espressione: 


Niji LI 0g im 0°gni____Pgi ___9Eghm A 
deo dxR dxl dxri drm dxh drm «a dri dal 
+ Enp (Filim— Tim i). (92,1) 


Da questa espressione si deducono immediatamente le proprietà 
di simmetria seguenti: 


Ririm= — Rritm= —Rikmi (92,2) 
Rikim= Rimik» (92,3) 


cioè il tensore è antisimmetrico rispetto a ciascuna coppia degli 
indici ix ed lm, e simmetrico rispetto alla permutazione di queste 
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due coppie tra di loro. In particolare, tutte le componenti di Riz:ms 
diagonali per ogni coppia degli indici ik o /m, sono nulle. 

facile provare inoltre che la somma ciclica delle componenti 
di Rikim, costituita da qualsiasi terna di indici, è nulla; per esempio, 


Ririm + Rimr1 + Rima = 0 (92,4) 


(le altre relazioni di questo genere si ottengono automaticamente 
dalla (92,4), in virtà delle proprietà (92,2) e (92,3)). 
Infine, dimostriamo la identità di Bianchi: 


PR°;nt;m + R'imb;1 + Ritmi n= 0. (92,0) 


È comodo verificare questa relazione in un sistema di coordinate 
localmente geodetiche. In virtù del carattere tensoriale della rela- 
zione (92,5), essa sarà quindi valida in qualsiasi altro sistema. Deri- 
vando l’espressione (91,4) e ponendo quindi Tx, = 0, troviamo nel 
punto considerato: 
Rm LP TI IT 
: dam dxm drah drm drl 

Questa espressione permette di vedere che la (92,5) è veramente 
valida. 

Per contrazione del tensore di curvatura si può formare un 
tensore di rango due. Tale contrazione può essere fatta in un 
solo modo: la contrazione del tensore R;x;m degli indici i e X oppure 
l ed m dàzero,in virtù dell’antisimmetria rispetto a questi indici, 
e la contrazione di ogni altra coppia dà sempre,a meno del segno, 
lo stesso risultato. Definiremo il tensore di Ricci Rix come segue!): 


Rin = @'""Riima = R'imn (92,6) 
In base alla (91,4) si ha: 
fig ai LL PAS SP (92,7) 
La simmetria di questo tensore è evidente: 
Rin= Rui. (92,8) 
Infine, con una contrazione di R;, otteniamo l'invariante 
R=g"Rin=ge'e"Riim (92,9) 


detto curvatura scalare dello spazio. 
Le componenti del tensore R;x, soddisfano l’identità differenziale 


1) In alcuni testi di matematica si usa anche un’altra definizione del tenso- 
re Rin: la contrazione di Rixim trail primo e l'ultimo indice. Questa definizione 
si distingue dalla nostra per il segno. 
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che si ottiene per contrazione nella identità di Bianchi (92,5) delle 
coppie di indici ik ed Im: 
i 0oR 
Ria L= 2 dim . (92,10) 

In virtù delle relazioni (92,2-4), non tutte le componenti del 
tensore di curvatura sono indipendenti. Determiniamo quindi il 
numero di componenti indipendenti. 

La definizione del tensore di curvatura, data dalle formule 
riportate, si riferisce ad uno spazio di un numero qualsiasi di dimen- 
sioni. Esaminiamo innanzitutto uno spazio a due dimensioni, cioè 
una superficie ordinaria; indichiamo allora (a differenza delle gran- 
dezze quadridimensionali) il tensore di curvatura con Pas: @ il ten- 
sore metrico con yas, dove gli indici a, db, ... prendono i valori 1, 2. 
Poiché in ogni coppia ad e cd i due indici debbono avere valori 
differenti, è evidente che tutte le componenti del tensore di curva- 
tura differenti da zero o coincidono tra di loro, o si distinguono per 
il segno. Si ha quindi una sola componente indipendente, per esempio 
P,315- È facile trovare che la curvatura scalare è quindi uguale a 


P= State » Y58|Yabl= YVut22— (Yia)?. (92,11) 
La grandezza P/2 coincide con la curvatura di Gauss della superficie 
P 4 
oa 9 
2 S Pia sto) 


dove p; e p, sono i raggi principali di curvatura della superficie nel 
suo punto dato (ricordiamo che p, e p, sono considerati di segno 
identico se i corrispondenti centri di curvatura giacciono da una 
stessa parte rispetto alla superficie, e di segno differente se i centri 
di curvatura giacciono da parti opposte della superficie; nel primo 
caso XK > 0, nel secondo XK < 0)!). 

Passiamo al tensore di curvatura di uno spazio a tre dimensioni; 
indichiamo questo tensore con Pxgys @ il tensore metrico con Yap: 
dove gli indici a, B, ... assumono i valori 1, 2, 3. Le coppie di 
indici af e y$ figurano soltanto in tre combinazioni differenti: 23, 
34, 12 (la permutazione degli indici nella coppia cambia soltanto 


1) È facile ottenere la formula (92,12) scrivendo l'equazione della superficie 
in prossimità del punto dato (2 = y = 0) nella formaz “mm . Allora 
il quadrato dell'elemento di lunghezza è: 

I dr dy. 


dB= (14 5) dz 4 (1447) ap+2 EL 


Calcolando P13,g nel punto z = y = 0 secondo la formula (92,1) (nella quale 
sono necessari soltanto i termini contenenti le derivate seconde di Yap): si ottiene 
la formula (92,12). 
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il segno della componente del tensore). Poiché il tensore Pagys è 
simmetrico rispetto alla permutazione di queste coppie, si hanno 
soltanto 3 -2/2 = 3 componenti indipendenti con differenti coppie 
di indici, nonché 3 componenti con coppie identiche. L'identità 
(92,4) non aggiunge niente di nuovo a queste restrizioni. In tal 
modo, in uno spazio tridimensionale il tensore di curvatura ha sei 
componenti indipendenti. Lo stesso numero di componenti ha il 
tensore simmetrico P,g. Di conseguenza, a partire dalle relazioni 
lineari Pag = 8% P.asg, tutte le componenti del tesnore Pps SÌ 
possono esprimere mediante P,g e il tensore metrico vyag (vedi il 
problema 41). Se si prende un sistema di coordinate localmente 
cartesiano, si può allora, con una rotazione appropriata, ridurre il 
tensore Pg ai suoi assi principali!). Ne risulta che la curvatura di 
uno spazio tridimensionale è determinata in ogni punto da tre 
grandezze”). 

Passiamo infine allo spazio quadridimensionale. In questo caso, 
le coppie di indici ik ed /m costituiscono le seguenti combinazioni: 
01, 02, 03, 23, 31, 12. Ci sono quindi 6 componenti di R;p;m con 
coppie di indici identiche e 6 -5/2 = 15 componenti con coppie di 
indici diverse.Queste ultime, però, non sono ancora tutte indipen- 
denti: le tre componenti, aventi i quattro indici diversi, sono legate, 
in base alla (92,4) dall’identità 


Ro123 + Ro312 + Ros = 0. (92,43) 


Dunque, nello spazio quadridimensionale il tensore di curvatura 
ha in tutto 20 componenti indipendenti. 

Se si prende un sistema di coordinate, galileiano in un punto dato 
e si considerano le rotazioni di questo sistema (in modo tale che 
i valori di g;;} non cambino nel punto considerato), si può allora 
ottenere che sei componenti del tensore di curvatura si annullino 
(sei è il numero delle rotazioni indipendenti di un sistema di 
quattro coordinate). Ne risulta che, nel caso generale, la curvatura 
dello spazio quadridimensionale è determinata in ogni punto da 
14 grandezze. 


1) Notiamo che per calcolare effettivamente gli autovalori del tensore 
Pap: non c'è RIzoRno di passare ad un sistema di coordinate, localmente carte- 
Di Lasa valori si possono determinare come radici 4 dell'equazione 

PaB — dY = 0. 
Ù 2) Conoscendo il tensore P,gy6, si può determinare la curvatura di Gauss K 
di qualsiasi superficie nello spazio. Si ha che se 21, x°, x* è un sistema di 
coordinate ortogonali, allora 


P 
K= 1212 
YiiY22 — (Y12)? 


e la curvatura di Gauss di un « piano » perpendicolare (in un punto dato) 
all’asse 73; per « piano » s'intende una superficie formata dalle linee geodetiche. 
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Se Ria = 01), allora, in un sistema di coordinate arbitrarie, il 
tensore di curvatura ha in tutto 10 componenti indipendenti. Si 
può allora, con una trasformazione appropriata delle coordinate, 
ridurre il tensore R;z:m (nel punto dato dello spazio quadridimensio- 
nale) ad una forma « canonica » nella quale tutte le sue componenti 
sono espresse, nel caso generale, da 4 grandezze indipendenti; in 
casi particolari, questo numero può essere persino minore. 

Se invece R;, #0, quanto detto si riferirà al tensore di curva- 
tura diminuito di un termine che si esprime mediante le compo- 
nenti di R;,. Consideriamo il tensore?) 


4 1 
Cinim= Rihim— 5 Rigkm+ 5 Rim8£1+ 


1 4 4 
ui 2 Ltnigim— DI Rimgir+ 6 R(gigxm— gimgk1). (92,14) 


È facile vedere che questo tensore possiede tutte le proprietà di 
simmetria del tensore Rix;m, @ per contrazione di una coppia 
di indici (il o km) dà zero. 

Mostriamo in che modo è costruita la classificazione dei vari 
tipi possibili della forma canonica del tensore di curvatura se Rig =0 
(A. Z. Petrov, 1950). 

Supponiamo che la metrica nel punto dato dello spazio quadri- 
dimensionale sia in coordinate galileiane. Rappresentiamo l'insieme 
delle 20 componenti indipendenti del tensore R;,;m Come un insieme 
di tre tensori tridimensionali definiti nel modo seguente: 


1 4 
Aag= Roaob Ca = 4 Cay6€Bult 8a Bag = > CaysLopys (92,15) 


(ep, è il tensore unitario antisimmetrico; poiché la metrica tridi- 
mensionale è cartesiana, non c’è bisogno di fare distinzione tra gli 
indici superiori ed inferiori nellasommatoria). I tensori Agp e Cas 
sono simmetrici per definizione; il tensore B,g è asimmetrico, e la 
sua traccia è nulla in base alla (92,13). Per esempio, secondo 
le definizioni (92,15) abbiamo: 


Bu sii Ro0123» By = Ro134 Bs= Ros» Cu= R2333; 00° 
1) Vedremo più avanti ($ 95) che di questa proprietà gode il tensore di cur- 


vatura di un campo gravitazionale nel vuoto. bi i 
2) Questa espressione complicata può essere scritta in modo più conciso: 


4 
Cinlm= Rinim —Rii8]m + Empi8h}i +3 RE(48k]m® 


dove le parentesi quadre esprimono l’antisimmetrizzazione rispetto agli in- 
dici in esse compresi: 


1 
Ari => (Ain Ani). 
Il tensore (92,14) è detto tensore di Weyl. 
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Si vede facilmente che le condizioni R,m = 2 Rin im = 0 sono 
equivalenti alle seguenti relazioni tra le componenti dei tensori 
(92,15): 
Aca=0, Bap= Ba, Aag= — Cas (92,16) 


Introduciamo in seguito il tensore simmetrico complesso 
1 1 i 


Una tale unificazione di due tensori reali tridimensionali Aag © 
Bag in un tensore complesso corrisponde esattamente all’unificazione 
(vista nel $ 25) dei due vettori E ed H in un vettore complesso F, 
mentre la relazione che ne segue tra D, geil4-tensore Riz im corrisponde 
alla relazione tra F e il 4-tensore F;,. Ne segue che le trasformazioni 
quadridimensionali del tensore Riz ;m sono equivalenti alle rotazioni 
complesse tridimensionali del tensore Dg. 

Rispetto a queste rotazioni si possono determinare gli autovalori 
di X=A' + iX” e gli autovettori n, (in generale, complessi) come 
soluzioni del sistema di equazioni 


DapNe Leni ÀNa. (92, 18) 


Le ) sono invarianti caratteristici del tensore di curvatura. Poiché 
la traccia Daa = 0, è nulla anche la somma delle radici dell’equazio- 
ne (92,18): 

261) + 7,02) + 7,19) = 0. 


A seconda del numero di autovettori indipendenti n, si ottiene 
la seguente classificazione di casi possibili della riduzione del ten- 
sore di curvatura ai fipi canonici I, II, III di Petrov. 

I) Ci sono tre autovettori indipendenti. I loro quadrati nn 
sono differenti da zero, e il tensore D_ g e con esso Agg; Bag Si riduco- 
no, con una rotazione appropriata, alla forma diagonale: 


20” 0 0 
Aag={10 = 2° 0 Ì 

0000 —X° 20 

sr 0 i (92,19) 
Bag={0 X°" 0 

0000 MT 


Il tensore di curvatura ha allora 4 invarianti indipendenti). 


1) Il caso degenere, in cui 05 — 2(2, 2€1)” = 212)”, è detto di tipo D. 
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Gli invarianti complessi A‘? e A‘ si esprimono algebricamente 
mediante gli scalari complessi 


4 . *. 
I, = (RinimBiim iRinimB'*!"), 


T3=-3 (RinimR!"P" Ap: 4 iRinimB!"P" RA), (92,20) 


dove con l'asterisco è segnato il tensore duale: 
* 
Rizim = 5 Eikpril im. 
Calcolando /, ed /, con l'aiuto della (92,19), otteniamo: 
I,= + (4612 + XD? L ASD (29), Ia= 3 :61)),(2) (4,1) + 2120), (92,21) 


Queste formule permettono di calcolare 4°‘, 2‘ a partire dai valori 
di Rikim in qualsiasi sistema di riferimento. 

II) Ci sono due autovettori indipendenti. Il quadrato di uno 
di essi è nullo, e, di conseguenza, esso non può essere preso come dire- 
zione di un asse eoordinato. Tuttavia, si può supporre che esso giaccia 
nel piano 2, x?; si ha allora n, = in,, n3=0. Le equazioni 
(92,18) danno rispettivamente: 


Di + iDj3=%, Daa—iD3=A, 


da cui 
Dyj=A—ih, Da3=X+iu, Dyaa=W. 


La grandezza complessa ) = 4’ + ià" è uno scalare e non può essere 
cambiata. Per quanto concerne u, si può attribuire a questa gran- 
dezza, mediante rotazioni complesse, un valore qualsiasi (diffe- 
rente da zero); non sarà quindi restrittivo considerarla reale. Otte- 
niamo allora la seguente forma canonica dei tensori A,g © Bug: 


x n 0 x—u 0 0 
sn (» x 0 ) Pa=( 0 244 0 ) (92,22) 


0 0 —2%' 0 0 — 2° 


In questo caso ci sono in tutto i due invarianti 4’ e 4”. In base 
allà (92,21), si ha allora Zj =}, Z, =, cosicché 7° = Il 
III) C'è un solo autovettore il cui quadrato è nullo. Tutti 
gli autovalori di À sono uguali e, di conseguenza, nulli. Le soluzioni 
dell'equazione (92,18) si possono ridurre alla forma Dj, = D3x = 
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== Dis — 0,Dis = U, Dos = iu, in modo che 


00 nu 000 
Ax=|0 0 01, Ba={0 0 ul. (92,23) 
p 00 O u 0 


In questo caso, il tensore di curvatura non ha nessun invariante, 
e si ha una situazione singolare: lo spazio quadridimensionale è curvo 
ma non esistono invarianti in grado di misurarne la curvatura!). 


PROBLEMI 


4. Esprimere il tensore di curvatura P,gys dello spazio tridimensionale 
mediante il tensore di rango due Pug. 
Soluzione. Cerchiamo Pxpys nella forma 


Pays = AayYps — dasYayvt ApsYayTApyYa8: 


che soddisfa le condizioni di simmetria; Ag è qui un tensore simmetrico il cui 
legame con Pg viene determinato contraendo rispetto agli indici a e y nell’- 
espressione seritta. Procedendo in questo modo troviamo: 


1 
Pag=AYagptAaf» Aap=Pa8—<7 Plap 
e infine: 
P 
Pay = Pays PasY8y + PpsVayv PpyYas +3 (VasYBy — YayYp6)- 
2. Calcolare le componenti dei tensori R;x;m ed Rip in una metrica in cui il 
tensore gig è diagonale. 


Soluzione. Scriviamo le componenti non nulle del tensore metrico nella 
forma 


2F 
Bii=" €; i, eo=1, ta= — 1. 


Calcolando secondo le formule (92,1), si ottengono le seguenti espressioni per le 
componenti non nulle del tensore di curvatura: 


2F 
Rutn= ee !(F1,nFa,it+ Fi, nFii-FraFi,nFi, in) 1 Ek#1, 
2F 2F 
Ruu= ee '(Fi,aPFi,i—-F? —Fi,i, )tbese (Fr, Fi, F3— 


2F 2F.-F 
—Fi,, ee ! Ciome "i Mri,mFi,m #1 


mf i, l 
(non c'è sommatoria rispetto agli indici ripetuti!). Gli indici preceduti 


da una virgola significano la derivazione ordinaria rispetto alla coordinata corri- 
spondente. 


1) La stessa situazione si verifica nel caso degenere II per 2 —= XA" = 0 
(detto di tipo N). 
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Contraendo una coppia di indici del tensore, otteniamo: 
Rin=> DI (Fi,aFrritFi,nFP,i—Fuifi,n—Frith i#%, 


IFi, h 
Ru=)) [FiaiFni-Ffi-Fri,it 
Fi 
UF,-F,) 
tejee  ! (FLAFi, Ft -Fi1-Fi,1 > Fm, 1)] - 
! 


mi, 
$ 93. L'azione per un campo gravitazionale 


Per trovare le equazioni che determinano il campo gravitazionale, 
è necessario determinare preliminarmente l’azione S, per questo 
campo. Si ottengono allora le equazioni cercate facendo variare la 
somma delle azioni del campo e delle particelle materiali. 

L'azione S,, analogamente all’azione per un campo elettroma- 
gnetico, deve essere espressa sotto forma di un integrale scalare 


GV—gdQ esteso a tutto lo spazio rispetto alle coordinate spaziali 


e collocato tra due valori dati rispetto alla coordinata temporale 
x°. Partiremo dal fatto che le equazioni del campo gravitazionale 
devono contenere derivate dei « potenziali » del campo di ordine 
non superiore a due (analogamente alle equazioni del campo elettro- 
magnetico). Poiché le equazioni del campo si ottengono facendo va- 
riare l’azione, è necessario allora che l’espressione integranda G 
contenga derivate di g;, di ordine non superiore ad uno; quindi, 


G non deve contenere che il tensore g;, e le grandezze T};. 
Tuttavia, non si può costruire uno scalare con le sole grandezze 


gin € Tk, Ciò è evidente già dal fatto che tutte le grandezze T7; in 
un punto dato si possono annullare con una scelta opportuna del si- 
stema di coordinate. Esiste nondimeno uno scalare A — la curva- 
tura dello spazio quadridimensionale — in cui compaiono il ten- 
sore gi, con le sue derivate prime e seconde; queste ultime 
però entrano in f soltanto linearmente. In virtù di questa 


linearità, si può trasformare l'integrale invariante { RV—-g42, 


applicando il teorema di Gauss, nell’integrale di un’espressione 
che non contenga più derivate seconde. Si può cioè rappresentare 
l'integrale nella forma 


| RV=E49= { GV =E49+ {L11010 


dove G contiene solamente il tensore g;, e le sue derivate prime, e 
dove l’espressione integranda del secondo termine si presenta come 
divergenza di una grandezza w° (il calcolo è fatto più dettaglia- 
tamente alla fine del paragrafo). In virtù del teorema di Gauss, si 
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può trasformare questo secondo integrale in un integrale esteso alla 
ipersuperficie che delimita il volume quadridimensionale all’interno 
del quale sono calcolati i due altri integrali. Quando si fa variare 
l’azione, la variazione del secondo integrale è nulla, perché, in base 
al principio di minima azione. la variazione del campo è nulla 
sulla frontiera della regione d’integrazione. Possiamo dunque scri- 
vere: 


, | RW =gd9 = 8 | GV =E49. 


Abbiamo a primo membro uno scalare; l’espressione a secondo mem- 
bro è perciò pure uno scalare (la grandezza G di per sé non è, na- 
turalmente, uno scalare). 

La grandezza G soddisfa la condizione posta sopra, poiché contiene 
solamente g;x e le sue derivate prime. Possiamo dunque scrivere: 


sz 3 
655= — 7 Î |GV=g49=- To (93,1) 


dove % è una nuova costante universale. Analogamente a quanto 
è stato fatto nel $ 27 per l’azione del campo elettromagnetico, si 
può vedere che la costante £ deve essere positiva (vedi la fine di questo 
paragrafo). 

La costante £ è detta costante gravitazionale. Le dimensioni di 
k si determinano dalla (93,1). L'azione ha le dimensioni 
gecm?-s71!); ponendo che tutte le coordinate abbiano la dimen- 
sione cm e che le g;x siano adimensionali e, di conseguenza, AR abbia 
la dimensione cm", troviamo che % ha dimensioni cm?-g7-c7?. 
Il suo valore numerico è 


k = 6,67 1078 cm3.g1.s72. (93,2) 


Notiamo che avremmo potuto porre £ uguale all’unità (o ad un 
altro numero adimensionale). In questo caso, però, avremmo de- 
finito l’unità di massa?). 

Calcoliamo infine la grandezza G nella (93,1). Dall’espressione 
(92,7) per Rx si ottiene: 


V=gR=V -gg'*Rn= 
=V ari far > 


!) Con la lettera g si indica qui l’unità di massa equivalente al grammo; la 
lettera s significa secondi. 

2) Se si pone K= c?, la massa è misurata allora in cm, e si ha f cm = 
= 1,35 .1028 

In luogo della grandezza %, si usa talvolta 


Snk _ 21, 
c* 


i ik ad pi — e" Tin] 


che si chiama costante ii di Einstein. 
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Per i primi due termini a secondo membro abbiamo: 


— ik in d 7 ikpI rd — ik 
EE Gi dl (V—gg*ia)— la al (V—ge"), 
a ai 00 
ih ia __d 7 GihD 1 _d cer | 
V-8g VOI V-8g8 li) Fig V-ge!). 
Trascurando le derivate totali, troviamo: 
= G) —— }; È) — |; 
V—gG=Tîm DA (V — 88%) Lia 7 (V- gg) 
— (MITim— Film) e V — g. 
Le formule (86,0-8) ci permettono di stabilire che i primi due 


termini a secondo membro sono uguali al prodotto di V —g per 
2Cinl'img”* — PimDug? — l'ial'img* = 
= g* (20m — FimPin — l'inl'im) = 28° (CETkm — T'ialim) - 
Abbiamo infine: 
G=g (MIlkm— Tialim). (93,3) 
Le grandezze che determinano il campo gravitazionale sono le 
componenti del tensore metrico. Perciò, nel principio di minima 
azione per un campo gravitazionale sono appunto le grandezze gix 
da far variare. Ma è necessario fare qui la seguente osservazione 
importante. Non possiamo più affermare che in un campo reale l’in- 
tegrale dell’azione abbia un minimo (e non semplicemente un 
estremo) rispetto a tutte le variazioni possibili di gig. Ciò è dovuto 
al fatto che non tutte le variazioni di g;, corrispondono alla variazione 
della metrica dello spazio-tempo, cioè alla variazione reale del campo 
gravitazionale. Le componenti di g;, cambiano già per una semplice 
trasformazione delle coordinate relativa al passaggio da un sistema 
di riferimento ad un altro in uno stesso spazio-tempo. Ogni 
trasformazione delle coordinate di questo genere rappresenta, 
in generale, un insieme di quattro (il numero delle coordinate) 
trasformazioni indipendenti. Per escludere tali cambiamenti delle 
ir, non legati alla variazione della metrica, si possono imporre 
quattro nuove condizioni ed esigere che queste condizioni restino 
soddisfatte nella variazione. Di conseguenza, nella sua applicazione 
al campo gravitazionale il principio di minima azione afferma solo 
che le gi, si possono vincolare a condizioni restrittive tali che 
l’azione abbia un minimo quando si fanno variare le gi). 


1) Sottolineiamo, però, che quanto detto non influisce sulla deduzione delle 
equazioni del campo a partire dal principio di minima azione ($ 95). Queste 
equazioni si ottengono già solo esigendo che l'azione abbia un estremo (annul- 
lando cioè la sua variazione prima), e non necessariamente un minimo. 
Ne risulta che per stabilire queste equazioni si possono far variare tutte le 
componenti di g;, indipendentemente. 
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Tenendo conto di queste osservazioni, dimostriamo ora che 
la costante gravitazionale deve essere positiva. Partendo dalle 
quattro condizioni restrittive indicate, esigiamo che le tre compo- 
nenti go si annullino e che il determinante | gag |, costituito con 
le componenti g,g, sia costante: 

g0a=0, |gag|= costante, 
in virtù dell'ultima di queste condizioni, avremo: 


0808 9 
8° = Gad |Bosl=0. 
Ci interessano qui soltanto i termini nell'espressione dell’integrale 
dell’azione che contengono le derivate delle g;, rispetto ad x° (vedi 
pag. 98). Un semplice calcolo fatto con la (93,3) mostra che tali 
termini in G sono 


ng EEE gr gg 


È facile vedere che questa grandezza è definita negativa. Infatti, 
scegliendo un sistema di coordinate spaziali che siano cartesiane 
nel punto dato dello spazio e nell'istante dato di tempo (in modo 
che gag = 8°. = — Sag), otteniamo: 
4 00 ÒgaB 2 
#5 | 0x9 L 
e poiché £°° = 1/g00 > 0, il segno di questa grandezza risulta evi- 
dente. 

Facendo variare abbastanza rapidamente le costanti gag con 
il tempo 2° (tra i due estremi d’integrazione rispetto a dz°), si può 
rendere la grandezza — G arbitrariamente grande. Se la costante 
fosse negativa, l’azione diminuirebbe all'infinito (prendendo valori 
negativi arbitrariamente grandi) e quindi non potrebbe avere un 
minimo. 


$ 94. Tensore energia-impulso 


Nel $ 32 abbiamo ottenuto una regola generale per il calcolo del 
tensore energia-impulso di ogni sistema fisico la cui azione abbia la 
forma dell’integrale (32,1) nello spazio quadridimensionale. In 
coordinate curvilinee questo integrale deve essere scritto nella 


forma 
4 PR, 
S=-1|AV=ga9 (94,1) 


(in coordinate galileiane g = — 1 ed $S diventa { A dV di). L’inte- 
grazione è fatta in tutto lo spazio (tridimensionale) e tra due istanti 
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dati, cioè nella regione infinita dello spazio quadridimensionale 
compresa tra due ipersuperfici. 

Come abbiamo già indicato nel $ 32, il tensore energia-im- 
pulso definito dalla formula (32,5) non è, in generale, simmetrico 
come dovrebbe esserlo. Per renderlo simmetrico, bisogna aggiun- 
gere all’espressione (32,5) un termine opportunamente scelto 


della forma diano dove pia = — Wire 


Indicheremo ora un altro procedimento per calcolare il tensore 
energia-impulso che presenta il vantaggio di fornire immediata- 
mente un’espressione simmetrica. 

Passiamo nella (94,1) dalle coordinate ' alle coordinate ’' 
= c' + Rx dove È' sono piccole. In questa sostituzione, le compo- 
nenti g** si trasformano secondo la legge 


gi (2'Y)= ge!" (2°) do lla =—g!" (61+- 4a 2) (+7 do c-) 4 


e (a+ gi Pea gr È di 


Il tensore g'** è qui funzione di x", e il tensore g** funzione delle 
vecchie coordinate '. Perché tutti i termini si esprimano come 
funzioni delle stesse variabili, sviluppiamo le g'* (2' + È') in serie 
di potenze di 2!. Inoltre, trascurando i termini di ordine superiore 
in ur nei termini contenenti è', in luogo di g’'*, possiamo scrivere 
g**. Troviamo dunque: 
g'* (21)= gi (2) E! 20 + gi! di 4 gi DE Br, 
€ 
È facile vedere, con una verifica diretta, pal gli ii tre termini 
del secondo membro si possono scrivere come la somma Èi; + Eh: | 
delle derivate controvarianti di £'. Cosî, troviamo infine la legge di 
trasformazione di g** nella forma 


g'i®= gl pdgl, dg = gt Leti, (94,2) 
Abbiamo allora per le componenti covarianti: 
Bin=gin+Sgin, Ogin= —Bi;a— Ea; i (94,3) 


(in modo che la condizione g;g'* = 6? sia rispettata sino al 
primo ordine)!). 

Poiché l’azione S è uno scalare, essa non varia per una trasfor- 
mazione delle coordinate. D'altra parte, la variazione $S dell’azione 


1) Notiamo che le equazioni 
Ai h » 2h: i 220 
definiscono le trasformazioni infinitesime delle coordinate che non cambiano 
la metrica. Esse sono dette equazioni di Killing. 
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per trasformazione delle coordinate può essere scritta nella 
forma seguente. Supponiamo che, come nel $ 32, le g esprimano le 
grandezze che determinano un sistema fisico la cui azione è S. Per 
trasformazione delle coordinate le grandezze g variano di éq. 
Calcolando $S, si può però fare a meno dei termini legati alle 
variazioni delle g. Tutti questi termini si eliminano infatti recipro- 
camente in virtù delle « equazioni del moto » del sistema fisico, per- 
ché queste equazioni si ottengono appunto annullando la variazione 
di S rispetto alle grandezze g. È sufficiente dunque scrivere sol- 
tanto i termini legati alla variazione delle g;,. Utilizzando, come 
al solito, il teorema di Gauss e ponendo sulla frontiera d'integrazione 
$g'* = 0, troviamo $S nella forma!) 


era TEA ggihy IVTSA g ne pat 
8 


dgir NEZI dr! 
dx! 
4A ( fOVEA 9 AVTEA ) ggùgg 
c ogih oz! 3 dgih 
dz! 


Ponendo 


Vip SS V—gA_ __9_ IV=8A (94,4) 
g 


6S assume la forma?) 
1 i _è 1 =_= 
6S=3- | Tinbg*V=gdo=—-1 | Tg V—=gd2 (94,5) 


(notiamo che g'*Sg, = — gn6g! e, di conseguenza, T'*Sgir = 
= — Ty6g*). Sostituendo qui a $g** l’espressione (94,2), otteniamo, 


1) E necessario sottolineare che la notazione introdotta qui per le derivate 
rispetto alle componenti del tensore simmetrico gip ha, in un certo senso, un 
carattere simbolico. Più precisamente, le derivate d7/dg;, (F è funzione di g;p) 


dgip- 


hanno senso nella misura in cui esprimono il fatto che dF = de 
ih 


dgin i termini contenenti i differenziali dg;g di 


; F 
Tuttavia, nella somma ci 
Ogin 


ciascuna componente con î # k entrano due volte. Di conseguenza, se avessimo 
derivato un'espressione concreta / rispetto ad una componente determinata g;g 
con i + k, avremmo ottenuto due volte ciò che indichiamo con d@F/0dg;g. 
È necessario tener conto di questa osservazione quando si attribuiscono valori 
determinati agli indici i, X nelle formule contenenti le derivate rispetto alle gin. 
2) Nel caso considerato, le dieci grandezze 6g;y non sono indipendenti in 
quanto derivano da una trasformazione delle coordinate, che sono in tutto 
quattro. Perciò, l'uguaglianza èS = 0 non significa affatto che T;y = 0! 
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tenendo conto della simmetria del tensore 7;x: 
6s=1 | Tix (644 i) V TgadQ=1 Î Tinti kV Ed. 
Trasformiamo ora questa espressione nel seguente modo: 
6s=t { (rt), Vega Lrhae' EZIO. (94,0) 


Il primo integrale può essere scritto con l’aiuto della (86,9) nella 
forma 

1 

rai era  (V=g —gTiti) dQ 

e trasformato in iii di VERA Poiché sulle frontiere 


d'integrazione le È* sono nulle, questo integrale è nullo. 
Troviamo dunque, annullando 6.58: 


ss=-1 | Thi TEAR=0. 


Poiché le È' sono arbitrarie, ne segue che 
Ti. a=0. (94,7) 


Confrontando questa equazione con l’equazione (32,4) 07';,/0x% = 0 
ottenuta in coordinate galileiane, vediamo che il tensore Tix, defi- 
nito dalla formula (94,4), deve essere identificato con il tensore 
energia-impulso, a meno di un fattore costante. È facile verifi- 
care, applicando, per esempio, la formula (94,4) al campo elettro- 
magnetico dove 


1 ; 1 i 
A= — Tir PaP*= er FifimE"87, 


che questo fattore è uguale all'unità. 

La formula (94,4) permette quindi di calcolare il tensore ener- 
gia-impulso derivando A rispetto alle componenti del tensore metrico 
(ed alle loro derivate). Inoltre, il tensore 7;, si ottiene direttamente 
in forma esplicitamente simmetrica. La formula (94,4) è comoda 
per il calcolo del tensore energia-impulso non soltanto in presenza 
di un campo gravitazionale, ma anche in assenza di tale campo, 
allorché il tensore metrico non ha un senso intrinseco e il passaggio 
a coordinate curvilinee è fatto formalmente, come una tappa inter- 
media per il calcolo di 7;x. 

L'espressione (33,1) del tensore energia-impulso del campo elet- 
tromagnetico deve essere scritta in coordinate curvilinee nella 


forma 


Tin=% (— Fuld +4 FimP""gin) (94,8) 
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Per quanto concerne i corpi macroscopici, il tensore energia- 
impulso è [cfr. la (35,2)]: 


Tin=(p +) wunT— pgin- (94,9) 
Notiamo che la componente Too è sempre positiva!): . 
Too>0 (94,10) 


(la componente mista 7$ non ha, in generale, un segno determinato). 


PROBLEMA 


Studiare casi possibili di riduzione a forma canonica di un tensore sim- 
metrico di rango due. 

Soluzione. Ridurre un tensore simmetrico A;x agli assi principali vuol dire 
trovare gli « autovettori » ni per i quali si ha 


Aign®=2n;. (1) 


I corrispondenti valori principali ) si ottengono rispettivamente come radici 
dell'equazione di quarto grado: 


| Aim Min |=0 (2) 
e sono gli invarianti del tensore. Sia le grandezze À, sia i loro autovettori 
possono essere complessi. (È sottinteso ché le componenti del tensore A; sono 


reali). 
Partendo dalle equazioni (1) è facile mostrare che i due vettori n!’ ed 


n;®, corrispondenti a due differenti valori A‘) e X1®, sono ortogonali: 
nUn(2) 0, (3) 


In particolare, se l'equazione (2) ha radici complesse coniugate 4 e * alle quali 
corrispondono i vettori complessi coniugati nr; ed r*, si deve avere allora 


nint*=0. (4) 


Il tensore A; si esprime mediante i suoi autovalori e gli autovettori me- 


diante la formula 
An= Saia 5 
ih dI na! (5) 


(a condizione che almeno una delle grandezze nn! non sia nulla; vedi in seguito). 
A ICONA del carattere delle radici dell'equazione (2) possono aver luogo 
tre casì: 
I) Tutti i quattro valori principali 4 sono reali. Sono reali anche i vettori ni. 
Poiché quest'ultimi sono mutuamente ortogonali, tre di essi debbono avere 
una direzione spaziale ed uno quella temporale (possiamo normalizzarle 


1) Abbiamo infatti Too = euì + p (ut—g00). Il primo termine è eviden- 
temente positivo. Nel secondo termine scriviamo invece: 


dx0 dx* 
00 gn + gog LO de 


e dopo una semplice trasformazione otteniamo goop (dl/ds)?, dove dl è l'elemento 
di distanza spaziale (84,6); ne risulta che il secondo termine in 7 è pure posi- 
tivo. È facile verificare questo anche per il tensore (94,8). 
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rispettivamente con le condizioni nint = —1 ed nint = DE Prendendo per 
Cezoni degli assi coordinati le direzioni di questi vettori, il tensore si riduce 
alla forma 


60) 0 0 0 
0 261) 0 0 
= i 6 
Aik 0 0 x 0 (6) 
0 0 0 — 2,63) 


II) L'equazione (2) ha due radici reali (41, X) e due radici complesse 
coniugate (2’ + i4"). Scriviamo i vettori complessi coniugati n; ed n*, corri- 
spondenti alle due ultime radici, nella forma a; + ib;; poiché essi sono deter- 
minati soltanto a meno di un fattore complesso arbitrario, si possono nor- 
malizzare con la condizione njni = ntn'* = 1. Tenendo conto anche della (4), 


troviamo per i vettori reali a,, bj le condizioni: 
a;ai + bjbî = 0, a;bi == 0, ajat — b;bi = 1; 
da cui a;ai = 1/2, b;jbt = —1/2, cioè uno di questi vettori è temporale e l'altro 


spaziale 1). Orientando gli assi coordinati lungo i vettori ai, bi, ni, ni, 
riduciamo il tensore [in base alla (5)] alla forma 


x' A” 0 0 


2° x 0 0 
4n=l0 0 -20 0 | bo 
0 0 0 —23 


III) Se il quadrato di uno dei vettori ni è nullo (nin! = 0), questo vettore 
non può essere scelto come direzione di un asse coordinato. Si può, tuttavia, sce- 
gliere uno dei piani x°7* in maniera tale che in esso giaccia il vettore ni. Suppo- 
niamo che tale piano sia x°!. Risulta allora dalla condizione nin! = 0 che 
n° = n, e dalle equazioni (1) si ha: 


Aoo+401=4, Ai0+411= —A, 
donde 


Aoo=3 +, Ag = —i.-+w, Ao4= — 


dove to è una grandezza non invariante che cambia per rotazioni nel piano 292}; 
si può sempre renderla reale con una rotazione opportuna. Orientando gli assi 
pi, 23 lungo gli altri due vettori (spaziali) ni, ni, riduciamo il tensore alla 
orma 


i+n —n 0 0 
_| BR A+h8 0 0 
An= 0 0 (9 0 ° (8) 


0 0 00 249 
Questo caso corrisponde all’uguaglianza di due radici (A‘%, 11) dell'equazione (2). 
Notiamo che per il tensore fisico energia-impulso 7; di un sistema materiale 
e 


che si muove a velocità minori della velocità della luce può verificarsi solo il 
primo caso; ciò è dovuto al fatto che ci deve essere un tale sistema di riferimento 


l 1) Poiche soltanto uno dei vettori può essere temporale, ne risulta che 
l'equazione (2) non può avere due coppie di radici complesse coniugate. 


360 CAPITOLO XI 


dove il flusso di energia del sistema, cioè le componenti 7,0, è nullo. Per 
uanto concerne il tensore energia-impulso delle onde elettromagnetiche, ha 
uogo il terzo caso con % = A‘ = X® = 0 (vedi pag. 115); si può dimostrare 
che se cosi non fosse ci sarebbe un sistema di riferimento dove il flusso di 
energia sarebbe maggiore del prodotto della densità di energia per c. 


$ 95. Equazioni di Einstein 


Possiamo passare ora alla deduzione delle equazioni del campo 
gravitazionale. Queste equazioni si ricavano dal principio di 
minima azione 6 (S, +Sgy=0), dove $S, ed S, rappresentano rispetti- 
vamente l’azione del campo gravitazionale e della materia. Facciamo 
variare il campo gravitazionale, cioè le grandezze gix. 

La variazione di 6S, è data da: 


8 Î RV=g49=8 | g'"'Rin V =gd42= 
n | (Rin V —g 6g! + Ring8V —g+eg"V — g6R;n) dQ. 
Sostituendovi, tenendo conto della (86,4), 
Ò " FETTE ar iena — i lo) ua 
V-g ov ds VV —Egunde 
troviamo: 
8 { RV —=g49= 


= î (Ran-+ giR) 6g" V =g dQ+ | g"SRi, V=g492. (95,4) 

Per calcolare 8R;,, notiamo che, sebbene le grandezze a non 
costituiscano un tensore, le loro variazioni éIi, sono un 
tensore. Infatti, TR A xda' è la. variazione di un vettore per tra- 
sporto parallelo [vedi la (85,5)] da un punto P in un altro punto 
infinitamente vicino P’. Ne risulta che 8F}A,dx' è la differenza 
tra due vettori ottenuti per trasporto parallelo (rispettivamente 
alle Ti, non variate e variate) dal punto P nello stesso punto P'. 
Poiché la differenza di due vettori nello stesso punto è un vettore, 
segue che Bi, è un tensore. 

Ricorriamo ad un sistema di coordinate localmente geodetiche. 
Allora, in questo punto tutte le l'Î, sono nulle. Servendoci dell'espres- 
sione (92,7) di R;x, otteniamo (tenendo presente che ora le derivate 
prime di g;, sono nulle): 

Rn = e {2602 


STi, } = 
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dove 

w= g60i,— 280h,. 
Poiché w' è un vettore, possiamo scrivere la relazione ottenuta in un 
sistema arbitrario di coordinate nella forma 


375 EI V-g gw) 
[sostituendo du'/dx" con wi, ed utilizzando la (86,9)]. Di conseguenza, 
il secondo integrale del secondo membro nella (95,1) è 


| g6R, V—=g49= | PL=ee da 


e, secondo il teorema di Gauss, può essere trasformato in un integrale 
di u' sulla ipersuperficie che racchiude tutto il 4-volume. Questo 
termine però scompare, perché la variazione del campo agli estremi 
d’integrazione è nulla. La variazione 6$, è dunque!) 
c3 1 ; PETE 
655=> ir | (Ra-5 gnR) 8g V =g49. (95,2) 
Notiamo che se avessimo assunto come azione del campo l’espres- 
sione 


g' *6Rirg=—— 


c3 = 
S= Tar )6V- 
avremmo ottenuto, come è facile vedere, 


c* d0(GV_—£) d IGV—-8) 8 ih dQ 
LIT] dg 40. 
dxl 


66, = = 


Confrontando questa espressione con la (95,2), troviamo la seguente 
relazione: 


cileni 0o(GV—eg) __d_06V=-8 
Rik D) gin = V=g dgit arl ; dgih =) (95,3) 
drl 


1) Notiamo qui la seguente circostanza curiosa. Se si calcolasse la varia- 
zione $8| RV—gdQ [con R;y ricavato dalla (92,7)], considerando le Fi, come 


variabili indipendenti e le gj, come costanti e se si applicassero in seguito le 
espressioni (86,3) delle Di; si otterrebbe, come è facile vedere, identicamente 
zero. Viceversa, si potrebbe determinare il legame tra le Ti e il tensore 
metrico, chiedendo l’annullamento di questa variazione. 
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La variazione dell’azione della materia, in base alla (94,5), si 
può scrivere 


BSm=- | Tin8g!* V=g40, (95,4) 


I 


dove Tix è il tensore di energia-impulso della materia (compreso 
il campo elettromagnetico). L'interazione gravitazionale entra in 
gioco solamente per corpi di massa sufficientemente grande (per il 
fatto che la costante gravitazionale è piccola). Per questo nello 
studio del campo gravitazionale si ha a che fare in generale con 
corpi macroscopici. Ne risulta che per 7; bisogna usare di solito 
l'espressione (94,9). 

Dal principio di minima azione $$ + 6S, = 0 deduciamo 
quindi: 


c3 1 
— ar | (Ra euR— 


CE Tin) 6g VgdA=O0, 


Cc 


donde, tenendo conto che le 8g* sono arbitrarie, 


Rin— gaR= 2 Ta, (95,5) 


oppure, per le componenti miste, 


8nk 
ci 


1 
Ri—+ SiR= Li: (95,6) 


Queste sono le equazioni del campo gravitazionale, equazioni fonda- 
mentali della relatività generale. dette anche equazioni di Einstein. 
Contraendo gli indici i e X nella (95,6), troviamo: 


T (95,7) 


(7 = Ti). Ne risulta che le equazioni del campo si possono scrivere 

anche nella forma 

8Bnk 
4 


C 


Rin= 


(Tin -+ giT) . (95,8) 


Le equazioni di Einstein non sono lineari. Perciò il principio di 
sovrapposizione non è valido per i campi gravitazionali. Questo prin- 
cipio è valido soltanto in modo approssimato per campi gravitazio- 
nali deboli dove le equazioni di Einstein possono essere lineari 
(tali sono, in particolare, i campi gravitazionali nel limite classico, 
newtoniano; vedi $ 99); 
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In uno spazio vuoto si ha 7; = 0, e le equazioni del campo gra- 
vitazionale si riducono alle equazioni 


Rin =0. (95,9) 


Ricordiamo che ciò non significa affatto che uno spazio-tempo vuoto 
sia piatto: per affermare questo è necessaria una condizione più 
forte e cioè Rikim = 0. 

Il tensore energia-impulso del campo elettromagnetico possiede 
la proprietà che Ti = 0 [vedi (33,2)]. Ne risulta, tenendo conto della 


(95,7) che in presenza del solo campo elettromagnetico, senza massa 
alcuna, la curvatura scalare dello spazio-tempo è nulla. 
Come sappiamo, la divergenza del tensore di energia-impulso 
è nulla: 
Ti. x=0. (95,10) 


Di conseguenza, deve essere nulla anche la divergenza del primo 
DODDES dell'equazione (95,6). Ciò segue direttamente dall’identità 
(92,10). 

In tal modo, le equazioni (95,10) sono contenute, di fatto, nelle 
equazioni di campo (95,6). D'altra parte, le equazioni (95,10), espri- 
mendo le leggi di conservazione dell’energia e dell’impulso, con- 
tengono in sé le equazioni del moto del sistema fisico al quale si 
riferisce il tensore energia-impulso considerato (cioè le equazioni 
del moto delle particelle materiali o la seconda coppia di equazioni 
di Maxwell). Quindi, le equazioni del campo gravitazionale conten- 
gono in sé anche le equazioni della materia stessa che genera questo 
campo. Ne risulta che la distribuzione e il moto della materia che 
genera il campo gravitazionale non possono essere dati arbitraria- 
mente. Al contrario, essi debbono essere determinati (risolvendo le 
equazioni del campo per condizioni iniziali date) contemporanea- 
mente al campo stesso creato da questa materia. 

Sottolineiamo la differenza di fondo tra questa situazione e quella 
che abbiamo avuto per il campo elettromagnetico. Le equazioni 
di questo campo (equazioni di Maxwell) contengono solamente l’equa- 
zione di conservazione della carica totale (equazione di continuità), 
ma non le equazioni del moto delle cariche stesse. Di conseguenza, 
la distribuzione e il moto delle cariche possono essere dati arbitra- 
riamente, purché la carica totale resti costante. Questa distribuzione 
data delle cariche determina allora, mediante le equazioni di Max- 
well, il campo elettromagnetico da esse creato. 

Bisogna tuttavia precisare che, per determinare completamente 
la distribuzione e il moto della materia in un campo gravitazionale, 
si deve aggiungere alle equazioni di Einstein l'equazione di 
stato della materia (non contenuta nelle equazioni del campo), 
cioè un'equazione che lega la pressione e la densità. Questa 
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equazione deve essere data contemporaneamente alle equazioni 
del campo 1). 

Sulle quattro coordinate x° si può operare una trasformazione 
arbitraria. Questa trasformazione permette di scegliere arbitraria- 
mente quattro tra le dieci componenti del tensore g;x. Sono perciò 
indipendenti soltanto’ sei grandezze g;x. Inoltre, le quattro compo- 
nenti del quadrivettore velocità u', che entrano nel tensore ener- 
gia-impulso, sono legate dalla relazione u;u' = 1, in modo che 
solo tre di esse sono indipendenti. Di conseguenza, ci sono, come 
era logico da aspettarsi, dieci equazioni del campo (95,5) per dieci 
grandezze incognite: sei componenti di g;,, tre componenti di u' 
e la densità della materia e/c? (o la sua pressione p). Per un 
campo gravitazionale nel vuoto restano solamente sei grandezze 
incognite (le componenti di g;x), e diminuisce rispettivamente il 
numero delle equazioni indipendenti del campo: le dieci equazioni 
Rin = 0 sono legate dalle quattro identità (92,10). 

Notiamo qualche particolarità strutturale delle equazioni di 
Einstein. Esse rappresentano un sistema di equazioni differenziali 
alle derivate parziali del secondo ordine. Tuttavia, delle equazioni 
non fanno parte le derivate rispetto al tempo di tutte e 10 le compo- 
nenti di g;x. Infatti, dall’espressione (92,1) risulta che le derivate se- 
conde rispetto al tempo sono contenute soltanto nelle componenti 


Royog del tensore di curvatura mediante il termine — 3 Lap (il 


punto significa derivazione rispetto ad 2°); quanto alle derivate 
seconde delle componenti goa ® £00 del tensore metrico, esse sono 
completamente assenti. É chiaro dunque che il tensore R;,, ottenuto 
per contrazione dal tensore di curvatura, e con esso anche le equa- 
zioni (95,5) contengono le derivate seconde rispetto al tempo soltanto 
di sei componenti spaziali ga g- 

È facile anche vedere che queste derivate entrano soltanto nelle 
equazioni 


i 


Ri-|str=rt, (95,11) 
Per quanto concerne le equazioni per le componenti $ e &, cioè 
1 8axk 81k 
Ri-5 R=<7 To a = c4 di (95,12) 


esse contengono soltanto le derivate prime rispetto al tempo. È 


1) L'equazione di stato lega infatti non due, ma tre grandezze termodina- 
miche, per esempio la pressione, la densità e la temperatura della materia. 
Nelle applicazioni alla teoria della gravitazione, questa circostanza però non 
ha, di solito, un'importanza sostanziale, perché le equazioni di stato appros- 
simate utilizzate qui non dipendono dalla temperatura (tali sono, per esempio, 
le equazioni p = 0 per una materia rarefatta, l’equazione ultrarelativistica 
p= €/3 per una materia fortemente compressa, ecc.). 
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facile verificarlo osseruando che nella costruzione delle grandezze 
RS ed RI — 3 R = LI (Ri — R%), dedotte da R;rim per contra- 


zione, le componenti tipo Aoxog non figurano. Ciò risulta più 
‘chiaramente dall’identità (92,10), scritta nella forma 


(R-4 8R) = —(A°-36îR), (95,13) 


(i=0, 1, 2, 3). Le derivate di ordine più elevato rispetto al tempo, 
contenute nel secondo membro di questa uguaglianza, sono le derivate 
seconde (che entrano nelle grandezze f%, R). Poiché la (95,13) è 


un'identità, ne segue che il primo membro deve pure contenere le 
derivate rispetto al tempo non superiori al secondo ordine. Una deriva- 
zione rispetto al tempo è però già presente in esso in modo esplicito; 


; . ANA: 4 
di conseguenza, le espressioni stesse Rî — DI 6°R possono contenere 


le derivate rispetto al tempo non superiori al primo ordine. 
Inoltre, i primi membri delle equazioni (95,12) non contengono 


neppure-le derivate prime Boa e £00 (bensi solo. le gap): Infatti, 
tra tutte le I°, x; queste derivate contengono soltanto le T..00 
e Too € quest'ultime grandezze entrano, a loro volta, soltanto 
nelle componenti del tensore di curvatura tipo Roa08» le quali, 
come già sappiamo, non sono presendi nei primi membri delle 
equazioni (95,12). 

Se ci interessa la soluzione delle equazioni di Einstein per con- 
dizioni iniziali date (rispetto al tempo), sorge naturale la domanda: 
per quante grandezze si possono dare arbitrariamente le distribuzioni 
spaziali iniziali? 

Le condizioni iniziali delle equazioni del secondo ordine debbono 
comprendere le distribuzioni iniziali sia delle grandezze stesse da 
derivare che delle loro derivate prime rispetto al tempo. Tuttavia, 
poiché nel dato caso le equazioni contengono le derivate seconde 
soltanto di sei gx, ne segue che non si possono dare arbitraria- 


mente tutte le g;, e gin nelle condizioni iniziali. Dunque, si 
possono dare (oltre alla velocità e la densità della materia) i valori 


iniziali delle funzioni La 8 8a8 e quindi, a partire dalle 4 equazioni 
(95,12) si determinano i valori iniziali ammissibili goa e £00; nelle 


equazioni (95,11) rimangono ancora i valori iniziali arbitrari goa: 
Il numero delle condizioni iniziali cosi date contiene però anche 
funzioni il cui carattere arbitrario è dovuto semplicemente alla 
scelta arbitraria del 4-sistema di coordinate. Tuttavia, ha un signi- 
ficato reale fisico solo il numero di funzioni arbitrarie « fisicamente 
differenti » che non può ormai essere ridotto mediante la scelta del 
sistema di riferimento. Da considerazioni fisiche si vede facilmente 


366 CAPITOLO XI 


che questo numero è uguale a 8: le condizioni iniziali debbono dare 
la distribuzione della densità della materia e di tre componenti 
della sua velocità, nonché ancora di quattro grandezze che defini- 
scono il campo gravitazionale libero (non legato alla materia) (vedi 
più avanti $ 107); le condizioni iniziali di un campo gravitazionale 
libero nel vuoto debbono dare soltanto le ultime quattro grandezze. 


PROBLEMA 


Scrivere le equazioni di un campo gravitazionale costante esprimendo tutte 
le operazioni di derivazione rispetto alle coordinate spaziali sotto forma di 
derivate covarianti nello spazio di metrica Yap (84,7). 

Soluzione. Introduciamo le notazioni goo = ', goa = —REa (88,11) e la 
velocità tridimensionale v” (88,10). In seguito, tutte le operazioni di innalzamen- 
to e di abbassamento degli indici e di derivazione covariante sono relative allo 
spazio tridimensionale di metrica ygg sui vettori tridimensionali gg, v” e sullo 


scalare tridimensionale &%. 
Le equazioni cercate debbono essere invarianti nella trasformazione 


2°-> 3%, 20--204{(2%), (1) 


la quale conserva la proprietà del campo di essere stazionario. Data una tale 


trasformazione, è facile vedere che (vedi la nota alla pag. 325) ga + ga — df/dx* 
e che lo scalare & e il tensore yap=—ga stRgagp non variano. È dunque chiaro 
che le equazioni cercate, una volta espresse mediante Yy,6: È € ga: possono contene- 
re gg soltanto in forma di combinazione delle derivate che dia un tensore 


antisimmetrico tridimensionale: 


968 080, 
faB=Ep;a Ea; B= Fa — Gab! (2) 
invariante rispetto alla trasformazione indicata. Tenendo presente questa cir- 
costanza, si possono semplificare essenzialmente i calcoli ponendo (dopo aver 
calcolate tutte le derivate che entrano in Ri) ga = 0 © gap + Ep:ia = 01). 
I simboli di Christoffel sono: 


1 41.. 
T$0 a 8°h. A, The pr h' a 
1 h h È i 
Tao=5p tata efagt... Top = fg —-5 ggh'°, 
o_1| da 0gg { È 
Tap= —2 ( af 3a) TE ah g+eoh FE Ait 


1) Perevitare possibili ambiguità, sottolineiamo che il procedimento esposto 
per semplificare i calcoli, pur fornendo le giuste equazioni del campo, sarebbe 
inadeguato per il calcolo delle componenti del tensore R,, come tali, perché 
esse non sono invarianti rispetto alla trasformazione (1). I primi membri delle 
equazioni (3), (4), (5) contengono le componenti del tensore di Ricci alle quali 
sono effettivamente uguali le espressioni scritte. Queste componenti sono inva- 
rianti rispetto alla trasformazione (1). 
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I termini omessi (sostituiti qui con puntini di sospensione) sono quadratici 
rispetto alle componenti del vettore g,; questi termini si annullano allorché 
poniamo, fatte derivazioni in R;, (92,7), gg = 0. I calcoli sono fatti utiliz- 
zando le formule (84,9), (84,12) e (84,13); By sono i simboli di Christoffel tridi- 
mensionali costruiti con la metrica fas; 

Il tensore 7; è calcolato secondo la formula (94,9) con ui ricavate dalla 
(88,14) (ponendo sempre gg =0). 

Dopo tutti i calcoli necessari dalla (95,8) si deducono le seguenti equazioni: 


1 1 h 8nk e— 
+ Roo = Vit rt ( ET). (3) 
c% 
i pa Vh cap _3 8 (VR) 81h _p+e v° . 4 
ir MA sa 
N 
B_ pag È et s0,d_ 
ii a er (Vhi cita 
c.d __ 
Mei ata Spiri | (5) 
Cc (1-2) 


Qui PB è un tensore tridimensionale costruito con le Yafg. esattamente come 
Rih è formato con le g;p!). 


$ 96. Pseudotensore energia-impulso 
del campo gravitazionale 


In assenza di un campo gravitazionale la legge di conservazione 
dell'energia e dell’impulso della materia (e del campo elettro- 
magnetico) è espressa dall’equazione 


0T*/0x° = 0. 


La generalizzazione di questa equazione al caso in cui è presente 
un campo gravitazionale è rappresentata dall’equazione (94,7) 


d(T$ V— 
Tiri ST 4 da pilo. (96,4) 


1) Analogamente, le equazioni di Einstein possono essere scritte anche nel 
caso generale di una metrica che dipende dal tempo. Esse avranno allora, accanto 
alle derivate ae anche le derivate rispetto al tempo delle grandezze 

a: Ea» h. Vedi A. L. Zelmanov Atti (Doklady) dell’Accademia delle Scienze 
den'URSs 107, 815 (1956). 
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Tuttavia questa equazione non esprime nessuna legge di conserva- 
zione di grandezze fisiche!). Ciò è dovuto al fatto che in un campo 
gravitazionale si deve conservare non il 4-impulso della sola mate- 
ria, ma il 4-impulso della materia e del campo gravitazionale; 


quest’ultimo non è contenuto nell'espressione di Ti. 

Per determinare il 4-impulso conservativo totale del campo gra- 
vitazionale e della materia che in esso si trova, procederemo come 
segue (L. D. Landau, E. M. Lif$sic, 1947)?). Scegliamo un sistema 
di coordinate in maniera tale da annullare, in un punto dato 
dello spazio-tempo, tutte le derivate prime di gi; rispetto alle 
coordinate (le g;, non debbono avere necessariamente valori 
galileiani). Allora, in questo punto, il secondo termine dell’equa- 
zione (96,1) si annulla, e nel primo termine si può quindi portare 


V—g fuori dal segno di derivazione, in modo che alla fine resta 


0 mk 
dr Ti=0, 
o, in componenti controvarianti, 
O_T%*-0 
dzxh 


Le grandezze 7", che soddisfano identicamente questa equazione, 
si possono scrivere nella forma 
pih d  _ihl 


n dx! Use: 
dove ni” sono grandezze antisimmetriche rispetto agli indici k, : 
pit — gi 


Il procedimento per ridurre di fatto 7" a questa forma non è diffi- 
cile. A questo scopo, partiamo dalle equazioni di campo 


DÌ — 2, (R*—> g"R) 


1) In effetti, l’integrale {78V — gdSy si conserva soltanto se è valida 


9V ET} 
la condizione Bah 
in coordinate curvilinee gli stessi calcoli, che sono stati fatti in coordinate 
galileiane nel $ 29. È comunque sufficiente notare che questi calcoli hanno un 
carattere puramente formale, non legato alle proprietà tensoriali delle rispettive 
grandezze, cosî come la dimostrazione del teorema di Gauss ha in coordinate 
curvilinee la stessa forma (83,17) che in coordinate cartesiane. 

2) Si potrebbe pensare di applicare al campo gravitazionale la formula (94,4), 
sostituendo in essa A = —c*G/16x1k. Sottolineiamo, però, che questa formula 
si riferisce solamente ai sistemi fisici descritti dalle grandezze g, differenti 
dalle g;,; essa non è dunque applicabile al campo gravitazionale definito dalle 
grandezze gi, come tali. Notiamo, a questo proposito, che sostituendo nella 
(94,4) G con A, si otterrebbe semplicemente zero, come ciò risulta direttamente 
dalla relazione (95,3) e dalle equazioni del campo nel vuoto. 


= 0, e nonla (96,1). È facile verificare questo facendo 
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mentre per R* secondo la*(92,1) abbiamo: 


—r<x———n "(6 ——E—RzEL© _ +} 


pia gimgrogln 9°g1p 0°Emn 0°gIn 9Emp } 
2 dam dx" ox! 02? dam dxP dxl dx" 


(ricordiamo che tutte le Ti nel punto considerato sono nulle. Dopo 
semplici trasformazioni, il tensore 7'* può essere ridotto alla forma 


ih ___9 c4 1 d ihgim __ gil hm 
T = Fonk (29) dem U-8) 88° —8 g' I}. 

L'espressione compresa tra parentesi graffe, antisimmetrica 
rispetto agli indici È, Î, rappresenta ciò che abbiamo indicato con 
ni Poiché le derivate prime di g;, sono nulle nel punto con- 
siderato, il fattore 1/(—g) può essere portato fuori dal segno di 
derivazione 0/0z°. Introduciamo le notazioni 


pil — Sea gihim (96,2) 
piRimi(— g) (gigim_ giighm; (96,3) 
dove le grandezze h'' sono antisimmetriche rispetto agli indici &, I: 
pie — hit (96,4) 
Si può allora scrivere | 
= (91° 


Questa relazione, dedotta supponendo @g;x/0x' = 0, non ha più 
luogo quando si passa ad un sistema di coordinate arbitrario. Indi- 


1 é Oh+h1 3 
chiamo la differenza —- — (—g) 7°*, che nel caso generale non è 
nulla, con (—g) t'*. Si avrà allora, per definizione: 


(— g) (PT + 1) = PI 


dxl 
Le grandezze t‘* sono simmetriche rispetto agli indici i, &: 
sh — pi (96,6) 


Questo segue direttamente dalla loro definizione, poiché sia il ten- 
sore T'* che le derivate 0h*!/0x' sono grandezze simmetriche!). 
Esprimendo 7° mediante R'* secondo le equazioni di Einstein, 
otteniamo l’identità 
n cd in_ dg in) __ ORI 
(af (2-7 e%R) +} = 27, (96,7 
1) È state per questo che nell'espressione di 7i% abbiamo portato (—g) fuori 


dal segno di derivazione rispetto ad z!. Viceversa, le ah'iàl/dr! e, di conseguenza, 
tih non sarebbero simmetriche rispetto ad i, %. 


(96,5) 
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dalla quale si possono ricavare, dopo un calcolo assai laborioso, le 
seguenti espressioni di #**: 
4 . E 
3 {(2Timlat— lipl'mn— Tr Inl mp) (eg? ng tig “ * 
+ gg" (Ciplin + Fionlip— Mhol'iIm— l'imlhp) + 
+ gig (TiyThn + Ponti — l'aplim — l'iml'ho) + 
+e'"e"? (Tinlmp— l'imlio)}: (96,8) 


oppure, mediante le derivate delle componenti del tensore me- 
trico: 


più 


ei 
— 


3 c4 : : 1} 
(— £) più usi n { gli gr = =gf pei a + 3) Sg Imgr 99" n 


— (e''Emngio gtP , + E'emngi” pg®P 1) + Eime"Pgil gm + 
1 4 i 
+ 5 (2g'!gm g''gl”) (2EnpEar = EpgfEnr) gno ghi =) , (96,9) 


dove gif = V—gg', e la notazione «, î » indica la derivazione 
ordinaria rispetto ad x'. 

La proprietà essenziale delle grandezze #°* è che esse non costitui- 
scono un tensore; ciò è evidente già dal fatto che le dh" sono 
derivate ordinarie e non covarianti. Tuttavia, le #** si esprimono 
mediante le grandezze bis e quest'ultime si comportano come un 
tensore per trasformazioni lineari delle coordinate (vedi $ 85); 
lo stesso si può quindi dire anche delle #'*. Dalla definizione (96,5) 
segue che la somma 7" + #'* soddisfa identicamente le equazioni 


le) 
drh 


—g) (141%) =0. (96,10) 


Ciò vuol dire che vale la legge di conservazione delle grandezze 
1 i 
pi=1 | (— g) (TP+1) dSx. (96,11) 


In assenza di un campo gravitazionale, in coordinate galileiane 
i ; ? , ; 1 ; ore 
si ha t'* = 0, e l'integrale scritto sopra diventa 2 | T'*dS,, cioè 


il 4-impulso della materia. Di conseguenza, le grandezze (96,11) 
debbono essere identificate con il 4-impulso totale della materia 
e con il campo gravitazionale. L'insieme delle grandezze #'* è 
detto pseudotensore energia-impulso del campo gravitazionale. 
L’integrazione nella (96,11) può essere estesa ad ogni ipersu- 
perficie infinita che racchiude l’intero spazio tridimensionale. 


Se si prende per tale ipersuperficie x° = costante, si può scrivere P* 
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nella forma di un integrale spaziale triplo: 


pi= 4 | (—g) (P°0+ #0) dv. (96,12) 


Ha un’importanza essenziale il fatto che il 4-impulso totale della 
materia e del campo si esprima in forma di integrali delle grandez- 
ze (—g) (T* 4 t**) simmetriche rispetto agli indici i, %. Ciò signi- 
fica che si conserva il 4-momento angolare definito come segue 
(vedi $ 32)1): 


M* = { (z'aP*— 2 aP')— 
i Î [e' (1%! 4-85) — 28 (T# +1)](—g)dS1,. (96,13) 


In tal modo, in relatività generale si conserva anche il momento 
angolare totale di un sistema isolato di gravi ed, inoltre, come 
prima, si può dare la definizione di centro di massa in moto uni- 
forme. Quest'ultimo fatto è dovuto alla conservazione delle compo- 
nenti M° (cfr. $ 14) espressa dall’equazione 


2° { (T°° 41°) (— gdV— { 2% (1904 #99) (— g)dV =costante, 


in modo che le coordinate delfentro di massa sono date dalla for- 
mula 
| 2° (700-100) (—g) dV 


| (7004-1900) (—g) dV 


x 


(96,14) 


Scegliendo un sistema di coordinate che sia inerziale nell’ele- 
mento di volume dato, si possono annullare tutte le #** in qualsiasi 
‘punto dello spazio-tempo (perché si annullano contemporanea- 
mente tutte le grandezze l'i,). D'altra parte, si possono avere At 


differenti da zero anche in uno spazio piatto, cioè in assenza di un 
campo gravitazionale, ricorrendo semplicemente a coordinate cur- 
vilinee in luogo di quelle cartesiane. In ogni caso, non ha 


1) Bisogna notare che l’espressione ottenuta per il 4-impulso della materia 
e del campo non è affatto l’unica possibile. Al contrario, si possono scegliere 
con infiniti modi (vedi, per esempio, il problema alla fine dì questo paragra- 
fo) espressioni tali che, in assenza di un campo, si riducono a 7° e 
danno grandezze conservate se integrate in dS,. Tuttavia la nostra scelta è 
l’unica per cui lo pseudotensore energia-impulso del campo contenga soltanto 
le derivate prime delle g;, (condizione assai naturale dal punto di vista 
fisico) ed è l’unica per cui esso sia simmetrico, il che permette di formulare 
la legge di conservazione del momento angolare. 


24* 
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senso parlare di una localizzazione determinata dell’energia del 
campo gravitazionale nello spazio. Se il tensore 7; è nullo in un 
certo punto d’universo, questa proprietà si rivela in ogni sistema 
di coordinate, e si può allora dire che in questo punto non c’è né 
materia, né campo elettromagnetico. Al contrario, dal fatto che lo 
pseudotensore sia nullo in un sistema di riferimento non segue affatto 
che esso sia nullo in un altro sistema di riferimento, e perciò non 
ha senso parlare di energia gravitazionale localizzata in una certa 
regione. Ciò è in pieno accordo con il fatto che si può, con una 
scelta adeguata delle coordinate, «annullare » il campo gravi- 
tazionale nell'elemento di volume dato, ed inoltre, in forza di 
quanto è stato detto sopra, anche lo pseudotensore #** in questo 
elemento. i 

Quanto alle grandezze P* — quadrivettore impulso della mate- 
ria e del campo — esse hanno un significato ben determinato: risulta 
infatti che esse non dipendono dalla scelta del sistema di riferimento 
proprio nel senso richiesto dalle considerazioni d’ordine fisico. 

Delimitiamo attorno alle masse considerate una regione dello 
spazio sufficientemente grande perché si possa trascurare, fuori di 
essa, il campo gravitazionale. Nello spazio-tempo quadridi- 
mensionale, questa regione descrive un «canale » nel corso del 
tempo. Il campo non esiste al di fuori di questo « canale », cosicché 
lo spazio quadridimensionale è ivi piatto. Ne risulta che nel calcolo 
dell'energia e dell’impulso del campo bisogna scegliere il sistema 
quadridimensionale di coordinate in modo tale che esso sia galileiano 
al di fuori del « canale » e che tutte le #'* siano nulle. 

Naturalmente, il sistema di riferimento non è definito univoca- 
mente da questa condizione: esso può essere scelto arbitrariamente 
all’interno del « canale ». In accordo con il significato fisico delle 
grandezze P' risulta però, che quest'ultime non dipendono assoluta- 
mente dalla scelta del sistema di coordinate all’interno del « canale ». 
Consideriamo infatti due sistemi di coordinate che siano differenti 
all’interno del « canale » e coincidenti fuori di esso con uno stesso 
sistema galileiano, e confrontiamo i valori P* e P'' del quadrivettore 
impulso in questi due sistemi in determinati istanti di « tempo » 
x° ed x'°. Introduciamo il terzo sistema di coordinate che coincida 
all’interno del « canale » con il primo sistema all’istante 2°, con 
il secondo sistema all'istante 2'° e con lo stesso sistema galileiano 
fuori del «canale» . In base alla legge di conservazione del- 
l'energia e dell'impulso, le grandezze P' sono costanti (AP*/da° = 0). 
Ciò si verifica nel terzo sistema di coordinate, come pure nei primi 
due. Ne risulta che P*' = P’, come dovevasi ‘dimostrare. 

Abbiamo accennato prima che le grandezze #** sono dotate di pro- 
prietà tensoriali per trasformazioni lineari delle coordinate. Di 
conseguenza, le grandezze P' costituiscono un quadrivettore per 
tali trasformazioni, e in particolare, per le trasformazioni di Lorentz 
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che trasformano un sistema di riferimento galileiano all’infinito 
in un altro!). 

Il 4-impulso P* può essere anche espresso sotto forma di un inte- 
grale esteso ad una superficie tridimensionale all’infinito che racchiuda 
«tutto lo spazio ». Sostituendo la (96,5) nella (96,11), troviamo: 

Pio Id, 
c dx! 

Si può trasformare questo integrale in un integrale esteso a una 

superficie ordinaria con l’aiuto della (6,17): 


pi= Ea $ hi! dft,. (96,15) 


Se nella (96,11) si prende per regione d’integrazione la ipersuperficie 
2° = costante, la superficie d’integrazione nella (96,15) è una 
superficie puramente spaziale!): 


i_ 1 10 | 
P = dh % dfa. (96,16) 


Per dedurre una formula analoga per il momento angolare, sosti- 
tuiamo la (96,5) nella (96,13) e rappresentiamo hi! nella forma (96,2). 
Integrando poi « per parti », troviamo: 


bi 4 . 02,RIma ka dz ilmn si 
M' “—° | (2° dim den damor ) ds:= 
4 ; g,Rlmn d},iImn 

=) (Fg e) fim 

4 i d,Rimo h bd}ilma n 

i (So _]4= 


= \(citm_ gipitm) dffim = | Fi (Abin __ gin) qs, 


Dalla definizione delle grandezze 4!" si vede facilmente che 
zithn _ qplin as VALI 


1) Pit rigorosamente parlando, secondo la definizione'(96,11), Pi è un quadri- 
vettore soltanto per trasformazioni lineari e con determinante uguale a 1; tali 
sonoanche le trasformazioni di Lorentz, le sole a presentare un interesse fisico. 
Se si ammettono anche trasformazioni con determinante differente dall’unità, 
bisogna allora introdurre nella definizione di Pi il valore di g all’infinito, scri- 
vendo nel primo membro della (96,11) V—gwP' in luogo di Pi. 

2) df*, è l'elemento «normale » della superficie, legato all'elemento 


«tangenziale » dfit mediante la (6,14): dfix = 3en Imdfim. Sulla superficie che 


delimita la ipersuperficie perpendicolare all’asse 7° sono differenti da zero solo 
le componenti df! con I, m = 1, 2, 3; di conseguenza, df#. ha solo le componenti 
per cui uno dei due indici i e %Xè nullo. Le componenti df#, sono le compo- 
nenti dell’elemento tridimensionale di una superficie ordinaria, che indicheremo 
semplicemente con df,. 
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Dunque l’ultimo integrale avente per elemento d'integrazione d$; 
è uguale a 


1 d,iitnk 4 ; 
+ | de | Md 


Infine, scegliendo di nuovo una superficie d'integrazione puramente 
spaziale, otteniamo 


Mii \ (cinfoe — ppi 4 piva) dpi. (96,47) 


PROBLEMA 


Trovare l’espressione per il 4-impulso totale della materia e del campo gravi- 
tazionale ricorrendo alla formula (32,5). 
Soluzione. In luogo della (32,1) in coordinate curvilinee si ha 


S= {AVTG dvd 
e, di conseguenza, per ottenere una grandezza conservativa bisogna sostituire 
nella (32,5) A con AV—=g, il 4-impulso assume allora la forma 


SLAVE gb 0(V—£A) 
p,=4 { AV ER+ RI ag She 


dxf 


Applicando questa formula alla materia perla quale le grandezze g‘% sono diffe- 
renti da g;,, si può portare )/ — g fuori dal segno di derivazione, e l’espres- 
sione integranda risulta uguale a V—g 7È, dove 7° è il tensore energia- 


° 


impulso della materia. Se invece la formula scritta è applicata ad un campo 
4 
gravitazionale, è necessario porre A = — 5a e la componenti g;y del tensore 
metrico sono le grandezze q‘D. Perciò il 4-impulso totale del campo e della 
materia è 
1 kaj= c3 | “— dgim 9(G V —g) 


dx” 


Utilizzando per G la (93,3), si può ridurre questa espressione alla forma 
pi=4 | {ri “eta [6 V-=g888+ 


n LA, mi Ori li 


Il secondo termine tra parentesi graffe è il 4-impulso del campo gravitazionale 
in assenza di materia. L'espressione integranda non è simmetrica rispetto 
agli indici i e k, e di conseguenza, non permette di formulare la legge di conser- 
vazione del momento angolare. 
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$ 97. Sistema di riferimento sincrono 


Come già sappiamo dal $ 84, la condizione che permette di sin- 
cronizzare gli orologi in differenti punti dello spazio consiste nell’an- 
nullarsi delle componenti goa del tensore metrico. Se inoltre gio = 1, 
la coordinata temporale x° = # rappresenta il tempo proprio in 
ciascun punto dello spazio!) . Chiameremo sincrono un sistema di 
riferimento che soddisfa le condizioni 


fo= 1, Loa= 0, (97,4) 
L'elemento d’intervallo in un tale sistema è dato dall’espressione 
ds?= dt? — yagp dr* db, (97,2) 


dove le componenti del tensore della metrica spaziale coincidono 
(a meno del segno) con le componenti gg: 
VaB= — 8a. (97,3) 
Nel sistema di riferimento sincrono le linee di tempo sono le 
geodetiche dello spazio quadridimensionale. Infatti, il quadrivettore 
u' = dx'/ds, tangente alla linea d’universo 21, x, x3 = costante, ha per 
componenti u% = 0, u° =1 e soddisfa automaticamente le equazio- 
ni delle geodetiche: 


2 


Tu 27 '- Ti,=0, 


perché, in base alle condizioni (97,1), i simboli di Christoffel 
le, Too sono identicamente nulli. 

È facile vedere anche che queste linee sono normali alle ipersu- 
perfici £ = costante. Infatti, il quadrivettore normale ad una tale 
ipersuperficie n; = 0t/0x' ha per componenti covarianti ng = 0, 
no = 1. Le componenti controvarianti, tenendo conto delle condi- 
zioni (97,1), sono rispettivamente n* = 0, n° = 1, cioè coincidono 
con le componenti del quadrivettore u*, tangenti alle linee di tempo. 

Viceversa, si può ricorrere a queste proprietà per la costru- 
zione geometrica di un sistema di riferimento sincrono in ogni spazio- 
tempo. A questo scopo, scegliamo per superficie iniziale una iper- 
superficie del denere spazio, cioè una ipersuperficie la cui 
normale in ogni punto abbia la direzione temporale (giaccia cioè 
all’interno del cono di luce con vertice in questo punto); tutti gli 
elementi d’intervallo su una tale ipersuperficie sono del genere spazio. 
Costruiamo quindi la famiglia di linee geodetiche normali a questa 
ipersuperficie. Assumendo ora queste linee geodetiche come linee 
coordinate del tempo, prendendo come la coordinata temporale ft la 
lunghezza s della geodetica calcolata a partire dalla ipersuperficie 
iniziale, si ottiene un sistema di riferimento sincrono. 


1) In questo paragrafo poniamo c = 1. 
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È chiaro che tale costruzione, e quindi la scelta di un siste- 
ma di riferimento sincrono, sono sempre possibili. Questa 
scelta non è ancora univoca. La metrica (97,2) ammette qual- 
siasi trasformazione delle coordinate spaziali che lasci invariato il 
tempo, cosa che corrisponde all’arbitrio nella scelta della ipersu- 
perficie iniziale nella costruzione geometrica indicata. 

Analiticamente, la trasformazione che permette di passare ad 
un sistema di riferimento sincrono può essere realizzata, in linea 
di principio, per mezzo dell'equazione di Hamilton-Jacobi. Questo 
metodo è basato sul fatto che le traiettorie di una particella in un 
campo gravitazionale sono esattamente linee geodetiche. 

L'equazione di Hamilton-Jacobi per una particella (di massa 
uguale all’unità) in un campo gravitazionale si scrive 


in dî d 
“R i =1 (97,4) 


(abbiamo indicato qui l’azione con t). Il suo integrale totale ha la 
forma 


t=f(E%, 2°) + A (€), (97,9) 


dove f è una funzione delle quattro coordinate x* e di tre parametri 
E: consideriamo la quarta costante A come una funzione arbitraria 
delle tre È“. Da questa rappresentazione di © si possono ottenere 
le equazioni della traiettoria della particella annullando le derivate 
OT/dE, cioè 


df dA 

ga = ge” (97,6) 
Per ogni insieme di valori dei parametri È“, i secondi membri delle 
equazioni (97,6) hanno determinati valori costanti, e la linea d’uni- 
verso definita da queste equazioni è una delle traiettorie possibili 
della particella. Prendendo per nuove coordinate spaziali le £%, che 
restano costanti lungo le traiettorie, e per coordinata temporale x, 
otteniamo il sistema di riferimento sincrono; le equazioni (97,5) 
e (97,6) determinano il passaggio cercato dalle vecchie coordinate 
alle nuove. In effetti, in una tale trasformazione, le linee del 
tempo diventano automaticamente geodetiche, ed esse risultano inol- 
tre normali alle ipersuperfici t = costante. Quest'ultima circostanza 
è evidente da una analogia meccanica: il quadrivettore — 07/02°, 
normale alla ipersuperficie, coincide in meccanica con il 4-impulso 
della particella, e la sua direzione coincide quindi con quella della 
sua 4-velocità u', cioè con il quadrivettore tangente alla traiettoria. 
Infine, la validità della condizione go = 1 è evidente dal fatto 
che la derivata —d7/ds dell’azione lungo la traiettoria è la massa 
della particella, che abbiamo supposta uguale all’unità; perciò 
|dv/ds |= 1. 
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Scriviamo le equazioni di Einstein nel sistema di riferimento 
sincrono, separando in esse le operazioni di derivazione ‘spaziale 
da quelle di derivazione temporale. 

Poniamo 
ab 
“dt 
per le derivate rispetto al tempo del tensore metrico tridimensionale; 
queste grandezze costituiscono un tensore tridimensionale. 
Tutte le operazioni di spostamento degli indici nel tensore tridimen- 
sionale xxg e le sue derivazioni covarianti verranno eseguite nello 


spazio tridimensionale di metrica Yag!). Notiamo che la somma “a 


(97,7) 


Ka = 


è la derivata logaritmica del determinante ) = | Yap] = — &: 
ag d 
xa = 2 =—-In Y. (97,8) 
Per i simboli di Christoffel troviamo le espressioni: 
Too =Tt0=Tta=0, (97,9) 


0 1 1 
Tap = 2 %aB, Tog = DI x6 ’ Téy == e 


dove Xp, sono i simboli di Christoffel tridimensionali dedotti dal 
tensore Yap. I calcoli fatti secondo la formula (92,7) danno le seguenti 
espressioni per le componenti del tensore di Ricci R;x: 


1 9 i i 
Roo= 3a ra, Roa =" (#6; p—xÈ. a), 


i 0 , a A (97,10) 
Rag= Pat > dr *aBt 7 (XaBXy — 2a By) - 


Pag è qui il tensore tridimensionale di Ricci costruito mediante le 
Yag, esattamente come fR;, è costruito con le g;x; l’innalzameoto 
dei suoi indici sarà fatto in seguito mediantela metrica tridimensio- 
nale UCI: 

Scriviamo le equazioni di Einstein in componenti miste: 


RI=- 10, 41,6 8nk (79-47) , (97,41) 


204°6% 4 

Ra = (È; pf; a) =81hTG, (97,12) 
B_ B 1_d i B__1 eB 
Ri=— Piz a (V vue) = 80h (Tt 307). (97,13) 


1) Ciò non riguarda, naturalmente, le operazioni di spostamento degli 
indici nelle componenti spaziali dei 4-tensori R;,, Tix (vedi la nota alla pag. 329). 


Così, TÈ deve essere considerato sempre come ETA + e°To, che nel 
nostro caso si riduce a g*? 7, e si distingue per il segno da y8Y Lio 
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La proprietà caratteristica dei sistemi di riferimento sincroni 
è che essi non sono stazionari: in un tale sistema il campo gravita- 
zionale non può essere costante. Infatti, in un campo costante si 
avrebbe %,g = 0. Tra l’altro, in presenza della materia, l’annulla- 
mento di tutte le x, g sarebbe comunque in contraddizione con l’equa- 
zione (97,11) (con il secondo membro differente da zero). In uno 
spazio vuoto, invece, partendo dalla (97,13) avremmo trovato che 
tutte le Pg e, di conseguenza, tutte le componenti del tensore di 
curvatura tridimensionale Px,p,s si annullano, cioè che il campo 
non esiste affatto (nel sistema sincrono con una metrica spaziale 
euclidea lo spazio-tempo è piatto). 

Nello stesso tempo la materia che riempie lo spazio non può 
generalmente trovarsi in quiete rispetto ad un sistema di rife- 
rimento sincrono. Ciò è evidente dal fatto che le particelle di 
materia sottoposta all’azione delle forze di pressione non si muovono 
generalmente lungo le linee geodetiche d’universo; quanto alla 
linea d’universo di una particella in quiete, essa è la linea del tempo, 
geodetica nel sistema sincrono. Un'eccezione è fatta dal caso della 
materia « incoerente » (p = 0). Le particelle, non interagendo tra 
di loro, si muovono lungo le linee geodetiche d’universo; in questo 
caso la condizione di sincronismo del sistema di riferimento non 
è quindi in contraddizione con la proprietà di muoversi solidalmente 
con la materia!). Per altre equazioni di stato una situazione analoga 
può verificarsi soltanto in casi particolari, cioè quando in tutte 
o in alcune direzioni è assente il gradiente della pressione. 

Dall’equazione (97,11) si può dedurre che il determinante —£g = y 
del tensore metrico nel sistema di riferimento sincrono deve necessa- 
riamente annullarsi per un valore finito del temro f. 

Notiamo a questo proposito che l’espressione del secondo membro 
di questa equazione è positiva per qualunque distribuzione di 
materia. Infatti, per il tensore energia-impulso (94,9) nel sistema 
di riferimento sincrono abbiamo: 


1 2 
T9-iT=3 (e4+3p) + LIDO 


{i—-v 


1) Anche in questo caso però, per poter scegliere un sistema di riferimento 
sinerono in moto solidale conla materia, è necessario ancora che la materia si 
muova « senza rotazioni ». Nel suddetto sistema di referimento le componenti 


controvarianti della 4-velocità sono u® = 41, u*= 0. Se inoltre il sistema è sin- 
crono, anche le componenti covarianti sono up = 4, ug = 0, e, di conseguenza, 
il suo 4-rotore è 


Ma questa uguaglianza tensoriale deve essere allora valida per qualsiasi altro 
sistema di riferimento. Di qui ricaviamo la condizione rot v = 0 per la velocità 
tridimensionale v nel sistema sincrono. 
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(le componenti della 4-velocità sono ricavate dalla (88,14)); questa 
grandezza è evidentemente positiva. Lo stesso è valido anche per 
il tensore energia-impulso del campo elettromagnetico (7 = 0, 
T® è la densità positiva di energia del campo). Dalla (97,11) rica- 


viamo quindi: 


— R°= + Lg 1 ine <0 (97,14) 


(il segno d’uguaglianza si ha nello spazio vuoto). 
Partendo dalla disuguaglianza RETE 


ueut> + (49)? 


si può scrivere la (97,14) nella forma 


Te) 1 a 
GE %a + 7 (Ka) <0 


da cui 
ò 1 1 
da 676° (97,15) 


Supponiamo, ad esempio, che in un certo istante si abbia xa > 0. 


Allora, al decrescere di # la grandezza 1/x$ decresce, avendo 
sempre la derivata finita (non nulla); ne segue che essa deve annullar- 
si partendo da valori positivi) dopo un tempo finito. In altri 
termini, x si riduce a +00, e poiché xg = 4 In y/0t, ciò significa 
che il determinante y si annulla (ma, come ciò risulta dalla disu- 
guaglianza (97,15), non più rapidamente di #9). Se invece si ha xx < 0 
in un istante iniziale, si otliene lo stesso risultato considerando 
tempi £ crescenti. 

Tuttavia, questo risultato non dimostra affatto che sia presente 
inevitabilmente una vera singolarità fisica nella metrica. Una 
singolarità fisica è soltanto quella, di cui è dotato lo spazio- 
tempo come tale, non legata al carattere del sistema di riferimento 
scelto (la singolarità deve essere caratterizzata dal fatto che le 
grandezze scalari: densità di materia, invarianti del tensore 
di curvatura, diventano infiniti). Quanto alla singolarità del sistema 
di riferimento sincrono, risulta che in realtà essa è fittizia e può 
essere eliminata passando ad un altro sistema di riferimento (non 
sincrono). La sua origine è evidente da semplici considerazioni 
geometriche. 

Abbiamo visto prima che la costruzione di un sistema sincrono 
si riduce alla costruzione di una famiglia di linee geodetiche, ortogo- 
nali ad una ipersuperficie del genere spazio. Le geodetiche di una 


1) È facile verificare questa disuguaglianza riducendo il tensore uB (ad ogni 
istante) alla forma diagonale. 
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famiglia arbitraria si intersecano generalmente tra loro sulle iper- 
superfici inviluppo, cioè sugli analoghi quadridimensionali delle 
superfici caustiche dell'ottica geometrica. È l’intersezione delle 
linee coordinate che fa apparire una singolarità nella metrica in 
un sistema di coordinate dato. Si ha quindi una ragione geometrica 
perché compaia una singolarità legata alle proprietà specifiche del 
sistema sincrono e che quindi non ha un significato fisico. Una 
metrica arbitraria dello spazio quadridimensionale ammette, in 
generale, l’esistenza di famiglie di linee geodetiche del genere tempo 
non intersecantisi tra loro. L’annullarsi del determinante y nel 
sistema sincrono significa che le proprietà di curvatura dello spazio- 
tempo reale (non piatto), ammesse dalle equazioni del campo ed 
espresse dalla disuguaglianza R$ = 0, escludono la possibilità che 
esistano tali famiglie, nonostante le linee del tempo si intersechino 
necessariamente tra loro in qualsiasi sistema di riferimento sin- 
crono!). 

Come abbiamo già indicato prima, il sistema di riferimento sin- 
crono può nello stesso tempo essere in moto solidale con la materia 
incoerente. In questo caso, la densità della materia diventerà 
infinita sulla caustica come conseguenza dell’intersezione delle traiet- 
torie d’universo delle particelle, che coincidono con le linee del 
tempo. È chiaro, però, che questa singoolarità della densità verrà 
eliminata con l’introduzione di una pressione della materia arbitraria- 
mente piccola ma differente da zero, e perciò questa singolarità non 
ha un significato fisico. 


PROBLEMI 


1. Trovare la forma dello sviluppo delle equazioni del campo gravitazio- 
nale nel vuoto in prossimità di un punto non singolare, regolare rispetto al 
tempo. 


) Per la costruzione analitica della metrica in prossimità di singolarità 
fittizia nel sistema di riferimento sincrono vedi EF. M. Lifsic, V. V. Sudakov, 
I. M. Khalatnikov, JETF 40, 1847 (1964). Il carattere generale della metrica è 
evidente da considerazioni geometriche. Poichè l’ipersuperficie caustica contiene 
gli intervalli del genere tempo (elementi di lunghezza delle geodetiche del 
tempo nei punti di contatto con la caustica), essa non è del genere spazio. Inoltre, 
sulla caustica si annulla uno dei valori principali del tensore metrico y,p per 
il fatto che si annulla la distanza ($) tra due geodetiche vicine intersecantisi 
nel punto di contatto con la caustica. L’annullarsi di è è proporzionale alla 
distanza (/) dal punto d'intersezione. Di conseguenza, il valore principale del 
tensore metrico ed anche il determinante y, si annullano come /?. 

Il sistema sincrono può anche essere costruito in modo tale che le linee del 
tempo si intersechino su una varietà avente un minore numero di dimensioni 
della ipersuperficie, cioè su una superficie bidimensionale, che si chiama 
superficie focale di una corrispondente famiglia di geodetiche. La costruzione 
analitica di una tale metrica è stata dimostrata da V. A. Belinski, I. M. Khalat- 
nikov, ‘-JETF 49, 1000 (1965). 
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Soluzione. Prendendo convenzionalmente il punto temporale in questione 
per origine dei tempi, cercheremo vap sotto forma 


YVap= apt tdbaptt°capt .. è, (1) 
dove 20,6» dat: cap Sono funzioni delle coordinate spaziali. Il tensore inverso) 
nella stessa approssimazione, è 

yf= a%8 — 1h%B 112 (69V58 — 008), 
dove af è il tensore inverso di azg e dove l'innalzamento degli indici negli altri 
tensori è fatto mediante a°8. Abbiamo quindi: 
Le equazioni di Einstein (97,11), (97,12) e (97,13) ci danno le seguenti relazioni 


RI=—c+jb859=o0, (2) 


1 
Ra = 0a; pb. a+ 


3 1 1 
nr [ “gg (ORbD); at ch, BT 7 bad, B_2 (2400) 6 =0, (3) 
1 4 
Ri=—Ph—7bip+ bh =0 (4) 


(b = b3,c = c0). Le derivazioni covarianti si fanno qui nello spazio tridimen- 
sionale di metrica agg; la stessa metrica determina il tensore P_, p- 

Tenendo conto della (4), i coefficienti cop sono determinati completamente 
in funzione dei coefficienti a,g © bag. La (2) ci dà quindi la relazione 


1 1 
4 b3—- bB5%— 
Pb? babg=0. (5) 
Dai termini di ordine zero nella (3) ricaviamo: 


Per quanto concerne i termini —f in questa equazione, essi si annullano iden» 
ticamente utilizzando le (5) e (6) [e la identità pÈ. p= FP: as cfr. la (92,10)]. 


Cosî, le 12 grandezze agg, dap sono legate tra di loro da una relazione (5) 
e da tre relazioni (6), in modò che restano otto funzioni arbitrarie delle tre coor- 
dinate spaziali. Tre di queste funzioni sono legate alla possibilità di trasforma- 
zioni arbitrarie delle tre coordinate spaziali, e una alla scelta arbitraria della 
ipersuperficie iniziale nella costruzione del sistema di riferimento sincrono. 
Restano, come era logico, (vedi la fine del $ 95), quattro funzioni arbitrarie 
« fisicamente rilevanti ». 

2. Calcolare le componenti del tensore di curvatura Riz im in un sistema di 
riferimento sincrono. 

Soluzione. Con l’aiuto dei simboli di Christoffel (97,9) otteniamo secondo la 


formula (92,1): 
1 
Rafys= — PaByst 7 (Xa8%Bv—%ayXB6); 


fa 


RoaBy=" (May; B_%aB; > 
190 1 
Roaog = > dt KaB =. Ka y%h: 
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dove Pypys è il tensore di curvatura tridimensionale corrispondente alla metrica 
tridimensionale spaziale yag. 
3. Trovare la forma generale di una trasformazione infinitesima che non 


modifichi il carattere sincrono di un riferimento. 
Soluzione. La trasformazione si scrive 


t>t+9p(0, 2,2) + E (21, 23,23, Î), 


dove @, È* sono grandezze piccole. La validità della condizione geo = 4 è assi- 
curata dall’indipendenza di @ da #, mentre per la validità della condizione 
Goa == 0 debbono essere soddisfatte le equazioni 


donde 
prode | yBdtk+-j% (2! 22, 23), (1) 


dove f* sono pure grandezze piccole (che costituiscono il vettore tridimensio- 
nale f). Il tensore metrico spaziale yy g si trasforma secondo le formule: 


Vap >» VaBt ‘a; st-Sp. a” Pap (2) 
[è facile verificarlo partendo dalla formula (94,3)]. 


Come c’era da aspettarsi, la trasformazione contiene quattro funzioni arbi- 
trarie (piccole) delle coordinate spaziali g, /”. 


$ 98. Rappresentazione quaternaria delle 
equazioni di Einstein 


La determinazione delle componenti del tensore di Ricci (e quindi 
la deduzione delle equazioni di Einstein) per una metrica di tipo 
speciale richiede in generale calcoli assai laboriosi. Per questo 
assumono importanza vari accorgimenti che permettono in certi casi 
di semplificare i calcoli e di rappresentarne il risultato in forma 
più chiara. Uno di questi accorgimendi è l’espressione quaternaria 
del tensore di curvatura. 

Introduciamo l’insieme di quattro quadrivettori di riferimento 
linearmente indipendenti ei,, (numerati con l’indice a) e subordinati 
alla sola condizione | 


ei, byi = Nabr (98,1) 


dove na» è una matrice simmetrica costante data di segnatura +-—— 
—; indichiamo la matrice inversa di nas con n°° (n°°n. = 68))). 


1) In questo paragrafo le prime lettere dell'alfabeto a, b,c... ver- 
ranno usate come indici che enumerano i vettori dì riferimento; per gli indici 
tensoriali quadridimensionali verranno usate, come sempre, le lettere i, k, 1, ... 
Nei testi scientifici si usa scrivere gli indici di riferimento con lettere (o cifre) 
comprese tra parentesi. Per non appesantire eccessivamente le formule, scrive- 
remo le parentesi soltanto laddove gli indici di riferimento sono presenti contem- 
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Introduciamo, insieme con la quaterna dei vettori ei,,, la quaterna 
dei vettori reciproci e‘* (enumerati con gli indici di riferimento supe- 
riori) che sono determinati dalle condizioni 


ei = 68, (98,2) 


cioè ciascuno dei vettori ef” è ortogonale ai tre vettori ei,, se d # a. 
Moltiplicando l’uguaglianza (98,2) per eì,,, otteniamo (ek, ef?) x 
x eî,,) = eù,; ne risulta che sono automaticamente soddisfatte, con le 
(98,2), anche le uguaglianze 


eMely= dì. (98,3) 


Moltiplicando i due membri dell’uguaglianza eim)@&i = Nae Per 


n°°, otteniamo: 


ea) (N°°eco) = da; 
confrontando con la (98,2), troviamo che 
e = eri, ei = Moee!0. (93,4) 


In tal modo, l’imalzamento e l'abbassamento degli indici di rife- 
rimento viene effettuato con le matrici n°” e Nyo. 

l’utilità dei vettori di riferimento cosi introdotti è nel fatto che 
essi permettono di esprimere il tensore metrico. Infatti, secondo la 
definizione del legame tra le componenti covarianti e controvarianti 
di un quadrivettore, si ha e = gie"; moltiplicando questa 
uguaglianza per cx ed utilizzando le (98,3) e (98,4), troviamo: 


b 
gin = Cai = nare Pe. (98,5) 


Il quadrato dell’elemento di intervallo con il tensore metrico (98,5) 
assume la forma 
ds? = Nav (e09 dad) (e da). (98,6) 


Quanto alla matrice n, data arbitrariamente, la sua scelta più 
naturale è nella forma « galileiana » (cioè una matrice diagonale 
di elementi 1, —1, —1, —f); i vettori di riferimento sono ortogonali 
in base alla (98,1)]; uno di essi è del genere tempo, gli altri 
tre sono del genere spazio!). Sottolineiamo però che una tale 


poraneamente agli indici tensoriali quadridimensionali, e li ometteremo nelle 
grandezze che per definizione hanno solamente gli indici di riferimento (per 
esempio, Nap e più avanti Yapcs dade). Si sottintende ovunque la sommatoria sugli 
indicì di riferimento (come anche su quelli tensoriali) ripetuti due volte. 

1) Scegliendo le forme lineari dr‘(0) = ej(0dri per segmenti degli assi coordi- 
nati nell'elemento dato dello spazio quadridimensionale (e prendendo le naz 
« galileiane »), riduciamo quindi la metrica in questo elemento alla forma gali- 
leiana. Sottolineiamo ancora una volta che le forme dz‘ non sono, in generale. 
differenziali totali di funzioni delle coordinate. 
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scelta non è affatto necassaria e che sono possibili delle situazioni 
in cui, per alcune ragioni (per esempio, per proprietà di simmetria 
della metrica), è opportuno scegliere una quaterna non ortogonale!). 
Le componenti quaternarie del quadrivettore A* (ed analoga- 
mente dei 4-tensori di qualsiasi rango) sono determinate come 
le sue « proiezioni » sui quadrivettori di riferimento: 
Aa)= &aAt» AMA = n°As) (93,7) 
viceversa? 
Ai= 00 Aa, Ai=eiyA0. (98,8) 
Introduciamo allo stesso modo l'operazione di derivazione « lungo 
la direzione a »: 


__ pi. 09 
P. (a) = (a) Fi ° 


Introduciamo le grandezze di cui avremo bisogno in seguito?) 
Yacb = &la)i; KE(b)E(e) (98,9) 
e le loro combinazioni lineari 
Zabe = Vabe — Yacb = 
= (eta; 1 Ea)h; 1) C(6)0() = (Cari, n ah, i) Meta (98,10) 


L’ultima uguaglianza nella (98,10) deriva dalla (86,12); notiamo 
che le grandezze A,» si calcolano con una semplice derivazione dei 
vettori di riferimento. L'espressione inversa Ya»c in funzione di 
Xabé è: 


Yabe 3; (Aabe t bea — dcab) (93,11) 
Queste grandezze sono dotate della proprietà di simmetria: 
Vabe = — Ybac: Vabe= — Zach» (98,12) 


Il nostro compito è di determinare le componenti quadridimen- 
sionali del tensore di curvatura. A questo scopo bisogna partire 
dalla definizione (91,6) applicata alle derivate covarianti dei vettori 
di riferimento: 


€E(a)i; kh; 1 €(a)i; 1; kh camini 


1) La scelta opportuna della quaterna può essere suggerita dalla riduzione 
preliminare di alla forma (98,6). Così, all’espressione di ds? nella forma 
(88,13) corrispondono i vettori di riferimento 


S02(Vh, = Vig)h e9=(0, e), 


dove 1 scelta di eta) dipende dalla forma spaziale d/?. 
*?) Le grandezze Y,,. Sono dette coefficienti di rotazione di Ricci. 
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oppure 
4 _h_1 
Ria) (0) (e) (4) = (C(a)i; ha; 1 Ea)i; 1; h) MYA 


Questa espressione si scrive facilmente mediante le grandezze yabe- 
Scriviamo 
(6) _(c 

E(a)i; h =" Vabeli def 3 
e dopo la successiva derivazione covariante le derivate dei vettori 
di riferimento si esprimono di nuovo nello stesso modo; inoltre, la 
derivata covariante della grandezza scalare yabe coincide con la 
sua derivata ordinaria!). Si ottiene infine: 


Ria) (6) (0) (4) = Yade, a — Vabd. c + 
+ Yabi (Vea V ac) + Vate ra — Vafal! ver (98:43) 


dove, in base alla regola generale, si ha y°sc = °“Yase ecc. 

La contrazione in questo tensore di coppia di indici a, c 
dà le componenti quaternarie cercate del tensore di Ricci; scrivia- 
mole espresse in funzione delle grandezze 4,,,: 


Ra) (6) TO 3 (%a8,° c t ba, cet ca, lo) "n cb, at 
si 2% deda + A°4, A dica hi + dndacd t hi cd dar! + X° calva!) o (98, 14) 


Infine, notiamo che le costruzioni esposte non sono di fatto legate 
in alcun modo al carattere quadridimensionale della metrica. Per 
questo i risultati ottenuti si possono applicare anche al calcolo dei 
tensori tridimensionali di Riemann e di Ricci nella metrica a tre 
dimensioni. È naturale allora che in luogo della quaterna dei quadri- 
vettori di riferimento avremo una terna di vettori tridimensionali, 
e la matrice na» dovrà avere la segnatura +++ (incontreremo una 
tale applicazione nel $ 116). 


1) A titolo d'informazione riportiamo le espressioni, trasformate in modo 
analogo, delle derivate covarianti di 4-vettori e 4-tensori arbitrari: 


ci ; 
Ai n°(a)°(b) = Aa), (6) A‘ Yaab 
4 d d 

Ain; 10 (0)°(0) = 4a), cb), ct 40) Ydac + Aa) Vader 006. 
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CAMPO DEI GRAVI 


$ 99. Legge di Newton 


Eseguiamo nelle equazioni di Einstein il passaggio al limite 
della meccanica non relativistica. Come è statoindicato nel $ 87, la 
ipotesi che le velocità di tutte le particelle siano piccole esige 
nello stesso tempo che il campo gravitazionale stesso sia debole. 

L'espressione della componente go del tensore metrico (l’unica 
di cui avremo bisogno) nel caso limite considerato è stata trovata nel 
$ 87: 

29 

o=14+ 
Possiamo inoltre, utilizzare per le componenti del tensore energia- 
impulso l’espressione (35,4) Tf = puc?u;u*, dove n è la densità di 
massa del corpo (la somma delle masse a riposo delle particelle nel- 
l'unità di volume; per brevità, omettiamo l’indice zero di up). Nel- 
la quadrivelocità u' si devono trascurare tutte le componenti 
spaziali, lasciando soltanto quella temporale, poiché anche il moto 
macroscopico è supposto, naturalmente, lento. In altri termini, 
dobbiamo porre u% = 0, u° = u0 = 1. Di tutte le componenti di 


T} resta quindi 
T0é = puc?. (99,1) 


Lo scalare 7 = Ti sarà uguale alla stessa grandezza uc°. 
Scriviamo le equazioni di Einstein nella forma (95,8): 


Ri ME Se (Tt-3887); 


per i=k=0 abbiamo: 
4rk 


Come è facile vedere, tutte le altre equazioni nell’approssimazione 
considerata sono delle identità . 

Calcolando R$ secondo la formula generale (92,7), si vede che 
i termini contenenti i prodotti delle grandezze T', sono comunque 
infinitesimi del secondo ordine. Per quanto riguarda i termini con- 
tenenti le derivate rispetto ad x° = ct, essi sono piccoli (rispetto ai 
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termini contenenti le derivate rispetto alle coordinate 7%), perché 
contengono potenze ulteriori di 1/c. Resta in definitiva R$:=AR00=0 


T%/0x%. Sostituendo 


o. I Ogo0 _ 1 d9 
007 8°? 0% 0 050° 
troviamo: 
1 0 1 
0__ i 
Ri=7 79 = ga di 


Cosicché le equazioni di Einstein danno: 
Aq = 4nku. (99,2) 


Questa è l'equazione del campo gravitazionale in meccanica non 
relativistica. Per la sua forma, essa è completamente analoga all’equa- 
zione di Poisson (36,4) per il potenziale elettrico, con la differenza 
che in luogo della densità di carica c’è ora il prodotto di —% per 
densità di massa. Possiamo dunque scrivere la soluzione generale 
dell'equazione (99,2), per analogia con la (36,8), nella forma 

o=-k|E7. (99,3) 
Questa formula determina, nell’approssimazione non relativistica, 
il potenziale del campo gravitazionale di qualsiasi distribuzione 


di massa. 
In particolare, per il potenziale del campo di una particella di 


massa m si ha: 


k 
g=— GF, (99,4) 
e, di conseguenza, la forza 7 = — m' a agente in questo campo 
su un’altra particella (di massa m') è 
kmm' 
F=— — pa * (99,5) 


Questa è la nota legge d'attrazione di Newton. 

L'energia potenziale di una particella in un campo gravitazionale 
è uguale al prodotto della sua massa per il potenziale del campo, ana- 
logamente a come l’energia potenziale in un campo elettrico è uguale 
al prodotto della carica per il potenziale di questo campo. Per ana- 
logia con la (37,1), l’energia potenziale di qualsiasi distribuzione 


di massa avrà l’espressione 
u=1 { uo dV. (99,6) 
Per il potenziale newtoniano di un campo gravitazionale costante, 


distante dalle masse che creano questo campo, si può scrivere uno 
25* 
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sviluppo in serie analogo a quello che è stato ottenuto nei $$ 40 e 
441 per il campo elettrostatico. Prendendo il centro di massa dei 


gravi come origine delle coordinate, l'integrale | ur dV, analogo del 


momento di dipolo di un sistema di cariche, si annulla identicamente. 
Cosicché, a differenza del campo elettrico, nel campo gravitazionale 
si può sempre eliminare il « terminedi dipolo ». Di conseguenza, lo 
sviluppo del potenziale p ha la forma 


M _., 1 92 1 
o= kate arte): (99,7) 
dove M = Î udVè la massa totale del sistema e dove le grandezze 
Da | pi (rata — 260) AV (99,8) 


si possono chiamare il tensore momento del quadrupolo delle masse!). 
Esse sono legate al tensore ordinario dei momenti d'inerzia 


Jap = ) bi (r26a9 — TaT8) dV 
dalle relazioni evidenti 
Dap=Jyv0a8 — FT ap. (99,9) 


La determinazione del potenziale newtoniano per una distribu- 
zione di massa data costituisce l'oggetto di una parte intera della 
fisica matematica; l’esposizione dettagliata di questo argomento esula 
dal tema del presente volume. Ci limiteremo a riportare qui soltan- 
to le formule del potenziale del campo gravitazionale creato da 
un corpo ellissoidale omogeneo. 

Supponendo che l’ellissoide sia dato dall’equazione 


2 
4 +51, ad>b>o (99,10) 


il potenziale del campo in un punto arbitrario x, y, z fuori dal corpo 
è dato dalla seguente formula 


N 22 y2 23 ds 
csi (35 sbuacli: (99,11) 
Rs= V(a2+s)(02 + s)(c® +5) 
dove È è la radice positiva dell’equazione 
x2 y2 23 EA 
1) Scriviamo qui tutti gli indici a, f in basso, senza fare una distinzione tra 


le componenti covarianti e controvarianti, poiché si suppone che tutte le opera- 
zioni siano eseguite nello spazio newtoniano (euclideo) ordinario. 
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Il potenziale del campo all’interno dell’ellissoide è dato dalla for- 
mula 


i 22 y3 23 ds 
= — suabck (antro). (9919) 
che si distingue dalla (99,11) per il fatto che il limite inferiore è nullo; 
notiamo che questa espressione è una funzione quadratica delle coor- 


dinate x, Y, 2 
L'energia gravitazionale del corpo, conformemente alla (99,6), si 
ottiene integrando l’espressione (99,13) nel volume dell’ellissoide. 


Questa integrazione è elementare!) e dà: 


3km® (11/ a? p2 c2 ds 
U = 8 JE (ptamntab) 17 sa 


__ km? [3 2 ce] 
“ sd __ È 4 
2 [utt 


(m — abcu è la massa totale del corpo) ; integrando per parti il 
primo termine, si ottiene infine: 


e SN, (99,14) 


Tutti gli integrali che entrano nelle formule dalla (99,11) alla 
(99,14) si riducono ad integrali ellittici di prima e di seconda specie. 
Per gli ellissoidi di rotazione, questi integrali si esprimono median- 
te funzioni elementari. In particolare, l'energia gravitazionale di 
un ellissoide di rotazione schiacciato (a = bd > c) è 


Skm2 c 
U= — Vela arccos—, (99,15) 


e per un ellissoide di rotazione Sega (a>b=c)si ha: 


= 7A — == Arch. (99,16) 
Per la sfera (a = c) ambedue le formule danno il valore U = — 
— 3 km*/5a che può essere naturalmente ottenuto in modo 
elementare?). 


1) L integrazione dei quadrati x?, y?, 2° si semplifica facendo la sostituzione 
xa=ax',y= by’, z= cz’ che riduce ‘integrazione nell'ellissoide ad una inte- 


grazione in una sfera di raggio unitario. 
3) Per il potenziale di una sfera omogenea di raggio a si ha: 


p= — 2rku (2-7) . 
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PROBLEMA 


Determinare la configurazione d’equilibrio di una massa grave omogenea 


di liquido rotante uniformemente come un unico insieme. 
Soluzione.La condizione d’equilibrio si ottiene imponendo che sulla’superficie 
del corpo la somma del potenziale gravitazionale e del potenziale delle forze 


centrifughe sia costante: 
2 
Q— "- (12 + y?)= costante 


(Q è la velocità angolare di rotazione; l’asse di rotazione è diretto lungo l’asse 
delle 2). La forma cercata rappresenta un ellissoide di rotazione schiacciato. Per 
determinare i parametri, sostituiamo la (99,13) nella condizione d’equilibrio 
ed eliminiamo 2? con l’aiuto della equazione (99,10); si ottiene alla fine 


sii ds af è 1° 
ab X) (+9 VaFti  2ruukao a? ) Pa pat | = costone 


da cui risulta che l’espressione tra le parentesi quadre deve esser enulla. Integran- 
do si ottiene infine l’equazione: 


2 2 2 2 1 21/3 4 
(a +2e9)e are col — a O =-F(F) 40 (5) /3 
(a — c2)/2 a a—-c 2raku = 6\ 3 ml/3; \ a 


(M= È ma®Q è il momento angolare del corpo rispetto all'asse delle z), che 
determina il rapporto dei semiassi c/a quando è data M o £. La dipendenza del 
rapporto c/a da M è univoca; c/a decresce in modo monotono al crescere 


di è 
Risulta però, che la forma simmetrica trovata è stabile (rispetto a piccole 


POERIZI Zon) solamente per i valori di M non troppo grandi. Essa perde la sta- 
ilità per M = 0,24 k!f?mb5/81-14 (allora c/a = 0,58). Quando M continua 
a crescere, la figura d'equilibrio diventa allora un ellissoide a tre assi con i rap- 
porti b/a e c/a decrescenti progressivamente (rispettivamente da 1 e da 0,58). 
A sua volta, questa forma diventa instabile per M = 0,34 k1/?m58p-1/8 (con 


a:b:c=1:0,43:0,34)!). 


$ 100. Campo gravitazionale a simmetria centrale 


Consideriamo un campo gravitazionale dotato di simmetria 
centrale. Un tale campo può essere generato da una qualsiasi distri- 
buzione a simmetria centrale della massa; è naturalmente sottinteso 
che deve essere a simmetria centrale non soltanto la distribuzione, 
ma anche il moto della materia, cioè la velocità in ogni punto deve 
essere radiale. 

La simmetria centrale del campo significa che la metrica 
dello spazio-tempo, cioò l’espressione  dell’intervallo ds, 
deve essere identica in tutti i punti equidistanti dal centro. In uno 


1) Si possono trovare note bibliografiche su questi problemi nel libro: 
H. La mb, /Idrodinamica, cap. XII. 
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spazio euclideo questa distanza è uguale al raggio vettore; ma in uno 
spazio non euclideo, come è lo spazio in presenza di un campo gravita- 
zionale, non esiste una grandezza che abbia tutte le proprietà del 
raggio vettore euclideo (simultaneamente uguale alla distanza dal 
centro e al quoziente per 2 della lunghezza della circonferenza). 
Per questo la scelta del « raggio vettore » è ora arbitraria. 

Se si ricorre a coordinate spaziali « sferiche » r, 0, @, l’espressione 


° 


più generale a simmetria centrale di ds? è 
ds? = h(r, t) dr | k(r, t) (sen?0-d9? + d07) + 
+ i(r, t)dt* + a (r, t) drdt, (100,1) 


dove a, h, k, L sono funzioni del « raggio vettore » r e del « tempo » . 
Poiché la scelta del sistema di riferimento è arbitraria in relatività 
generale, possiamo ancora eseguire sulle coordinate qualsiasi 
trasformazione che non alteri la simmetria centrale di ds*; questo 
significa che possiamo trasformare le coordinate r e # per mezzo 
delle formule 


retta), 


dove f; ed f, sono funzioni arbitrarie delle nuove coordinate r' e #°. 

Sfruttando questa possibilità, scegliamo la coordinata r e il 
tempo f in maniera tale che il coefficiente a (r, t) di dr dt 
nell'espressione per ds? si annulli e, che il coefficiente K (r, t) 
sia semplicemente uguale a —r?!). Quest'ultima condizione 
significa che il raggio vettore r è determinato in modo tale che la 
lunghezza della circonferenza di centro nell'origine delle coordinate 
sia uguale a 2xr (l’elemento d’arco della circonferenza nel piano 
0 = n/2 è uguale a dl =rdq). Risulta più comodo scrivere le 
grandezze 4 ed l in forma esponenziale, rispettivamente come —e* 
e ce”, dove À e v sono funzioni di r e t. Si ottiene quindi per ds? la 
seguente espressione: 


ds®= ec? di#— r2 (d0? + sen? 0 - dp?) — & dr? (100,2) 
Se si suppone che x°, x!, x, x rappresentino rispettivamente le 


coordinate ct, r, 9, 9, si hanno quindi per le componenti non nulle del 
tensore metrico le espressioni: 


oo = e‘, 81143 —.er, 822 = —r?, E£33 = — r? sen? 0. 
È evidente che 
g=ev, gli= eh, g?2= —r72, g38= —r"?2sen "0. 


Questi valori permettono di calcolare facilmente con la formula 
(86,3) le grandezze Tx. Il calcolo fornisce le seguenti espressioni 
1) Queste condizioni non determinano ancora univocamente la scelta della 


coordinata temporale: essa può essere ancora sottoposta a qualsiasi trasforma- 
zione della forma # = f(t’), non contenente r. 
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(l'apice indica la derivazione rispetto ad r, e il punto su una lettera 
la derivazione rispetto a ct): 


À' 
1 0 V 2 _ 
r° ì X-v pi -% TL. v' v-À 
get e doge 


1 
E: ri,=ctg0, T=3, 


Ti =5, Ti,= —rsen?0deA. 


Tutte le altre an di T}, (tranne quelle che si distinguono 
dalle componenti scritte per permutazione degli indici % ed /) sono 
nulle. 

Per scrivere le equazioni, bisogna calcolare mediante la for- 
mula (92,7) le componenti del tensore Az. Dopo semplici calcoli 
abbiamo le seguenti equazioni: 


sul pi est +)+5, (100,4) 
Gn pa _ Ba bendata + Ii )+ 
Lin (e, (100,5) 
Sn po en (4i_ Epi, (100,6) 
li T: — eri (100,7) 


(le altre componenti dell’equazione (95,6) si annullano identica- 
mente). Le componenti del tensore energia-impulso si possono 
esprimere con l’aiuto della formula (94,9) mediante la densità di 
energia e della materia, la sua pressione p e la velocità radiale v. 

Le equazioni dalla (100,4) alla (100,7) sono integrabili nel caso 
assai importante di un campo a simmetria centrale nel vuoto, cioè 
al di fuori delle masse che lo generano. Ponendo il tensore energia- 
impulso uguale a zero, otteniamo le seguenti equazioni: 


EE gf 1 1 
ani (+4)-4=0, (100,8) 
A 1 1 
end (1-3) +4=0, (100,9) 
À=0 (100,1 0) 
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(si può omettere la quarta equazione, cioè l'equazione (100,5) perché 
essa è una conseguenza delle prime tre). 

Vediamo dalla (100,10) che 4 non dipende dal tempo. Somman 
do le equazioni (100,8) e (100,9), troviamo X' + v'=0, 
cioè 

A+ v=f(1) (100,11) 
dove f (t) è funzione solo del tempo. Scegliendo però l'intervallo 
ds? nella forma (100,2), ci siamo riservati la possibilità di una tra- 
sformazione arbitraria del tempo nella forma # = f(#). Una tale 
trasformazione significa aggiungere a v una funzione arbitraria del 
tempo; essa permette inoltre di ridurre sempre a zero f(t) 
nella (100,11). Dunque, senza nessuna restrizione si può porre 
A+ v=0. Notiamo che un campo gravitazionale a sim- 
metria centrale nel vuoto diventa automaticamente statico. 

L'equazione (100,9) si integra facilmente e dà: 


erh= ev= 1 SOEntO, (100,12) 
Come doveva essere, all’infinito (r + 00) si ha e-* = ev = 1, cioè 
la metrica diventa automaticamente galileiana nelle regioni lontane 
dai gravi. La costante si esprime facilménte mediante la massa 
del corpo se si pone la condizione che a grandi distanze, dove il 
campo è debole, sia valida la legge di Newton!). Si deve avere 
precisamente go00 = 1 + 2@/c?, dove il potenziale @ è uguale alla 
sua espressione newtoniana (99,4): pg = — Xm/r (essendo m la massa 
totale del corpo che crea il campo). Ne segue costante =— 2%m/c?. 
Questa grandezza ha la dimensione di lunghezza e si chiama raggio 
gravitazionale del corpo e si indica con rg: 
nre. (100,13) 


Tg vara c2 


In tal modo, troviamo infine la metrica spazio -temporale nella 
forma 
2 "8 \ 2182 2 2 2 2 drì 
ds*=(1--£)cdi—r° (sen28dg?+ d0)— . (100,14) 
E 


r 


42 


Questa soluzione delle equazioni di Einstein è stata trovata nel 
1916 da K. Schwarzschild. Essa determina completamente il campo 


1) Per il campo in una cavità sferica in una distribuzione a simmetria- 
centrale della materia si deve avere costante = 0, perché in caso contrario la 
metrica avrebbe una singolarità per r = 0. Cosî, la metrica in una tale cavità 
diventa automaticamente galileiana, cioè nella cavità il campo gravi- 
tazionale é nullo (come pure nella teoria newtoniana). 
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gravitazionale nel vuoto, creato da qualsiasi distribuzione a simme- 
tria centrale delle masse. Sottolineiamo che questa soluzione è valida 
non soltanto per masse a riposo, bensi anche per masse in moto 
purché il moto sia dotato della necessaria simmetria (per esempio, 
le pulsazioni simmetriche rispetto al centro). Notiamo che la metrica 
(100,14) dipende solamente dalla massa totale del grave, come nel 
problema analogo della teoria newtoniana. 

La metrica spaziale è determinata dall’espressione dell'elemento 


di distanza spaziale: 


dl? = 


dI 4 r2 (sen20d9*| d02), (100,15) 
& 


(<= 


Il significto geometrico della coordinata r è dovuto al fatto che 
nella metrica (100,15) la lunghezza della circonferenza di centro 
nel centro del campo è uguale a 2ar. La distanza tra due punti r, ed 
rs giacenti su uno stesso raggio è data dall’integrale 

r2 


dr 
{= >ner (100,16) 
ri Va -£ 


Si vede, inoltre, che £00 S 41. Conformemente alla formula 
(84,1), si ha dt = VE00dt, l’espressione che determina il tempo 
reale; ne segue che 


di<dt. (100,17) 


Il segno d’uguaglianza ha luogo all’infinito dove £ coincide con il 
tempo reale. In tal modo, a distanze finite dalle masse si verifica un 
« rallentamento » deltempo rispetto altempo che si misura all’infinito. 

Infine, diamo un’espressione approssimata di ds? a grandi distanze 
dall'origine delle coordinate: 

ds? = dst— SEZ (dr® + 0? di). (100,18) 
[1 secondo termine rappresenta una piccola correzione alla metrica 
galileiana dsì. A grandi distanze dalle masse che creano il campo, 
ogni campo è con buona approssimazione a simmetria centrale.Di conse- 
guenza, la (100,18) determina la metrica a grandi distanze da qual- 
siasi sistema di corpi. 

Si possono formulare anche delle considerazioni di carattere 
generale su un campo gravitazionale a simmetria centrale all’interno 
dei gravi. Dalla equazione (100,6) si vede che per r-+0 
anche 4 deve annullarsi, almeno come r*; nel caso contrario il secon- 
do membro di questa equazione diventerebbe infinito per r + 0, 
cioè T° avrebbe un punto singolare in r = 0. Integrando formal- 
mente l’equazione (100,6) con la condizione limite 4 | —, = 0, si 
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ottiene: 


Nin (1- Li T°? dr). (100,19) 


Poiché si ha, in base alla (100,10), 7g = e-"To =0, ne 
segue che %Z = 0, cioè 
e AI. (100,20) 


Sottraendo poi mebro a membro l’equazione (100,6) dall’equa- 
zione (100,4), si ottiene: 


e+p) (1 + 2) =’ 


— i 

e ; 81k 

_ (Vv +X°)= 3 (T$ — =_= 
ed 


cioò v' + X' =>0. Per r+ co (lontano dalle masse), la metrica 
diventa galileiana, cioè v+0, 4-0. Dalla condizione v' + 
+ 4’ =0 risulta perciò che in tutto lo spazio 


v PAZ. (100,21) 
Poiché X4 = 0, ne segue che n < 0, cioè 
A (100,22) 


Le disuguaglianze ottenute mostrano che le proprietà (100,16) 
e (100,17) della metrica spaziale e della misura del tempo in un 
campo a simmetria centrale nel vuoto sono valide anche per il campo 
all’interno dei gravi. 

Se il campo gravitazionale è creato da un corpo sferico di « rag- 
gio » a, perr>a si ha 78 =0. Per punti r>a la formula 
(100,19) dà allora: 


= in(1M | mea) 


D'altra parte, si può applicare qui l’espressione (100,14) rela- 
tiva al vuoto, secondo la quale 


Confrontando le due espressioni, troviamo la formula 
Q 
4 
m= | T® dr, (100,23) 
0 


che determina la massa totale del corpo mediante il tensore 
energia-impulso. In particolare, per la distribuzione statica della 
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materia nel corpo si ha 7} = e, in modo che 


me | er? dr. (100,24) 


c3 
0 


Notiamo che l'integrazione è fatta in 4ar?dr, mentre 
l'elemento di volume spaziale nella metrica (100,2) è dV = 
= 4nr°eX/?dr, dove secondo la (100,20) e4/2 > 1. Questa differenza 
esprime il difetto di massa gravitazionale del corpo. 


PROBLEMI 


4. Trovare gli invarianti del tensore di curvatura per la metrica di Schwarz- 
schild (100,14). 

Soluzione. Il calcolo secondo la (92,1) con le Ty, ricavate dalla (100,3) 
(oppure secondo le formule stabilite nel problema 2 del $ 92) dà i seguenti 
valori non nulli delle componenti del tensore di curvatura: 


04101 73” 0202 sen? 0 972 ) 


R 1313 
R = e = R = —rro sen? 08. 
1212 sen? 0 9 (r—_ rg) ’ 2323 g 


Per gli invarianti /, ed /, della (92,20) troviamo: 


Tg 2 lg 3 
L=( 2r3 ) È = ( 2r3 
(i prodotti contenenti il tensore duale R;x;m sono identicamente nulli). Il tensore 
di curvatura si riferisce al tipo D di Petrov (con gli invarianti reali X() — 
= (® = —rg/2r*). Notiamo che gli invarianti di curvatura hanno una singo- 
larità solo nel punto r= 0, anziché nel r = ry. 

2. Determinare la curvatura spaziale per la stessa metrica. 

Soluzione. Le componenti del tensore spaziale di curvatura P,gy6 possono 
essere espresse mediante le componenti del tensore Pg (e il tensore Ygg), cosic- 
ché sarà sufficiente calcolare solo il Pg (vedi il problema 1 del $ 92). Il tensore 
P.a si esprime mediante Ve B* nello stesso modo come R;x si esprime mediante 

in- Utilizzando i valori di Yap ricavati dalla (100,15), dopo i necessari calco- 
i otteniamo: 


r r 
0_po__8 tu 06. 
Pg=Po= 2r3 u a r3 


e PÈ = 0 per a + f. Notiamo che Pé, P? > 0, Prc0eP=Pf=0. 
Applicando la formula stabilita nel problema 41 del $ 92 troviamo: 


Prorg= (PT+ P6) YrrYoo= — PSYrrvoe» 
P rorp = — P 9YrrYoo P 090gp = —P IY66Y99» 


Di qui segue (vedi la nota alla pag. 346) che, per i « piani » perpendicolari 
ai raggi, la curvatura di Gauss è 


P 
pae — PI>0 
Y00Ypg 
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(ciò significa che per triangoli piccoli tracciati su un settore del « piano » in 
prossimità della sua intersezione con il raggio perpendicolare la somma degli 
angoli è maggiore di x). Per quanto riguarda i « piani» passanti per il centro, 
la curvatura di Gauss è K < 0; ciò vuol dire che la somma degli angoli di trian- 
goli piccoli tracciati nel piano è inferiore a n (sottolineiamo tuttavia che que- 
st'ultima proprietà non sì riferisce ai triangoli che racchiudono il centro: la 
somma degli angoli per un tale triangolo è maggiore di x). 

3. Determinare la forma della superficie di rotazione la cui geometria 
è identica a quella del « piano » passante per l'origine delle coordinate di un 
campo gravitazionale a simmetria centrale nel vuoto. 

Soluzione. La geometria di una superficie, di rotazione z = z (r) (in coor- 
dinate cilindriche) è determinata dall’elemento di lunghezza 


di=dr2-+dz3+r2 dg? =dr® (14-22) +r2 dq?. 
Confrontando con l’elemento di lunghezza (100,15) nel « piano » 0 = 1/2 


2 
dl3= r? duri , 
iI 


troviamo: 


da cui 
z= 2Vre(r — Fg). 


Per r=rg questa funzione ha una singolarità: un punto di diramazione. 
Questa circostanza è dovuta al fatto che la metrica spaziale (100,15) ha effetti- 
vamente, a differenza della metrica spazio-temporale (100,14), una singolarità 
per r= ro. 

Le proprietà geometriche dei « piani » passanti per il centro, indicate nel 
problema precedente, si possono trovare anche considerando la curvatura del 
modello qui ottenuto. 

4. Trasformare l'intervallo (100,14) in maniera tale che la metrica spaziale. 
nelle nuove coordinate abbia la forma conforme-euclidea (cioè d/2 sia 
proporzionale alla sua espressione euclidea). 

Soluzione. Ponendo 


rg \2 
r=p (145) , 
dalla (100,14) ricaviamo: 


Tg |? 
ds = — cdi (14E-)' (40°+ 0? d0°+ p? sent 0499. 
g 
Tip _ 


Le coordinate p, 0, p sono dette coordinate sferiche isotrope; esse possono essere 
sostituite anche con le coordinate cartesiane isotrope z, y, z. In particolare, 
a grandi distanze (p > rg) si ha approssimativamente: 


ds — (1-4) d8-(1+-4) (d22-+-dy? + d22), 


5. Trovare le equazioni di un campo gravitazionale a simmetria centrale 
nella materia e in un sistema di riferimento in moto solidale con la materia. 
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Soluzione. Utilizziamo le due trasformazioni possibili delle coordinate r, 
t nell'elemento d’intervallo (100,1) al fine di annullare il coefficiente a (r, #) 
di dr dt e la velocità radiale della materia in ogni punto (le altre componenti 
della velocità mancano completamente in virtù della simmetria centrale). 
Dopo di che sulle coordinate r e # si può inoltre eseguire ancora una trasforma - 
zione arbitraria della forma r= r(r'), t= t(#). 

Indichiamo la coordinata radiale e il tempo scelti in questo modo con R 
e t, e i coefficienti 4, k, / rispettivamente con —e*, —e!!, eV (A, Lu, v sono fun- 
zioni di R e 1). Per l'elemento d'intervallo si ha allora: 


ds = cRedr® — eMdR3® — el (40? + sen? 0 do?). (1) 
Le componenti del tensore energia-impulso nel sistema di riferimento in moto 


solidale sono: 
Ti=e, Ti=Tî=Tìî=—p. 


Dopo i necessari calcoli si ottengono le seguenti equazioni di campo!): 
8ak n 8nk 


1 « i 023! - i DR 3° 2a 
gori) a 


8Brk 8ak 1 i n , ” , er AI las' 
= a Ti=-P=7€ à (2v +24 2u"+ u'2— pu" — v'A'+p'v)+ 


«Pe (4 ivi 2A- AU), (8) 


8nk 8rk sad 
Sp Ta e= e (47 pe )+ 
4 1% 0 © ua — n 
+7 (ih+5 )+e ) (4) 
8n1k 4 _ o . ° , o? 
ca Ti=0=- e (2 + pp A — v'4) (5) 


(l'apice indica la derivazione rispetto ad R, il punto sulla lettera la deriva- 


zione rispetto a ct). l 
Alcune relazioni generali per À, u, v possono essere facilmente trovate 


partendo dalle equazioni Th. n = 0 contenute nelle equazioni del campo. Utiliz- 
zando la formula (86,11), troviamo le due equazioni 
dpi e 7 
A+ = 75 v= pie (6) 
Se p è nota come funzione di e, le equazioni (6) si integrano nel modo seguente; 
de dp 
+= 2 | E 4A), tia) 7) 


dove le funzioni f, (R) ed f, (©) possono essere scelte arbitrariamente, perché sono 
possibili, come abbiamo indicato sopra, le trasformazioni della forma &R= RR (R'°), 
T=T(T). e i 
6. La le equazioni che determinano un campo gravitazionale statico 
nel vuoto generato da un corpo a simmetria assiale immobile (H. Weyl, 1917). 


1) Le componenti di R;, si possono calcolare direttamente, come è stato 
fatto nel testo, oppure secondo le formule ottenute nel problema 2 del $ 92. 
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Soluzione. Cerchiamo l'elemento statico d’intervallo in coordinate cilin- 
driche spaziali 21 = @, 2° = p, 2° = z nella forma 


ds? = eVc2di? — edo? — e (dp? + d22), 


dove ©, ©, p sono funzioni di p e 2; una tale rappresentazione fissa la scelta delle 
coordinate a meno dij] una trasformazione del tipo p= p (p’, 2°), z=z (p’, 2’) che 
moltiplica per un fattore comune la forma quadratica dp? + d2?. 

Dalle equazioni 


Rg=4 eh [2v, p,p'+v.p(VotQ, pt 2, z,ztv,z(V,z+0,2)]}=0, 


Ri=1 e 20, p,0+®, p(v.p +0, o) + 20, z,24+-®, 2 (V,z+-0, 2)]=0 


(dove gli indici, p e, z indicano la derivazione rispetto a p e 2), prendendone la 
,somma, troviamo: 
Pro,pt 2,27% 
dove è posto 
V+Oo 


p'(p, z)=e 4 


In tal modo, g' (p, z)è una funzione armonica delle variabili f,z. In base 
alle note proprietà di tali funzioni, ciò significa che esiste una funzione coniugata 
armonica z’ (0, 2) tale che p' + iz’ = f (0 + iz), dove f è una funzione analitica 
della variabile complessa p + iz. Se prendiamo ora p’, z' come nuove coordinate, 
si avrà allora, in virtù della trasformazione conforme p, 2 + p’, 2’, 


e (dp°?-+-d22)= el” (dp’2+-dz'2), 


dove pu' (p°, 2’) è una nuova funzione. Allo stesso tempo si ha e®= p'2e-‘; ponen- 
do © + v= ye omettendo tutti gli apici, scriviamo ds? nella la forma 


ds = ec? di — pe dp°— eY-Y (dp38 + dz). (4) 


Scrivendo per questa metrica le equazioni R$ = 0, R$— R3 = 0,R3=0, tro- 
viamo: 


deri dt) a 


Notiamo che la (2) ha la forma dell'equazione di Laplace in coordinate cilindri- 
che (per una funzione non dipendente da @). Risolta questa equazione, la fun- 
zione y (p, z) è definita completamente dalle equazioni (2) e (3). Lontano dal 
corpo che crea il campo le funzioni v e y debbono tendere a zero. 


$ 101. Moto in un campo gravitazionale 
a simmetria centrale 


Consideriamo il moto di una particella in un campo gravitazio- 
nale a simmetria centrale. Come in ogni campo a simmetria centrale, 
il moto avverrà in un solo « piano » passante per il centro del campo; 
prendiamo questo piano per piano 0 = n/2. 
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Per determinare la traiettoria della particella, partiamo dal- 
l'equazione di Hamilton-Jacobi 


—m?e2=0, 


dove m è la massa della particella (indichiamo con m' la massa del 
corpo che crea il campo). Espressa mediante il tensore metrico rica- 
vato dalla (100,14) questa equazione assume la forma 


(1-9) (a) (1-1) (Fa) eo, 
(104,1) 


dove ry = 2m'k/c® è il raggio gravitazionale del corpo centrale. 
Partendo dalle regole generali di soluzione delle equazioni di 
Hamilton-Jacobi, cerchiamo $S nella forma 


S=—- 6g + Mp+ $, (n) (101,2) 
con l’energia é, e il momento angolare M costanti. Sostituendo la 
(101,2) nella (101,1), troviamo la derivata dS,/dr e quindi: 


S,= | Si (4-8) (me4 42) (1) ]"ar. (101,3) 


r2 


La dipendenza r = r (t) è data, come è noto (vedi vel. I. Mecca- 
nica, $ 47), dall’equazione 05/06, = costante, da cui 


in Î pd Tg RC # a 
(1-3) (a) i (+77 | FR si 
Quanto alla traiettoria, essa è determinata dalla equazione 0.5/0M = 
= costante, da cui 


o= (A [#_ (m04 22) (1-£)]dr. (101,5) 


Questo integrale si riduce ad un integrale ellittico. 

Per quanto riguarda il moto dei pianeti nel campo d'attrazione 
del Sole, la teoria relativistica introduce correzioni insignificanti 
rispetto ai risultati della teoria di Newton, poiché le velocità dei 
pianeti sono molto piccole rispetto alla velocità della luce. A ciò 
corrisponde il fatto che nell’equazione della traiettoria (101,9) 
il rapporto ry/r è piccolo (ry è il raggio gravitazionale del Sole)!). 

Per lo studio delle correzioni relativistiche alla traiettoria, è 
comodo partire dall’espressione (101,3) della parte radiale dell’azione 
prima della sua derivazione rispetto ad M. Cambiamo la variabile 
d’integrazione eseguendo la trasformazione r(r — rg) =r"?, cioè 


1) Per il Sole rg = 3 km; per la Terra rg = 0,9 cm. 
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r — rg!/2 = r', dopo di che il termine contenente M? sotto radice 
diventerà M?/r'?. Svilupporho gli altri termini in serie di potenze 
di rg/r' ed otteniamo con la precisione richiesta: 


= S[(2em+S)+ 


+ i (2m?m'k +46'mrg) — i (M°— 


sar 


E)] dr, (101,6) 


dove, per brevità, abbiamo omesso l’apice alla r' ed abbiamo intro- 
dotto l'energia non relativistica €’ (senza energia di quiete). 

I termini correttivi nei coefficienti dei primi due termini sotto 
la radice quadrata portano solo ad un risultato che non pre- 
senta un interesse particolare, e cioè alcambiamento della relazione 
tra l’energia e il momento angolare della particella e i parametri 
della sua orbita newtoniana (ellisse). Il cambiamento del coef- 
ficiente di //r? conduce invece ad un fenomeno più sostanziale: lo 
spostamento sistematico (secolare) del perielio dell'orbita. 

Poiché la traiettoria è determinata dall’equazione @ + Do = 
= costante, la variazione dell'angolo @ per un periodo di rivoluzione 
di un pianeta sull’orbita è 


Aq= — 7 DS 


dove AS, è la variazione corrispondente di S,. Sviluppando S, 
in serie di potenze della piccola correzione nel coefficiente di 1/r°, 
otteniamo: 

Im?c?r® IASTO 

AS=AS°- re» 
dove AS corrisponde al moto su un’ellisse chiusa fissa. Derivando 
questa relazione rispetto ad M e tenendo conto che 


aL 3 AS® = Aq® =2%, 


troviamo: 
m?c2 ra 6nk2m?m 12 


pn 24 pet = 24 Si, 


Il secondo termine rappresenta lo spostamento angolare cercato 
6 dell’ellisse newtoniana in un periodo, cioè lo spostamento del 
perielio dell'orbita. Esprimendo questa grandezza mediante la 
lunghezza a del semiasse maggiore e l’eccentricità e dell'ellisse con 
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la nota formula M?/km'm? = a (1 — e”), otteniamo!): 
e (101,7) 


cèa (1-2) ° 
Consideriamo ora il cammino percorso da un raggio luminoso 
in un campo gravitazionale a simmetria centrale. Questo cammino 
è determinato dall’equazione dell’iconale (87,9) 
in 9 = (0) 
ori darf 


9 


che si distingue dall’equazione di Hamilton-Jacobi unicamente 
per il fatto che bisogna porre in quest'ultima m = 0. Si può quindi 
ottenere la traiettoria del raggio direttamente dalla formula (101,5) 
ponendovi m = 0; analogamente, al posto dell’energia 
della particella €, = — 05/0t bisognerà scrivere la frequenza 
della luce ®©, = — 0/0. Sostituendo alla costante M la costante 
p ricavata da p = cM/wo, si a 


VIVE 


Trascurando le correzioni relativistiche (rg + 0), questa equazione 
dà r = p/cos g, cioè una retta passante alla distanza gp dall’origine 
delle coordinate. Per lo studio delle correzioni relativistiche, proce- 
diamo come nel caso precedente. 

Per la parte radiale dell’iconale [cfr. la (101,3)] si ha: 


__ Do r2 na p° 
Le Va r(r_rg) su 


Effettuando le stesse trasformazioni che hanno permesso di passa- 
re dalla (101,3) alla (101,6), otteniamo: 


wo (Vate 


Sviluppando ora dani iimizia in serie di potenze di 
rglr, abbiamo: 


rg dr 
(0) g Ne 
wr = br c Î Vr? pi A £a 


dove w° corrisponde al raggio rettilineo classico. 
La variazione totale di w, nella propagazione di un raggio che, 
partendo da un punto a distanza Amolto grande passa per il punto 


(104,8) 


nie Arch o , 


1) I valori numerici degli spostamenti calcolati secondo la formula (101,7) 
per il PROSU Mercurio e la Terra sono rispettivamente uguali a 43,0” e 3,8” in 
un secolo 
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più vicino al centro r = g e quindi si allontana fino ad una distanza 
R da esso, vale: 


Apr = A +2-£00 Arch È. 


La variazione corrispondente dell’angolo polare © lungo il 
raggio si ottiene derivando rispetto ad M = poy/c: 
dA, IAP” 2rgR 
MOT GM pVR- Pi 
Infine, passando al limite per A + co e notando che a un raggio retti- 
lineo corrisponde Aq = x, otteniamo: 


2g 
API 


Ag= — 


Ciò significa che, sotto l’azione del campo gravitazionale, 
il raggio luminoso si curva: la sua traiettoria rappresenta una curva 
convessa verso il centro (il raggio è « attratto » dal centro), in modo 
che l’angolo tra i suoi due asintoti differisce da n di 


2rg 4km' 
in altri termini, un raggio passante a distanza gp dal centro del 
campo devia di un angolo uguale a dq!). 


$ 102. Collasso gravitazionale di un corpo sferico 


Nella metrica di Schwarzschild (100,14), go0 si annulla e g,y 
diverge per r=rgy (sulla sfera di Schwarzschild). Questa 
circostanza potrebbe giustificare la conclusione che la metrica spa- 
zio-temporale ha una singolarità e che non è possibile l’esistenza 
di corpi di « raggio » inferiore (per una data massa) al raggio gravita- 
zionale. Tuttavia, tali conclusioni sono in realtà errate, come è 
provato già dal fatto che il determinante g = — r4 sen? 0 non ha 
alcuna singolarità per r = rg, cosicché la condizione g < 0 (82,3) 
è valida. Vedremo infatti che per r<ry diventa impossibile 
realizzare il corrispondente sistema di riferimento. 

Per precisare il carattere reale della metrica spazìo-temporale 
in questa regione, facciamo la seguente trasformazione di coordi- 
nate”): | 
dr 


ne {10e, R=t+|{ (102,1) 
e (Z)/0 
e) 10 
1) Per un raggio passante in prossimità del Sole 6@ = 1,75”. 


2) Il significato fisico della singolarità schwarzschildiana è stato chiarito 
per la prima volta da D. Finkelstein (1958) con un'altra trasformazione. La 
metrica (102,3) fu trovata da G. Lemaitre (1938). 
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Allora 
lg 


ii 
ds =-— È (cè di?— f2 dR°)— r2(d02+4 sen? 0 d9?). 


Scegliendo f (r) in modo che si abbia f (rg) = 1, possiamo elimina- 


re la singolarità per r = rg. Ponendo f (r) = Vrglr, il nuovo sistema 
di coordinate sarà anch'esso sincrono (gx = 4). Scegliendo dapprima, 
per fissare le idee, i segni superiori nella (102,41), avremo: 


R—ct= | SIOE | V+4=35% 
g 


(48); 


r= [3 (R mm] ro (102,2) 


oppure 


(supponiamo nulla la costante d'integrazione 7 dipendente dal- 
l'origine dei tempi). Per l'elemento d'’intervallo si ha: 


ds? = c° di? — e sa [5 (R— ct) }°rt (462 4- sen? 6 dp?). 
| (R—c7) | 
(102,3) 


La singolarità sulla sfera di Schwarzschild (alla quale corri- 
sponde qui l'uguaglianza 3 (R — cv) = rg) in queste coordinate è 


assente. La coordinata R è ovunque spaziale, la © temporale. La 
metrica (102,3) non è stazionaria. Come in ogni sistema di riferi- 
mento sincrono, le linee del tempo in questa metrica sono linee geo- 
detiche. In altri termini, le particelle «di prova» che si trovano 
in stato di quiete rispetto al sistema di riferimento sono parti- 
celle in moto libero nel dato campo. 

A valori determinati di r corrispondono le linee d'universo R—ct= 
= costante (ler ette inclinate del diagramma nella figura 20). Quanto 
alle linee d’universo delle particelle in quiete rispetto al si- 
stema di riferimento, esse sono rappresentate in questo diagramma 
da rette verticali; le particelle, spostandosi lungo queste verticali, in 
un intervallo finito di tempo proprio, cadono nel centro del campo 
(r = 0) che rappresenta un vero punto singolare della metrica. 

Esaminiamo la propagazione di segnali luminosi radiali. L’equa- 
zione ds? = 0 (per 09, g = costante) dà la derivata di/dR lungo 


il raggio! 
d 3 —1/ r 
can=|37 (R-00] = Va 1 (102,4) 
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dove i due segni corrispondono alle due frontiere del « cono » di 
luce di vertice nel punto d’'universo dato. Per r > r; (il punto a nella 
fig. 20) l’inclinazione di queste frontiere è | cdv/afi I<4, in modo 
che la retta 7 = costante (lungo la quale cdt/dR = 1) va a finire 
all’interno del cono. Nella regione r <ry (il punto a’) abbiamo 
invece | cdt/dR | > 41, in modo che la retta r = costante — linea 
d’universo della particella fissa (rispetto al centro del 


Vv 


Fig. 20 


campo) — resta fuori dal cono. Le due frontiere del cono, ad una 
distanza finita, intersecano la retta r = 0 avvicinandosi ad essa 
verticalmente. Poiché eventi arbitrari legati dal principio di causa- 
lità non possono giacere sulla linea d’universo al di fuori del cono 
di luce, ne risulta che nella regione r < ry nessuna particella può 
essere immobile. In generale, tutte le interazioni e i segnali si propa- 
gano qui verso il centro, raggiungendolo in un intervallo di tempo 
finito ©. 

Analogamente, se avessimo scelto i segni inferiori nella trasfor- 
mazione (102,1), avremmo ottenuto un sistema di riferimento «in 
espansione » con una metrica che differisce dalla (102,3) per il segno 
di t. Esso corrisponde a uno spazio-tempo dove, come prima, 
non è possibile lo stato di « quiete » e dove tutti i segnali si propagano 
diretti dal centro verso l’esterno. 

I risultati esposti si possono applicare al problema riguardante 
il comportamento dei gravi in relatività generale. 

Dallo studio delle condizioni relativistiche d’equilibrio di un 
corpo sferico risulta che per una massa abbastanza grande uno stato 
d’equilibrio statico può anche non esistere (vedi vol. V, fisica sta- 
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istica, $ 111). È evidente che tale corpo deve comprimersi indefini- 
tamente (si ha il cosiddetto collasso gravitazionale)). 

In un sistema di riferimento galileiano all’infinito [la metrica 
(100,44)], non legato al corpo, il raggio del corpo centrale non può 
essere minore di rg. Ciò vuol dire che, secondo l’orologio # di un osser- 
vatore distante, il raggio del corpo che si comprime tende asinto- 
ticamente al raggio gravitazionale quando t-+ co. È facile stabilire 
la legge limite di questa trasformazione. 

Una particella sulla superficie del corpo che si comprime si 
trova sempre nel campo d'attrazione di una massa costante m, cioè 
della massa totale del corpo. Per r +r, le forze d'attrazione diven- 
tano molto grandi, mentre la densità (e con essa la pressione) del 
corpo resta finita. Partendo da quest’ultima circostanza e trascurando 
le forze di pressione, riconduciamo la determinazione della dipendenza 
del raggio del corpo dal tempo allo studio della caduta libera della 
particella « di prova » nel campo di massa m. 

La dipendenza r (#) per la caduta nel campo schwarzschildiano è 
data dall’integrale (101,4), dove per un moto puramente radiale il 
momento angolare M è nullo. Cosi, se la caduta inizia alla « distanza » ro 
dal centro con velocità nulla nell’istante #,, l’energia della particella 


vale €, = me? V1 — rglro, e il tempo t necessario per raggiungere 
la « distanza » r è dato da: 


c(t—t) Vi RI { —8t_o_t. (102,5) 


Questo integrale diverge per r-+ r, come — ry In (r — rg), e quindi 
la legge asintotica secondo la quale r tende ad ry è: 


r—rgy=costante e °!/g. (102,6) 


In tal modo, lo stadio finale di avvicinamento di un corpo in collas- 
so al raggio gravitazionale avviene secondo una legge esponenziale 
con un tempo caratteristico molto piccolo — rg/c. 

Sebbene la velocità del processo di compressione osservato dal di 
fuori tenda asintoticamente a zero, la velocità v delle particelle 
cadenti, misurata nel loro tempo proprio, al contrario, cresce tendendo 
alla velocità della luce. Infatti, secondo la definizione (88,410) si 
ha: 


1) Le proprietà fondamentali di questo fenomeno furono spiegate da 
J. R. Oppenheimer e H. Snyder (1939). 
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Ricavando g © £00 dalla (100,14) e dr/di dalla (102,5), troviamo: 
(102,7) 


L'’avvicinamento al raggio gravitazionale, che avviene secondo 
l'orologio di un osservatore lontano in un tempo infinito, avviene 
invece in un intervallo finito di tempo proprio (il tempo nel sistema 
di riferimento in moto solidale). Questo è già evidente dall'analisi 
generale sopra esposta, ma si può fare una verifica anche calcolando 
direttamente il tempo proprio t come un integrale invariante 


ct= { ds = { [C'era +80 | dr. 


Ricavando dr/dt dalla (102,5), troviamo per il tempo proprio di 
caduta dal punto ry nel punto r: 


i 
t-v=1 (1-2) "dr (102,8) 
C r Fo 

ro 
Questo integrale converge per r + ry. 

Raggiunto (in tempo proprio) il raggio gravitazionale, il corpo 
continuerà acomprimersi, e tutte le sue particelle raggiungeranno il 
centro in un intervallo di tempo proprio finito; l'istante di caduta 
di ciascuna porzione di materia nel centro rappresenta una vera sin- 
golarità della metrica spazio-temporale. Tuttavia, non si può 
osservare tutto il processo di compressione del corpo oltre la sfera 
di Schwarzschild da un sistema di riferimento esterno. All’istante 
in cui la superficie del corpo passa per questa sfera il tempo # diventa 
infinito; si può affermare che tutto il processo di collasso oltre la 
sfera di Schwarzschild avviene «oltre l’infinito temporale » 
dell'osservatore lontano: esempio limite della relatività del cammino 
del tempo. In questo quadro non esistono, ovviamente, contraddi- 
zioni logiche. Infatti bisogna tener presente che le proprietà del si- 
stema di riferimento in « compressione », nessun segnale può uscire 
dalla sfera di Schwarzschild in questo riferimento. Questa sfera (in 
un sistema di riferimento in moto solidale) può essere attraversata da 
particelle o raggi di luce in una sola direzione, e cioè verso l'interno; 
una volta entrati dentro la sfera, essi non possono mai più 
uscirne. Una tale superficie è detta orizzonte degli eventi. 

Rispetto all'osservatore esterno, il processo di compressione verso 
il raggio gravitazionale è accompagnato da « autoisolamento » del 
corpo. Il tempo di propagazione dei segnali emessi dal corpo tende 
all’infinito. Infatti, per segnali luminosi ds? = 0 anche nel 
sistema di Schwarzschild si ha cdi = dr/(1 — rg/r); il tempo di 
propagazione dal punto r ad un certo punto r) > r è dato dall'inte- 
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grale 
Va d r r 
r ot 
cht= {i =rer+rgln = (102,9) 
cr 


che diverge [come pure l'integrale (102,5)] per r+ ry. 

Gli intervalli di tempo proprio sulla superficie del corpo rispetto 
agli intervalli di tempo # dell'osservatore indefinitamente lontano 
subiscono una contrazione nel rapporto: 


di conseguenza, per r + ry tutti i processi che avvengono sul corpo, 
nella percezione dell’osservatore lontano «si appiattiscono» nel tempo. 
La frequenza della riga spettrale emessa dal corpo e percepita dall’os- 
servatore lontano diminuisce non solamente a causa dello sposta- 
mento gravitazionale verso il rosso, ma anche a causa dell’effetto 
Doppler dovuto al moto della sorgente che cade nel centro insieme 
alla superficie della sfera. Quando il raggio della sfera è già vicino 
ad rg (cosicché la velocità di caduta è ormai vicina alla velocità 
della luce), questo effetto diminuisce la frequenza nel rapporto 


2. v2 v 1 v2 
V1-3/(1+) niV1-5. 
A causa di questi due effetti la frequenza osservata si annulla quindi 
per r-+ rg secondo la legge 


@= costante | 1—- £) i (102,10) 


Cosi, dal punto di vista dell’osservatore lontano il collasso gra- 
vitazionale genera la comparsa di un corpo «congelato » che non 
emette nello spazio circostante nessun segnale ed interagisce con il 
mondo esterno soltanto con il suo campo gravitazionale statico. 
Un sistema materiale siffatto vien chiamato buco nero. 

Per concludere, facciamo ancora un’osservazione di carattere 
metodologico. Abbiamo visto che per un campo centrale nel vuoto 
il «sistema dell'osservatore esterno » inerziale all’infinito non è 
sufficiente: mancano in esso le linee d’universo delle particelle che 
si muovono all’interno della sfera di Schwarzschild. La metrica 
(102,3) è invece applicabile anche all’interno della sfera di Schwarz- 
schild, ma in un certo senso nemmeno questo sistema è sufficiente. 
Esaminiamo infatti, in questo sistema, una particella in moto radiale 
uscente dal centro. Per tT +0 la sua linea d’universo finisce all’infinito, 
e per t-+ —co essa deve avvicinarsi asintoticamente ad r = r 
perché nella metrica data all’interno della sfera di Schwarzschil 
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il moto può effettuarsi soltanto nella direzione verso il centro. D'al- 
tra parte, la distanza tra r = ry e un qualsiasi punto dato r > rg 
sarà percorsa dalla particella in un intervallo finito di tempo proprio. 
Di conseguenza, in tempo proprio, la particella deve raggiungere 
dal di dentro la sfera di Schwarzschild prima di iniziare a muoversi 
fuori di essa; ma questa parte della storia della particella non può 
essere descritta nel dato sistema di riferimento!). 

Sottolineiamo però che questa incompletezza si verifica selo 
nello studio formale della metrica del campo generato da una massa 
puntiforme. In un problema fisico reale, per esempio in quello del 
collasso di un corpo esteso, l’incompletezza rion si rivela: la soluzione 
ottenuta per raccordo della metrica (102,3) con la soluzione 
all’interno della materia sarà, naturalmente, completa e descriverà 
tutta la storia di tutti i moti possibili delle particelle (le linee d’uni- 
verso delle particelleche si muovono nella raccordo r>ry allontanando- 
si dal centro hanno inizio dalla superficie della sfera prima che 
questa contraendosi entri nella sfera di Schwarzschild). 


PROBLEMI 


4. Trovare i raggi delle orbite circolari per una particella nel campo di un 
buco nero (S. A. Kaplan, 1949). 

Soluzione. La dipendenza r @ pr una particella in moto nel campo schwarz- 
schildiano è data dalla formula (104,4), oppure in forma differenziale: 


dp SL 
A—rglr cdt o, 


U ()=me | (1--£) (+3) 


(m è la massa della particella, rg = 2%m'/c? il raggio gravitazionale del corpo 
centrale di massa m’). La funzione U (r) ha il ruolo di una « energia potenziale 
efficace » nel senso che la condizione & > U Le definisce (per analogia con la 
teoria non relativistica) le regioni ammissibili del moto. Nella figura 21 sono 
date le curve U (r) per differenti valori del momento angolare M della particella. 

I raggi delle orbite circolari e i valori corrispondenti di €, e di M sono 
determinati dagli estremi della funzione U (r): i minimi corrispondono alle 
orbite stabili, i massimi alle orbite instabili. La soluzione compatibile delle 
equazinoi U (r)= 6o, U'(r) = 0 dà: 


r_ Me [1a Vv (ore | 
Tg m°e°ri ta M? ? 


(6-U2(r))"?, (4) 


dove 


1) La costruzione di un sistema di riferimento, privo di una tale incomple- 
tezza, verrà esaminata alla fine del paragrafo prossimo. 
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dove il segno superiore riguarda le orbite stabili e quello inferiore le orbite 
instabili. L’orbita circolare stabile, la più vicina al centro, ha per parametri: 


r=3rg, M= VE merg, €0= Vi me?. 
1] raggio minimo dell’orbita instabile è 3rg/ 2 e si ottiene nel caso limite M + 00, 


U(r) 
me? 


Fig. 21 


€o +00. La figura 22 rappresenta la dipendenza di r/r, da M/merg; 
il suo ramo superiore dà i raggi delle orbite stabili e quello inferiore delle orbite 
instabili!). 

2. Per il moto nello stesso DIO del problema 1 determinare la sezione d’urto 
di cattura gravitazionale di particelle provenienti dall’infinito: a) non relativi- 
stiche, b) ultrarelativistiche (7. B. Zeldoviè, I. D. Novikov, 1964). | 

Soluzione. a) Per velocità vo non relativistica (all’infinito) l’energia della 
particella è €, 2 mc?. Dalle curve nella fig. 24 si vede che la retta &,= me?, 
giace sopra tutte le curve dei potenziali relativi ai momenti angolari M <2merg 
cioè di distanza d'urto p < 2cry/to. Tutte le particelle con tali p vengono 
catturate gravitazionalmente: esse raggiungono invii per t+ 00) la 
sfera schwarzschildiana, senza uscirne. La sezione d’urto di cattura è: 

omar (—) i . 
Voo 

b) Nell’equazione (1) del problema 1 il passaggio a una particella ultrare- 
lativistica (o a un raggio di luce) vien fatto con la sostituzione m + 0. Intro- 
ducendo inoltre la distanza d’urto p = cM/é, vtteniamo: 


1 dr 7 pe. P?rg 
1=rgr cdi = V TATA 


1) Ricordiamo, a titolo di paragone, che nel campo newtoniano sarebbero 
possibili (e stabili) le orbite circolari a qualsiasi distanza dal centro (il raggio 
è legato al momento angolare dalla relazione r = M?/km'm?). 
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Le frontiere del moto per r (punti di svolta) sono determinate dagli zeri nel- 
l'espressione sotto radice. Come funzioni di p, esse sono rappresentate dalla 


R/7 J 
20 5 
75 1 
© 
ù 3V3 [_ 
Tai 2 | 
= | 
d 
/ | 
0 I i 
I VW 2 È lieta 0132 34 5 6 7rl9 
Fig. 22 Fig. 23 


curva nella figura 23; la parte non tratteggiata del piano corrisponde ai moti 
possibili. La curva ha un minimo nel punto 


3V3, 3 


p= DI &? Erre 


Per valori minori della distanza d'urto la particella non incontra il punto di 
svolta, e prosegue cioè verso la sfera schwarzschildiana. Ne segue che la sezione 
d’urto di cattura è 


o=t nr. 


4 


$ 103. Collasso gravitazionale di una sfera incoerente 


Per esplicitare l’andamento della variazione dello stato interno 
di un corpo in collasso (compreso il processo della sua compressione 
nella sfera di Schwarzschild) occorre preventivamente risolvere 
le equazioni di Einstein per il campo gravitazionale in un mezzo 
materiale. Nel caso a simmetria centrale, le equazioni di campo han- 
no delle soluzioni generali se si trascura la pressione della materia, 
cioè per l’equazione di stato della materia « incoerente »: p = 0 
(R. Tolman, 1934). Sebbene non sia realistico trascurare la pressione 
della materia, la soluzione generale di questo problema presenta 
un notevole interesse metodologico. 

Come è stato indicato nel $ 97, un mezzo incoerente ammette 
la scelta di un sistema di riferimento che sia contemporaneamente 
sincrono e in moto solidale‘). Indicando con t e AR rispettivamente il 


1) Si suppone inoltre che la materia si muova « senza rotazione » (vedi nota 
alla pag. 378). Questa condizione è soddisfatta a priori nel caso considerato, 
perché la simmetria sferica suppone un moto puramente radiale della materia. 
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tempo e la coordinata radiale scelti precisamente in questo modo, 
scriviamo l'elemento d’intervallo a simmetria sferica nella forma!) 


ds°= di? — eM3. R) dR?— r2 (1, R)(d02-+sen20d9?). (103,1) 


La funzione r (t, R) rappresenta un « raggio » determinato in ma- 
niera tale che 2nr sia la lunghezza della circonferenza (di centro 
nell’origine delle coordinate).L' espressione (103,1) fissa univocamente 
la scelta di t, ma ammette ancora trasformazioni della coordinata 
radiale del tipo R = AR (R°. 

Il calcolo delle componenti del tensore di Ricci per questa metri- 
ca conduce al seguente sistema di equazioni di Einstein?): 


— e-Mr'24-2rr +r241=0, (103,2) 
LETTORI 0: 
i arrmi+ Bar + 20, (103,3) 


SA 0° . 
— 7 (rr +r!2-rr'W)+& (rà +r241)=8mke, (103,4) 


2r' ir =0, (103,5) 


dove l’apice indica la derivazione rispetto a R e il punto quella 
rispetto a t. 

L'integrazione dell’equazione (103,5), fatta direttamente ri- 
spetto al tempo, dà 
r'2 


ME ESTIO (103,6) 


e 


dove f (R) è una funzione arbitraria che soddisfa solo la condizione 
1+f2>O0. Sostituendo questa espressione nella (103,2), otteniamo 


2rr+r2—f=0 


(mentre la sostituzione nella (103,3) non dà nulla di nuovo). Il primo 
integrale di questa equazione è 


re=f (RP, (103,7) 


1) In questo paragrafo poniamo c = 1. 

2) Cfr. problema 5 del $ 100. Le equazioni dalla (103,2) alla (103,5) si 
ottengono rispettivamente dalle equazioni (2)-(5) di questo problema, se si pone 
in esse v = 0, e = r3, p= 0. Notiamo che la seconda delle equazioni (0) dello 
stesso problema dà v' = 0 per p= 0, cioè v = v (1); l’arbitrio nella scelta di 1, 
rimasto nella metrica (1), permette dunque di annullare v, circostanza che di- 
mostra nuovamente la possibilità di introdurre il sistema di riferimento sincrono 
in moto solidale. 
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dove F (R) è un’altra funzione arbitraria. Ne segue che 


t= + Î ZE. 
V1+% 

La funzione r(t, R), che si ottiene per integrazione, può essere 
rappresentata in forma parametrica: 
F 
2f°/2 


(shn— n) per f>0, (103,8) 


sai 
9 (— f)?? 


r=37 (Chu—-1), ©(A)—t= 


(m—sen n) per f<0, 
(103,9) 


dove t, (R) è di nuovo una funzione arbitraria. Se invece f = 0, 
si ha 


r=—5 (1 cosn), to(R)-t= 


r=() [m()-0" per f=0. (108,10) 


In tutti i casi, sostituendo la (103,6) nella (103,4) ed eliminando f 
con l’aiuto della (103,7), si ottiene la seguente espressione per la 
densità della materia!): 
8rke=-. (103,14) 
Le formule dalla (103,6) alla (103,11) determinano la soluzione 
generale cercata*?). Notiamo che essa dipende solamente da due fun- 
zioni arbitrarie «fisicamente differenti », poiché, sebbene essa 
contenga tre funzioni f, F, t,, la coordinata A può essere ulterior- 
mente sottoposta ad una trasformazione arbitraria R = R (R°). 
Questo numero corrisponde esattamente al fatto che la distribuzione 
a simmetria centrale più generale della materia è data da due fun- 
zioni (distribuzione della densità e della velocità radiale della 
materia) e che un campo gravitazionale libero dotato di simmetria 
centrale non esiste. 
Poiché il sistema di riferimento è in moto solidale conla materia, a 
ciascuna particella della materia corrisponde un determinato valore 
di R; la funzione r (t, R) per questo valore di R determina la legge 


del moto della data particella, e la derivata r è la sua velocità radia- 


1) Le funzioni F, f, t, debbono soddisfare soltanto le condizioni che assicu- 
rano la positività di ex, r ed e. Oltre alla condizione già indicata 14-f > 0, 
risulta quindi che anche F > 0. Partiremo dal presupposto che anche F' > 0, 
r' > 0; si escludono quindi i casi che generano un'’intersezione degli strati sfe- 
rici della materia nelloro moto radiale. 

2) Questa soluzione non contiene però il caso particolare in cui r = r (1) 
e non dipende da R, in modo che l’equazione (103,5) si riduce ad un'identità; 
vedi V. A. Ruban, JETF, 56, 1914 (1969). Tuttavia questo caso non corris- 
ponde al problema del collasso di un corpo finito. 
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le. Una proprietà importante della soluzione ottenuta è che le fun- 
zioni arbitrarie, che ne fanno parte, date nell'intervallo da 0 ad un 
certo R,, determinano completamente il comportamento della sfera 
di questo raggio; esso non dipende dalle prorrietà di queste fun- 
zioni per R > Ro. Di conseguenza, si ottiene automaticamente la 
soluzione del problema interno per qualsiasi sfera finita. La massa 
totale della sfera è data, conformemente alla (100,23), dall'integrale 

r(©, Ro) Ro 

m=4n | eitdr=4n (er dR. 
0 0 


Sostituendo in questa espressione la (103,11) e notando che / (0) = 0 
(per R = 0 deve essere anche r = 0), troviamo: 

m= 0, ry=F (Ro) (103,12) 
(r, è il raggio gravitazionale della sfera). 

Per f = costante # 0 dall (103,11) abbiamo e = 0, in modo 
che la soluzione si riferisce ad u1 o spazio vuoto, cioè descrive il campo 
di una massa puntiforme (che si trova al centro, cioè nel punto sin- 
golare della metrica). Per esempio, ponendo f = ry,f= 0, t,= &, 
otteniamo la metrica (102,3) 1). 

Le formule (103,8), (103,9), (103,10) descrivono (a seconda dei 
valori assunti dal parametro n) sia la compressione che l’espan- 
sione della sfera; sia l’uno che l’altro processo sono in uguale 
misura ammessi dalle equazioni di campo. Al problema reale del 
comportamento di un corpo grave instabile corrisponde la 
compressione, ossia il collasso gravitazionale. Le soluzioni dalla 
(103,8) alla (103,10) sono scritte in modo tale che la compressione ha 
luogo quando © crescendo tende a t,. All’isante t= t, (R) corri- 
sponde il fatto che la materia con la coordinata radiale data A _ rag- 
giunga il centro (si deve inoltre avere tj > 0). 

Il comportamento limite della metrica all’interno della sfera è 
identico nei tre casi dalla (103,8) alla (103,10) per t+ t, (R): 

n (SF 8 22 (2F\3__T0 __ 2-8 
r= ( 7 ) (1-1), eM 2 ( , ) TE (—- 78. (103,43) 
Ciò vuol dire che tutte le distanze radiali (nel sistema di rife- 
rimento in moto solidale) tendono all’infinito, mentre quelle 
trasversali tendono a zero; tutti i volumi tendono ugualmente a 
zero (come t — ©;)°). Per guesto motivo la densità della materia 


1) Invece il caso in cui F = 0 [dove, in virtù della (103,7), si ha r = 
— Vi (t — t)] corrisponde alla mancanza di un campo; con una trasformazione 
opportuna delle variabili, la metrica può essere ridotta alla forma galileiana. 

2) La geometria del « piano » passante per il centro è allora tale quale 
sarebbe su una superficie conica di rotazione le cui generatrici si allungano 
contemporaneamente mentre le circonferenze si restringono. 
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aumenta indefinitamente!): 


2F' 
Bake = 3Fu (= P (103 14) 
Tenendo conto di quanto è stato detto nel $ 102, si verifica quindi 
il collasso di tutta la distrikuzione della materia al centro?). 

Nel caso particolare in cui la funzione ©, (Rf) = costante (cioè 
tutte le particelle giungono al centro contemporaneamente), il 
carattere della metrica all’interno della sfera, che si comprime, è 
diverso. In questo caso si ha 


9F \ 2 \Y/ F' 
ra(5) (0, M2(3) avi?" 
8rke zia, (103,15) 


cioè per t-- t, tutte le distanze — sia trasversali che radia- 
li — tendono a zero secondo la stessa legge = (t, — T)?5; la densità 
della materia tende all’infinito come (t, — 1), e al limite la sua 
distribuzione diventa omogenea. 

Sottolineiamo il fatto che in tutti i casi l'istante del passag- 
gio di una sfera in collasso dentro la sfera di Schwarzschild 
(r (t, Ro.) = rg) non è significativo ai fini della dinamica 
interna (descritta dalla metrica nel sistema di riferimento in moto 
solidale). Tuttavia, ad ogni istante una parte determinata della sfera 


si trova già sotto il suo « orizzonte degli eventi ». Analogamente a 
come f (RL) determina, conformemente alla (103,12) il raggio gra- 
vitazionale di tutta la sfera, cosi F (R) per ogni valore dato di AR, 
è il raggio gravitazionale di quella parte di sfera, che si trova sotto 
la superficie sferica R = costante; di conseguenza, la parte indicata 
della sfera è determinata ad ogni istante t dalla condizione 
r(t, R)<x FR 

Mostriamo infine in che modo si possono applicare le formule 
ottenute alla soluzione del problema posto alla fine del $ 102: 
costruire un sistema di riferimento completo per il campo di 
massa puntiforme*?). 


1) La comparsa del collasso, qualunque sia la massa della sfera, nella solu- 
zione considerata è la conseguenza naturale del fatto che è stata trascurata la 
pressione. È ovvio che per € + co è, da un punto di vista fisico, inammissibile 
supporre la materia come incoerente, e si deve ricorrere perciò alle 
equazioni di stato ultrarelativistiche p = £/3. Risulta però che il carattere 
generale delle leggi limite per la compressione non dipende dall’equazione di 
TRS na materia [vedi E. M. Lifsic, I. M. Khalatnikov, JETF 39, 149 

3) Il caso tg = costante include, in particolare, anche il collasso di una 
sfera completamente omogenea (vedi il problema). 

3) Un tale sistema è siato trovato in altre variabili da M. XKruskal 
[vedi Phys. Rev. 119, 1743 (1960)]. La soluzione riportata qui nella forma, 
dove il sistema di riferimento è sincrono, appartiene a Z. D. Novikov (1963). 


416 CAPITOLO XII 


Per raggiungere questo obiettivo, bisogna partire da una metrica 
nel vuoto tale che contenga sia la regione spazio-temporale in 
contrazione che quella in espansione. Tale è la soluzione (103,8) 
nella quale bisogna porre F = costante = ry. Scegliendo anche 


LI i 
= Trio are (N 


otteniamo: 
1/R3 
2-=3(+4)(1--cosn), 
e (103,16) 
T 2 
ala) (a —n+ sen n); 


quando il parametro n prende i valori da 2 a 0, il tempo 1 (per un 

valore dato di R) cresce in modo monotono, mentre r partendo da 

A B zero cresce fino ad un massimo e quindi 
nuovamente decresce sino a zero. 

Nella figura 24 le curve ACB e 

A'C'B' corrispondono al punto r=0 

S/ [sd (ad esse corrispondono i valori del para- 

e CAO] < metro n = 2ren = 0). Le curvo AOA° 

e BOB' corrispondono alla sfera schwarz- 

ta schildiana r = ry. Tra A'C'B' e A'OB' 

\ si trova una regione spazio-temporale 

| 


ro 


doveilmoto possibile è solo quello di allon- 
f tanamento dal centro, e tra ACB e A0B 
una regione dove il moto si effettua so- 
lo verso il centro. 

C si La linea d'universo della particella 
Ci NIE in quiete relativamente al dato sistema 
| 3\( di riferimento è una retta verticale 
| (R= costante). Essa parte da r=0 (pun- 
| | to a), interseca la sfera di Schwarz- 
À schild nel punto b, si allontana al mas- 
Fig. 24 simo (r=ry (R*rz+1) all'istante 
l t=0, e quindi la particella comincia 
di nuovo a cadere verso la sfera di Schwarzschild, l’interseca nel 

punto c e raggiunge nuovamente r = 0 (punto d) all’istante 


Il sistema ottenuto è completo: le due estremi della linea 
d'universo di ogni particella che si muove nel campo o giacciono 
sulla singolarità effettiva r = 0, o vano all'infinito. La metrica 
incompleta (102,3) invece comprende solo la regione a destra 
della curva AOA' (o a sinistra di BOB’), mentre lo stesso sistema di 
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riferimento incompleto » « in espansione » comprende la regione a 
destra di BOB’ (o a sinistra di AVA’). Per quanto riguarda il siste- 
ma di riferimento di Schwarzschild con la metrica (100,14), esso 
Ina solamente la regione a destra di BOA' (o a sinistra di 
AOB'). 


PROBLEMA 


Trovare la soluzione del problema interno per il collasso gravitazionale di 
una sfera incoerente omogenea la cui materia è all’istante iniziale in quiete. 
Soluzione. Ponendo 


To == costante, f-=: —sen? R, F=2aosen3 R, 
otteniamo: 
r==agsen R(1- cosn), T-—to==40(n_sen n) (1) 


(ia coordinata radiale R è qui adimensionale e prende i valori da 0 a 2a). La 
densità è 
6 
8nke = af (1 — cos n) (2) 
e per t data non dipende da A, la sfera è cioè omogenea. La metrica (103,1) 
si può rappresentare ricavando r dalla (1) nella forma 


ds? = dt? — a? (1) [AR3-4-sen? R (d062-4+ sen? 0 dp?)], (3) 
a=a)(1— cos n). 


Notiamo che essa coincide con la soluzione di Friedman per ia metrica di 
un universo completamente riempito di una materia incoerente omogenea ($ 112). 
É un risultato del tutto naturale, perché una sfera ricavata da materia distri- 
buita uniformemente è dotata di simmetria centrale!). 

La condizione iniziale posta può essere soddisfatta dalla soluzione (1) con 
una scelta opportuna delle costanti ay, to. Cambiando qui per comodità la defi- 
nizione del parametro (n + x — n), rappresentiamo la soluzione nella forma 

ro sen R} 


2 sen Ao 


(A-+cosm), t=3g, (M+sen n), (4) 


dove (conformemente alla (103,12)) il raggio gravitazionale della sfera 
è rg=ro sen? Ro. All’istante iniziale (tr = 0, n= 0) la materia è in quiete 
(r = 0), e 2rro = 2rr (0, Ro) è la lunghezza iniziale della circonferenza della 
sfera. La caduta di tutta la materia nel centro avviene all'istante t= 1r/2 sen Ao. 

Il tempo # nel sistema di riferimento dell'osservatore lontano (sistema 
di Schwarzschild) è legato al tempo proprio © sulla sfera dall’equazione 


r 2 
vili BI 
r 1 Tg 


r 


dove per r bisogna intendere il valore r (t, Ro) che corrisponde alla superficie 
della sfera. L'integrazione di questa equazione conduce alla seguente espressione 


1) La metrica (3) corrisponde ad uno spazio di curvatura positiva costante. 
Analogamente, ponendo f = sh?R, F = 2a;sh?R, otteniamo la soluzione che 
corrisponde ad uno spazio di curvatura negativa costante ($ 113). 
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di t in funzione dello stesso parametro n: 


; ctg Rot tg si 1 
—=ln ——___+ctg Ro [n tar, (Nt sen n) | (9) 
Tg ctg Ro tg > sii. 


fdove l’istante #t = 0 corrisponde all’istante 1 = 0). Al passaggio della super- 
(icie della sfera attraverso la sfera schwarzschildiana (r (t, Ro) = rg) corrisponde 
il valore del parametro n, determinato dall’uguaglianza 
n_ e 
2 LI _- 2 
_ COS D i sen? Ro. 

All’avvicinarsi a questo valore, il tempo # tende all’infinito, in accordo con 
quanto è stato detto nel $ 1021). 


$ 104. Collasso gravitazionale di corpi non sferici e di corpi rotanti 


Tutto quanto è stato detto nei due paragrafi precedenti si rife- 
riva letteralmente a corpi rigorosamente a simmetria sferica. Da 
semplici considerazioni risulta tuttavia che l'aspetto qualitativo 
del collasso gravitazionale resta lo stesso anche per corpi con lieve 
deviazione dalla simmetria sferica (A. G. Doroskevic, J. B. Zeldovic, 
I. D. Novikov, 1965). 

Parleremo in un primo momento dei corpi la cui deviazione dalla 
simmetria centrale è dovuta alla distribuzione della materia in essi, 
e non alla rotazione del corpo. 

È evidente che se un corpo a simmetria centrale è insta- 
bile dal punto di vista gravitazionale, questa instabilità si man- 
terrà anche dopo una piccola violazione della simmetria, cosic- 
ché un tale corpo sarà pure in collasso. Considerando una lieve assim- 
metria come una piccola perturbazione, è possibile seguirne l’anda- 
mento (nel sistema di riferimento in moto solidale) nel processo di 
contrazione del corpo. In generale, le perturbazioni si intensificano 
a misura che aumenta la densità del corpo. Se le perturbazioni erano 
piccole all’inizio della contrazione, esse restano ancora sufficiente- 
mente piccole anche all'istante in cui il corpo raggiunge il raggio 
gravitazionale; nel $ 103 è stato indicato che questo istante non è 
significativo per la dinamica interna del corpo in compressione, e 
la sua densità è ancora finita?). 


1) La funzione r (t, Ro), determinata dalle formule (4), coincide, natural- 
mente, con la funzione calcolata nella metrica esterna e data dall’integrale 
(102,8). Lo stesso riguarda la funzione # va determinata dalle formule (4) e (5): 
essa coincide con quella data dall’integrale (102,5). 

2) L'andamento delle perturbazioni nella distribuzione non stazionaria 
omogenea infinita della materia sarà esaminato nel $ 115 (le formule che si 
otterranno, si riferiscono in misura uguale sia al caso di espansione che al caso 
di contrazione). L'eterogeneità della distribuzione non perturbata o la forma 
limitata del corpo non cambiano l'affermazione fatta. 
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Essendo piccole le perturbazioni interne del corpo, restano pure 
piccole le perturbazioni del campo gravitazionale esterno a simmetr- 
ia centrale, generato da questo corpo. Ciò vuol dire che resta - quasi 
invariata anche la superficie dell'« orizzonte degli eventi », ossia la 
sfera schwarzschildiana, e nulla ostacola il corpo in collasso (nel 
sistema di riferimento in moto solidale) ad attraversarla. 

L'’osservatore esterno non riceve nessuna notizia su un ulteriore 
aumento delle perturbazioni all’interno del corpo, perché dal di 
sotto dell’« orizzonte del eventi » non esce proprio segnale alcuno; 
tutto questo processo resta « al di là dell’infinito temporale » del- 
l'osservatore lontano. Ne segue, a sua volta, che rispetto al sistema 
di riferimento esterno il campo gravitazionale di un corpo in collas- 
so deve tendere a diventare stazionario allorché il corpo si avvicina 
asintoticamente al raggio gravitazionale. Il tempo caratteristico di 
questo avvicinamento è molto piccolo (-ry/c); trascorso questo 
tempo, si può supporre che nello spazio esterno restino soltanto 
le perturbazioni del campo a simmetria centrale sorte precedente- 
mente. Tutti gli effetti della perturbazione debbono diffondersi 
nello spazio, col passar del tempo, come onde gravitazionali, ter- 
minando all’infinito (o sotto l'orizzonte). 

In un campo gravitazionale esterno creato da un buco nero in for- 
mazione non possono restare neanche le perturbazioni statiche, non 
dipendenti dal tempo. Questa conclusione può essere dedotta da 
un'analisi delle perturbazioni costanti imposte al campo di Schwarz- 
schild nel vuoto. Questa analisi dimostra che nel caso statico 
qualsiasi perturbazione (decrescente all'infinito) cresce indefinita- 
mente quando ci si avvicina alla sfera di Schwarzschild del proble- 
ma imperturbato!); ma come è stato già detto, non c’è nessun moti- 
vo per cui possono sorgere grandi perturbazioni del campo esterno 
nel caso dato. 

Le deviazioni dalla simmetria sferica nella distribuzione della 
densità del corpo sono descritte dai momenti di quadrupolo e di multi- 
polo di questa distribuzione; ciascuno di questi momenti porta 
un proprio contributo al campo gravitazionale esterno. L’affer- 
mazione fatta significa che tutte queste perturbazioni del campo 
esterno si smorzano nelle fasi finali (dal punto di vista dell’osserva- 
tore esterno) del collasso?). Una volta formatosi il campo gravitazio- 


1) Vedi 7. Regge, J. A. Wheeler, Phys. Rev. 108, 1063 (1957). Sottolineiamo 
che si tratta di perturbazioni provenienti dal corpo centrale stesso. La condizione 
posta all’infinito esclude i casi in cui le perturbazioni statiche provengano da 
sorgenti esterne: in questi casi le piccole perturbazioni non fanno che alterare 
alquanto la sfera di Schwarzschild, senza cambiarne le proprietà qualitative 
e senza creare in essa una vera singolarità spazio-temporale. 

2) Per la legge di questo smorzamento si veda R. H. Price, Phys. Rev. D 5, 
2419, 2439 (1972). Le perturbazioni iniziali statiche /-polari di un campo gravi- 
tazionale esterno si smorzano nel collasso come 41/12/42, 
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nale di un buco nero, è nuovamente il campo centrale simmetrico di 
Schwarzschild, determinato unicamente dalla massa totale del corpo. 

Non è del tutto chiara la questione sulla sorte finale del corpo, 
che si trova in collasso, sotto l’«orizzonte degli eventi» (non osserva- 
bile dal sistema di riferimento esterno). Si può evidentemente affer- 
mare che anche qui il collasso finisce in una vera singolarità spa- 
zio-temporale della metrica, una singolarità però di tipo assoluta- 
mente diverso dal caso a simmetria centrale. Tuttavia, finora questo 
problema non è ancora chiarito sino in fondo. 

Prendiamo il caso in cui una lieve violazione della simmetria 
centrale è dovuta non soltanto alla distribuzione della densità, 
ma anche alla rotazione globale del corpo; se la deviazione dalla 
simmetria sferica è supposta piccola, questo significa intanto che 
la rotazione è sufficientemente lenta. Tutto quanto abbiamo detto 
sopra resta in vigore, con una sola eccezione. È ovvio a priori che, 
in virtù della conservazione del momento angolare totale M del 
corpo, il campo del buco nero non può dipendere in questo caso solo 
dalla massa. A ciò corrisponde appunto il fatto che tra le perturba- 
zioni stazionarie (ma non statiche), non dipendenti dal tempo, del 
campo gravitazionale a simmetria centrale ne esiste una che non cresce 
indefinitamente perr + ry. Questa perturbazione è legata precisamen- 
te alla rotazione del corpo e viene descritta da una piccola componen- 
te non diagonale aggiunta al tensore metrico schwarzschildiano £;x 
(in coordinate 2° = t, xa = r, x? = 0, 23 = gp)}): 


Bor =P22 sen? 0 (104,4) 


(vedi problema del $ 105). Questa espressione resta valida (nello 
spazio esterno) quando il corpo si avvicina al raggio gravitazionale, 
e, di conseguenza, il campo di un buco nero lentamente rotante 
sarà (in prima approssimazione rispetto al momento piccolo MY) 
un campo a simmetria centrale schwarzschildiano con una piccola 
correzione (104,1). Questo campo non è più statico, bensi solamente 
stazionario. 

Se il collasso gravitazionale è ammesso per piccole violazioni 
della simmetria sferica, allora un collasso dello stesso carattere 
(il corpo finisce sotto l’orizzonte degli eventi) deve essere possibile 
anche per deviazioni notevoli dalla sfericità; le condizioni per cui 
ciò avvenga non sono ancora state studiate. Indipendentemente 
da queste condizioni si può evidentemente affermare che le 
proprietà di una formazione (buco nero rotante) generata da 
questo collasso non dipendono, dal punto di vista dell’osserva- 
tore esterno, da nessuna caratteristica del corpo iniziale, ecce- 
zione fatta soltanto per la sua massa m e il momento angolare M 1). 


1) In questo paragrafo poniamo c = 1. 
1) A scanso di equivoci, ricordiamo che non consideriamo qui corpi portanti 
una carica elettrica non compensata. 
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Se il corpo non ruota come un unico insieme (M = 0), il campo 
gravitazionale esterno del buco nero è il campo a simmetria centrale 
di Schwarzschild!). 

Il campo gravitazionale del buco nero rotante è dato invece dalla 
seguente metrica stazionaria' a simmetria assiale di Kerr®): 


3 
dst= (1-17) def are p2 de — 
2 
— (r24 a? + La sen? 0) sen? 0 dp? + 
dove è posto: 
A=r?—rg + a?, p°=r®3+ a*cos°0, (104,3) 


ed ry è, come prima, rg = 2mk. Questa metrica dipende da due para- 
metri costanti m ed a, il cui senso risulta evidente dalla forma limite 
della metrica per grandi distanze r. Approssimando a meno dei 
termini —1/r, si ha: 


2 
La senz0dp di, (104,2) 


3 


rg rg@ 3 
BoRi1-—, 803 = = Sen 9. 


Confrontando la prima espressione con la (100,18) e la seconda con 
la (104,1) si trova che m è la massa del corpo e che il parametro a è 
legato al momento angolare M dalla relazione 


M=ma (104,4) 


(in unità ordinarie M = mac). Per a = 0 la metrica di Kerr si 
trasforma nella metrica schwarzschildiana nella sua forma ordinaria 
(100,14)3). Notiamo anche che la forma (104,2) è simmetrica rispetto 
all’inversione del tempo: questa trasformazione (t + —t) inverte 
anche la direzione di rotazione, cioè il segno del momento angolare 
(a > —a), e, di conseguenza, ds? rimane invariato. 


1) Questa affermazione è confermata sostanzialmente dal seguente teorema 
di Israel: tra tutte le soluzioni statiche, galileiane all'infinito, delle 
equazioni di Einstein con superfici spaziali chiuse  g00 = costante, 
= costante, la soluzione di Schwarzschild è l’unica ad avere l’orizzonte 
(£00 = 0) senza singolarità nella metrica spazio-temporale [per la dimo- 
n di questa affermazione si veda W. J/srael, Phys. Rev. 164, 1776 
?) Questa soluzione delle equazioni di Einstein è stata trovata in un'altra 
forma da R. Kerr (1963) e ridotta alla forma (104,2) da R. H. Boyer e R. W. Lind- 
quist (1967). Nella letteratura fisica non esiste una costruzione analitica della 
metrica (104,2), adeguata al suo significato fisico, e la verifica diretta di questa 
soluzione delle equazioni di Einstein comporta calcoli voluminosi. L’afferma- 
zione sull’unicità della metrica di Kerr come campo di un buco nero rotante 
è Veneto da un teorema analogo a quello menzionato di Israel per il campo di 
Schwarzschild [vedi B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26, 331 (1971)1 
3) Con l’approssimazione sino ai termini del primo ordine in a la metrica 
(104,2), per a< 1, differisce invece dalla metrica di Schwarzschild soltanto per 
il termine (2rz4/r) sen? 9dpdi, il che è in accordo con il caso indicato precedente- 
mente di una lieve deviazione dalla simmetria sferica. 
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Il determinante del tensore metrico nella (104,2) è: 
—g = psen? 0. (104,5) 


Scriviamo anche -le componenti controvarianti g'*, riducendole alle 
seguenti espressioni del quadrato dell’operatore del 4-gradiente: 
in 9d__ 09° 


_- 4 (+ dp C- sen? 0) n 


(4 (i) (AZZ coso 


Per m = 0, in assenza di una massa d'attrazione, la metrica 
(104,2) diventare galileiana. Infatti, l’espressione 


ds = di* — dr? —p* d02— (r2 + a?) senz 0d9? (104,7) 


an a? 
rappresenta la metrica galileiana 
ds? = di* — dx° — dy*® — dz°, 
scritta in coordinate spaziali ellittiche « schiacciate »; la trasforma- 


zione di queste coordinate in coordinate cartesiane è data dalle 
formule 


r=Vr?+a?sen0cos gp, 
= Vr2+a?sen0sen g, 
z=rcos 0; 
le superfici r = costante sono ellissoidi schiacciati di rotazione: 
x2|+ y2 z2 
Pra ta! 
La metrica (104,2) ha singolarità fittizie, come pure la metrica 
di Schwarzschild (100,14) ha una singolarità fittizia per r = lg. 
Mentre nel caso schwarzschildiano sulla superficie r = rg goo Si 
annulla mentre g,, diverge, nella metrica di Kerr queste due 
superfici sono separate. L'uguaglianza go = 0 ha luogo per 


p° = TT gi la maggiore delle due radici di questa equazione di secondo 
grado è 


-L4V (1) dose )'—a2cost8 (go=0. (104,8) 


La gu diverge per A =0; la maggiore delle radici di questa 
equazione è 


=21V (4) -@ (gu=c). = (104,9) 
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Le superfici r = rp ed r = ror, il cui significato fisico verrà precisato 
più avanti, saranno per brevità indicate con S, ed Sor. La super- 
ficie Sor rappresenta una sfera e la superficie S, una figura di rotazio- 
ne schiacciata; Sor si trova all’interno di S, e ambedue le superfici 
si toccano ai poli (0=0e09= a). 

Come si vede dalle (104,8) e (104,9), le superfici S, ed Sor esistono 
soltanto per a <rgy/2. Per a >rg/2 il carattere della metrica 
(104,2) cambia radicalmente, e in essa appaiono proprietà fisiche 
inaccettabili che violano il principio di causalità!). 

Il fatto che la metrica di Kerr non abbia più senso per a > ry/2 
significa che il valore 

r, Mg 


amexr="9> Mmax=—3 (104,10) 


dà la frontiera superiore dei valori possibili del momento angolare del 
buco nero. È inoltre evidente, che bisogna considerare questo valore 
come un limite al quale ci si può avvicinare arbitrariamente, senza 
però mai raggiungere l'uguaglianza @ = @max, che è impossibile. 
I valori limite dei raggi delle superfici S, ed Sor sono rispettiva- 
mente 


? 
ro=-£ (1+sen 0), ro=-. (104,11) 


Mostriamo che la superficie Sor è un orizzonte di eventi che lascia 
passare le particelle in moto e i raggi di luce in una sola direzione: 
verso l'interno. 

Mostriamo preliminarmente da un punto di vista più generale 
che la proprietà di lasciar passare in un solo senso le linee d’universo 
delle particelle in moto è propria di ogni ipersuperficie nulla (cioè 
un'ipersuperficie la cui normale in ogni punto è un quadrivettore 
nullo). Supponiamo che l’ipersuperficie sia data dall’equazione 
f (2°, 21, x, x*) = costante. La sua normale è diretta lungo il 4-gra- 
diente n, = df/0x', in modo che, per ipersuperficie nulla, si ha 
n; n° = 0. In altri termini, ciò vuol dire che la direzione della nor- 
male giace sulla ipersuperficie stessa: cioè sulla ipersuperficie df = 
= n; dx' = 0; questa uguaglianza è soddisfatta quando le direzioni 
dei quadrivettori dz' e n' coincidono. Inoltre, in virti della stessa 


1) Queste violazioni inplicano la comparsa di linee d’universo chiuse 
del genere tempo che permetterebbero di andare nel passato e di tornare poi nel 
futuro. Notiamo subito che le stesse violazioni si verificano allorché la metrica 
di Kerr viene prolungata all’interno di S,r già per a < ry/2, il che dimostra 
l'incompatibilità fisica di questa metrica all’interno di Sor (riparleremo più 
avanti di questo fatto). Per la stessa ragione non presentano un interesse fisico 
le superfici definite dalle radici minori delle equazioni di secondo grado 
Eco = 0 e 1/g,1 = De situate all’interno di Sor; vedi B. Carter, Phys. Rev. 174, 
1559 (1968). 
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proprietà r;n° = 0, per l’elemento di lunghezza sull’ipersuperficie 
avente la stessa direzione si ha: ds = 0. In altri termini, la ipersu- 
perficie tocca lungo questa direzione, in un punto dato, il cono di 
luce costruito a partire da questo punto. In tal modo, i coni di luce, 
costruiti (per esempio, verso il futuro) a partire da ciascun punto 
della ipersuperficie nulla, giacciono completamente da una delle 
sue parti toccando (in questi punti) l’ipersuperficie lungo una delle 
sue generatrici. Ma questa proprietà significa appunto che le linee 
d’universo delle particelle (dirette verso il futuro) o dei raggi lumi- 
nosi possono intersecare l’ipersuperficie soltanto da una parte. 

La proprietà citata delle ipersuperfici nulle ha carattere fisica- 
mente banale: il passaggio in un solo senso attraverso queste 
superfici esprime semplicemente l'impossibilità di un moto a velo- 
cità superiore a quella della luce (l’ipersuperficie x = in uno 
spazio-tempo ne fornisce un esempio elementare). Una nuova 
situazione fisica non banale appare quando la ipersuperficie 
nulla si estende all'infinito spaziale, cosicché le sue sezioni t = 
— costante sono superfici spaziali chiuse; queste superfici sono 
l'orizzonte degli eventi nel senso descritto per la sfera di Shwarzschild 
in un campo gravitazionale a simmetria centrale. 

Tale è anche la superficie Sor nel campo di Kerr. In effetti, la 
condizione n;n° = 0 per una ipersuperficie tipo f (r, 09) = costante 
nel campo i Kerr ha 3; i 


02 (2) +62 (8)°=4[a(4)°+(%)"]-0 cossa 


(g** è ottenuto dalla (104,6)). Questa equazione è soddisfatta su Sor 
(per la quale d//00 = 0, A = 0). 

Il prolungamento della metrica di Kerr all’interno della super- 
ficie dell'orizzonte (come è stato mostrato nei $$ 102, 103 per la 
metrica di Schwarzschild) non ha un senso fisico. Un tale prolunga- 
mento dipenderebbe solamente dagli stessi due parametri (m ed a), 
come un campo al di fuori di Sor; risulta quindi chiaro che esso non 
potrebbe essere correlato con il problema fisico della sorte di un cor- 
po in collasso dopo la sua scomparsa sotto l'orizzonte. Gli effetti 
di non sfericità nel sistema di riferimento in moto solidale non si 
smorzano affatto, al contrario, essi debbono aumentare con l’ulte- 
riore compressione del corpo, e, di conseguenza, non c’è nessuna ragio- 
ne di aspettarsi che il campo sotto l’orizzonte possa essere determi- 
nato soltanto dalla massa e dal momento angolare del corpo*). 

Consideriamo ora le proprietà della superficie S, e lo spazio tra 
quest’ultima e l'orizzonte (questa regione del campo di Kerr si 
chiama ergosfera). 


1) Questa situazione si ripete matematicamente nella già indicata violazione 
del principio di causalità quando la metrica di Kerr viene prolungata all’in- 
terno di Sor: 
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La proprietà fondamentale dell’ergosfera è che nessuna parti- 
cella può restare in essa in quiete rispetto al sistema dell’osservatore 
lontano: per r, 0, g costanti si ha ds? < 0, cioè l'intervallo non è del 
genere tempo come dovrebbe essere per la linea d’universo di 
una particella; la variabile # perde il suo carattere temporale. In 
tal modo, un sistema di riferimento rigido non può estendersi 
dall’infinito all’interno dell’ergosfera, e in questo senso la superfi- 
cie S, può essere chiamata limite di stazionarietà. 

Il carattere del moto delle particelle nell’ergosfera si distingue 
sostanzialmente da quello che abbiamo avuto sotto l’orizzonte 
nel campo di Schwacrzschild. In questo caso le particelle 
non potevano essere in quiete relativamente al sistema di riferi- 
mento esterno, ed inoltre, era impossibile l'equazione r = costante: 
tutte le particelle dovevano muoversi radialmente verso il centro. 
Nell’ergosfera del campo di Kerr è invece impossibile per la 
particella l’equazione @ = costante (le particelle debbono necessa- 
riamente ruotare attorno all’asse di simmetria del campo), ma 
per essa è possibile r = costante. Inoltre, le particelle (e i raggi di 
luce) possono muoversi sia diminuendo sia aumentando il valore 
di r, uscendo dall’ergosfera nello spazio esterno. Con quest’ultimo 
risultato si accorda anche la possibilità per una perticella prove- 
niente dallo spazio esterno, di raggiungere l’ergosfera: il tempo 
necessario a questa particella (o ad un raggio di luce) per raggiungere 
la superficie S,, misurato con l'orologio t dell'osservatore lontano, 
per tutta la S, è un intervallo finito tranne che per i suoi poli, dove 
S, tocca Sor; il tempo necessario per raggiungere questi punti infat- 
ti, come del resto tutti i punti della superficie Sor è, naturalmente, 
sempre infinito!). 

Essendo inevitabile il moto rotatorio delle particelle nell’ergo- 
sfera, la forma naturale della rappresentazione della metrica in questa 
regione è 


2 2 
ds°= (600 —-£2) di'+ gu dr®+ 62 d0+gss (dp+ 4 di). (104,13) 


Il coefficiente di dt? 
sa ____£_ 
800 — g33 — 784-a8+-rgra? sen? 0/p? 
è ovunque positivo al di fuori di Sor (e non si annulla per $;); l’inter- 
vallo ds è del genere tempo per r = costante, 0 = costante, dg = 
= —(£03/£33) dt. La grandezza 


__ £03 = rgar 
833 p? (r° +a?) + rgra® sen? 6 


1) Il tempo necessario per raggiungere singoli punti di S, può risultare 
anch'esso infinito in casi particolari di valori speciali dell'energia e del momento 
angolare della particella scelti in maniera tale da annullare la velocità radiale 
in un punto dato su So. 


(104,14) 
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ha il ruolo della « velocità angolare di rotazione dell’ergo- 
sfera » relativamente al sistema di riferimento esterno (la direzio- 
ne di questa rotazione coincide con quella della rotazione del corpo 
centrale)!). 

L’energia della particella, definita come la derivata —0S/0t 
dell’azione rispetto al tempo proprio t della particella, sincronizzato 
lungo la traiettoria, è sempre positiva (vedi $ 88). Come però è stato 
spiegato nel $ 88, nel moto di una particella in un campo non dipen- 
dente dalla variabile #, si conserva l’energia €, definita come la 
derivata —dS/0t; questa grandezza coincide con la componente 
covariante del 4-impulso po = mu, = mgo; dr' (m è qui la massa 
della particella). Il fatto che la variabile # (il tempo indicato dal- 
l'orologio dell'osservatore lontano) non ha un carattere temporale 
nell’ergosfera crea una situazione singolare: in questa regione g00 < 
< 0, e la grandezza 


d d 
E,=M (Goo + gou%) = m (g00 n + £03 SP) 


può essere perciò negativa. Poiché nello spazio esterno, dove # é 
il tempo, la energia é, non può essere negativa, una particella 
con é,6 << 0 non può entrare nell’ergosfera dall’esterno. Una sor- 
gente possibile di formazione di questa particella è la scomposizio- 
ne, per esempio, in due parti di un corpo capitato nell’ergosfera, 
di cui una sia catturata sull’orbita con «energia negativa ». 
Questa parte non può ormai uscire dall’ergosfera e va a finire 
sotto l'orizzonte. La seconda parte invece può tornare nello spazio 
esterno; poiché é, è una grandezza additiva conservativa, l’ene- 
rgia di questa parte risulterà inoltre maggiore dell’energia inizia- 
le del corpo: avverrà cioè l'estrazione d'energia dal buco nero 
rotante (R. Penrose, 1969). 

Notiamo infine, che sebbene la superficie .S, non sia singolare 
per la metrica spazo-temporale, una metrica puramente spaziale 
(nel sistema di riferimento (104,2)) ha qui una singolarità. Fuori 
di S., dove la variabile ha un carattere temporale, il tensore metri- 
co spaziale viene calcolato mediante la (84,7) e l'elemento di distan- 


1) Notiamo il fatto che gli intervalli di tempo proprio delle particelle in 
moto lungo le frontiere dell’ergosfera non si annullano contemporaneamente 
a Boo- In questo senso, la S, non è la superficie dello «spostamento infinito 
verso il rosso »j le frequenze dei segnali luminosi emessi da una sorgente in 
moto su di essa (in generale, una sorgente non può essere qui in quiete) per un 
osservatore lontano non si annullano. Ricordiamo che sulla sfera schwarz- 
schildiana in un campo a simmetria centrale non vi potevano essere in generale 
né sorgenti immobili, né sorgenti in moto (un’ipersuperficie nulla non può con- 
tenere in sé linee d’universo del genere tempo). Lo «spostamento infinito 
verso il rosso» consisteva in quel caso nel fatto che per r + rg gli intervalli di 


tempo proprio dr = VE00dî (per di dato), misurati con un orologio fermo ri- 
spetto al sistema di riferimento, tendevano a zero. 
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za spaziale assume la forma 


die= LÌ dr? + 0? d@? + a dee. (104,15) 


In possimità di Sy, le lunghezze delle parallele (9 = costante, r = 
= costante) tendono all’infinito secondo la legge 2a sen? 0/V £00- 


Qui tende all’infinito anche la differenza delle indicazioni degli 
orologi (vedi la (88,5)) sincronizzati lungo un contorno chiuso. 


PROBLEMI 


4. Separare le variabili nell'equazione di Hamilton-Jacobi di una particella 
in moto nel campo di Kerr (B. Carter, 1968). 
Soluzione. Nell'equazione di Hamilton-Jacobi 


ori dark 
(nm è la massa della particella; da non confondere con la massa del corpo centra- 
le!) gif è ricavata dalla (104,6), il tempo t e l'angolo @ sono variabili cicliche; 
esse entrano quindi nell'azione S nella forma — 6gt + L9, dove %, è l'ener- 
gia conservata e con L è indicata la componente del momento angolare della 


particella lungo l’asse di simmetria del campo. Risulta che si possono separare 
pure la variabili 0 ed r. Rappresentando S nella forma 


S= —6&t + Lp + Sr (r) + So(0), (1) 


riduciamo l’equazione di Hamilton-Jacobi a due equazioni differenziali ordi- 
narie (cfr. vol. I, Meccanica, $ 48): 


— m? =-(0 


dé sen 0 


d$, \? 1 2 2 2r2 — 
dr uair a [(r3-+- a?) & —0L}}+m?r2= — K, 
dove K (parametro di separazione) è una nuova costante arbitraria. Le funzioni 
Se ed S, si determinano con semplici quadrature. 

Il 4-impulso della particella è 


dSg V+ (260 sen 0— Ep) +atm cos 0= X, 
(2) 


0S 
dk" 


Calcolando il secondo membro di questa uguaglianza con l’aiuto delle (1) e (2), 
otteniamo le seguenti equazioni: 


dri 
pi=m a = 8 Pa = — gi 


mi L+ 80 (104 0042 sen? 0), (3) 
me 2 PA 80, (4) 
ma (Se) (+0) Beal -Z (Kr) (5) 
m? (T)= A am c08 0-7 («60 sen0-L3)"- (6) 
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Queste uguaglianze sono gli integrali primi delle equazioni del moto (equazioni 
delle geodetiche). L'equazione della traiettoria e la dipendenza delle coordinate 
dal tempo lungo la traiettoria si possono ricavare dalle (3), (4), (5), (6), oppure 
dalle equazioni 


05/96, = costante, 0.5/0L = costante, 05/0K = costante. 


Per i raggi luminosi, nei secondi membri delle equazioni dalla (3) alla (6) 
bisogna porre m = 0e scrivere ©, in luogo di 6, (cfr. $ 101), e nei primi membri 
bisogna scrivere, in luogo delle derivate md/ds, le derivate d/dA rispetto al 
parametro 4 che varia lungo i raggi (cfr. fine del $ 87). 

Le equazioni (4), (5), (6) ammettono un moto puramente radiale soltanto 
lungo l'asse di rotazione del corpo come ciò risulta chiaro da considerazioni 
di simmetria. Dalle stesse considerazioni è chiaro che il moto in un solo « piano » 
è possibile soltanto se questo piano è il piano equatoriale. In questo caso, ponendo 
0 = n/2 ed esprimendo K in funzione di €, ed L dalla condizione d0/ds = 0, 
otteniamo le equazioni del moto nella forma 


dt rga € rga? 
Ai Pialle ve L4+7- (24241) ' (7) 
de_M(, Te\ Te 
med (1) lg, 1) 
m8 (FL) +0) al È [(080- D+ mr]. 


2 Determinare il raggio dell’orbita circolare stabile (la più vicina al centro) 
di una particella che si muove nel piano equatoriale del campo limite (a + ry/2) 
di Kerr (R. Ruffini, J. A. Wheeler, 1969). 

Soluzione. Procediamo analogamente alla risoluzione del problema 1 del 
$ 102; introduciamo l’« energia potenziale efficace » U (r) definita come segue: 


[(r3 + a3) U (r) — aLl* — A{(aU(r) — LD) +3m]=0 


(per € = U il secondo membro dell'equazione (9) si annulla). I raggi delle 
orbite stabili sono determinati dai minimi della funzione U (r), cioè da una 
soluzione compatibile delle equazioni U (r) = Eq» U' (r)= 0 perU”(r) >O0. 
All’orbita più vicina al centro corrisponde l'uguaglianza U” (rmin) = 0; 
per r < rmin la funzione U (r) non ha minimi. Otteniamo infine i seguenti 
valori dei parametri del moto: 

a) Per L <0, cioè per il moto della particella nella direzione opposta 
a quella della rotazione del buco nero, abbiamo: 


_r__d'ocrrem——_ ——_ = 
n 


b) Per L > Q (il moto nella stessa direzione della rotazione del buco nero), 
quando a + ry/2, il raggio rmin tende al raggio dell’orizzonte. Ponendo 


a= + (1 + $), otteniamo per 6-0: 


roi Imm_ i 1/ 
n > (1+V28), ra 2 11 +-(46)"% 
dove 

Lo LI [1-+-(48)]/3]. 


m mig 3 
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Notiamo che si ha sempre rmin/ror > 1, cioe l’orbita passa fuori dell'orizzonte. 
Questo è in accordo con il fatto che l’orizzonte rappresenta una ipersuper- 
ficie nulla la quale non può contenere le linee d'universo del genere tempo 
delle particelle in moto. 


$ 105. Campo gravitazionale a grandi distanze 


Esaminiamo un campo gravitazionale stazionario a grandi distan- 
ze r dal corpo che lo genera, e determiniamo i primi termini del suo 
sviluppo in serie di potenze di 1/r. 

Lontano dal corpo il campo è debole. Ciò vuol dire che la metrica 
dello spazio-tempo è qui quasi galileiana, è possibile cioè scegliere 
un sistema di riferimento in cui le componenti del tensore metrico 
diventano quasi uguali ai loro valori galileiani: 


gio =1, g00=0, gl = — das (105,1) 


Pertanto rappresentiamo g;, nella forma 
Bih= 8ikh + Rino (105,2) 


dove Àh;, sono piccole correzioni che determinano il campo gravita- 
zionale. 

Operando sul tensore kx conveniamo che l’innalzamento e l’ab- 
bassamento degli indici verrà effettuato con la metrica «impertur- 
bata »: h} = gl0HA,,. Bisogna però distinguere le k'* dalle corre- 
zioni alle componenti controvarianti del tensore metrico g'*. Quest’u- 
ltime sono definite dalla soluzione delle equazioni 


k 
gug'”* = (gf + hu) g*=8î; 
troviamo dunque a meno degli infinitesimi del terzo ordine: 


gi = g'i*<0) — hi} + hih®. (105,3) 
Con la stessa approssimazione il determinante del tensore metrico è 
g=g (14h+3R-F HA), (105,4) 


dove h = hi. 

Sottolineiamo subito che la condizione per cui le A;, debbono 
essere grandezze infinitesime non determina una scelta univoca 
del sistema di riferimento. Se questa condizione in qualche sistema 
è soddisfatta, essa sarà soddisfatta anche per qualsiasi trasformazio- 
ne 2° = x' + È', dove È' sono grandezze infinitesimali. Secondo la 
(94,3) il tensore &;x diventa allora 


+ = hi — GI __ 9 
hi = hin rage (105,5) 
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dove E; = gE* (poiché le g;? sono costanti, le derivate covarianti 
nella (94,3) si riducono nel caso considerato alle derivate ordinarie)!). 

In prima approssimazione, limitandosi ai termini dell’ordine 
di 1/r, i piccoli incrementi ai valori galileiani sono dati dai termini 
rispettivi dello sviluppo della metrica a simmetria centrale di 
Schwarzschild. Poiché, come è stato detto, la scelta di un sistema 
di riferimento (galileiano all'infinito) è indeterminata, la forma 
concreta di k;, dipende allora dal modo con cui si definisce la coor- 
dinata radiale r. Se la metrica di Schwarzschild è rappresentata 
nella forma (100,14), i primi termini dello sviluppo, per r grandi, 
sono dati dall'espressione (100,18). Passando in essa dalle coordi- 
nate spaziali sferiche a quelle cartesiane (a questo scopo bisogna 
sostituire dr = rn, dx“, dove n è il vettore unitario nella direzione 
di r), otteniamo i seguenti valori: 


n= —-£, AU =—-£ nane, h=0, (405,6) 


dove rj = 2km/e*?). 

Tra i termini del secondo ordine, proporzionali a 1/r?, ci sono 
termini aventi due origini diverse. Alcuni termini derivano 
in seguito alla non linearietà delle equazioni di Einstein, dai ter- 
mini del primo ordine. Poiché quest'ultimi dipendono solo dalla 
massa (e non da altre caratteristiche) del corpo, dalla stes- 
sa massa dipendono allora anche questi termini del secondo ordine. 
È chiaro quindi che questi termini si possono pure ottenere con lo 
sviluppo della metrica schwarzschildiana. Nelle stesse coordinate 


troviamo: 
n =0, n= —(-£)°nons. (105,7) 


Gli altri termini del secondo ordine appaiono rispettivamente 
come le soluzioni delle equazioni già linearizzate del campo. Avendo 
presente anche ulteriori applicazioni, facciamo la linearizzazione 
delle equazioni scrivendo prima le formule in una forma più 


1) Per un campo stazionario è naturale ammettere soltanto trasformazioni 
che non violino la indipendenza di g;a dal tempo, cioè le Èi debbono essere fun- 
zioni delle sole coordinate spaziali. 

2) Se fossimo partiti dalla metrica di Schwarzschild in coordinate spaziali 


isotrope (vedi problema 4 del $ 100), avremmo ottenuto: 


r r 
n=, = das ha =0. (105,62) 


Il passaggio dalla (105,6) alla (105,6a) è fatto con la trasformazione (105,5) dove 
x 
rgt 


2r 


go=0, E°— 
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generale di quanto non sia richiesto nel caso considerato, cioè senza 
prendere immediatamente in considerazione il carattere stazionario 
del campo. 

Quando le k;, sono piccole, le grandezze T},, espresse in funzione 
delle derivate di 4;x, sono pure piccole. Trascurando le potenze su- 
periori alla prima, possiamo lasciare nel tensore di curvatura (92,1) 
soltanto i termini della prima parentesi: 

1 {_0%h; 0h 0%h 0h; 
Rinim= 5 ( im Om I) (105,8) 
2\0ah dal È doridam dridal «e dat ogm) © 


Con la stessa approssimazione per il tensore di Ricci, abbiamo: 
Rin= e'"Riimk R g'"0 Riimk, 
oppure 
I l 
in = 


2 dxl drm dr dal Ori dal sa dr dr 


.- (105,9) 

L'espressione (105,9) può essere semplificata se si utilizza l’arbi- 

trarietà nella scelta del sistema di riferimento. Più precisamente, 

imponiamo a k;, le quattro (secondo il numero delle funzioni arbi- 
trarie È') ‘condizioni supplementari seguenti: 


ay, 
ini gut, (105,10) 


Poiché gli ultimi tre termini nella (105,9) si eliminano resta 
solo 
a _ L gimo_Phino 
Rig = DI E dr! drm . (105,11) 
A noi interessa qui il caso stazionario allorché le 4; non dipen- 
dono dal tempo; l’espressione (105,11) si reduce quindi ad R;x = 
= ‘/,Ah;x, dove A è l’operatore di Laplace rispetto alle tre coordi- 
nate spaziali. Di conseguenza, le equazioni di Einstein per un campo 
nel vuoto si riducono alle equazioni di Laplace 


Ahin=0, (105,12) 
con le condizioni supplementari (105,10) che assumono la forma: 
0 (36_1xeB\_ 

2. (28-in68)=0. (105,13) 
Te) BO 
ni ho =0. (105,14) 


Osserviamo che queste condizioni non determinano ancora una 
scelta completamente univoca del sistema di riferimento. È facile 
vedere che se le f;, soddisfano le condizioni (105,13) e (105,14), le 
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stesse condizioni saranno soddisfatte anche dalle Aix (105,5) alla 
sola condizione che le É' soddisfino le equazioni 


AE = 0. (105,15) 


La componente ky viene determinata dalla soluzione scalare del- 
l'equazione tridimensionale di Laplace. Una tale soluzione, propor- 


n 


. ; ; 1 x 
zionale a 1/r?, si scrive, come è noto, nella forma ay 2a dove a è 


un vettore costante. Ma un termine di questa forma in 4, può essere 
sempre eliminato con una semplice traslazione dell'origine delle 
coordinate nel termine del primo ordine in 1/r. Dunque, la presenza 
di un tale termine starebbe ad indicare una scelta inadeguata del 
l'origine delle coordinate e perciò non presenta nessun interesse. 

Le componenti %yg sono date dalla soluzione vettoriale del 
l'equazione di Laplace, cioè debbono avere la forma 


dove À, g è un tensore costante. La condizione (105,14) dà: 
02 


dx° 058 gn 


da 


da cui risulta che A,g deve avere la forma a,g + X6ag; dove daap 
è un tensore antisimmetrico. La soluzione della forma 4 A può 
T 


essere però eliminata mediante la trasformazione (105,5) con È° = 
= À/r, £* = 0 (che soddisfano la condizione (105,15)). Di conse- 
guenza, soltante la soluzione 


0 1 
hox=08T7E 7 


ha un significafo fisico. 

Infine, si può dimostrare con un ragionamento analogo, anche 
se un po’ più lungo, che con una trasformazione appropriata delle 
coordinate spaziali si possono sempre eliminare le grandezze hag 
date dalla soluzione tensoriale (simmetrica rispetto ad a, {) del 
l'equazione di Laplace. 

Per quanto riguarda il tensore a4g, esso è legato al tensore mo- 
mento angolare totale Mg, e l’espressione definitiva di fRya assume 
la forma 

2) 2k CAM 2k ng 
hia = Magg 33M (105,16) 
Mostriamo come ottenere questo risultato calcolando l'integrale 
(96,17). 

Il momento Mg è legato soltanto ad log; e, di conseguenza, 

nel calcolo si possono trascurare tutte le altre componenti di Ax. 
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Limitandoci ai termini del primo ordine rispetto a Xpa, dalle (96,2), 


(96,3) (osserviamo che #%° — —hk%° — ha e che —g si distingue da 
1 soltanto per termini del secondo ordine) otteniamo: 
c4 d cid 
ee 16nk Got (g@0gfv — gr0gat) — — T6nk 39 (ha088y — Ryodab)- 


Dopo la sostituzione in questa espressione della (105,16) il secondo 

termine sotto il segno di derivazione scompare e il primo termine dà 
ao do 1__ ce Ingny — Èpy 

cia 81 May axB art r 80 May i 


r2 
Questa espressione ci permette di trovare, integrando la (96,16) 
sulla superficie della sfera di raggio r (df, = n,r? do): 


1 
1 | (2°n80 2°") dj, = 


1 
CT dn { ManyMgy — ngnyMay) do = 


1 2 
= TR (SavMpy— d8yMay) = 3 Map. 


Un calcolo analogo ci dà: 
1 | asthafi= 77 | (ao dfs—hs0dfa) = M 
c pr 167% 0 B Bo a) = 3 ab- 


Sommando le due grandezze, troviamo il valore cercato di Ms. 

Sottolineiamo che nel caso generale, quando il campo in prossimi- 
tà del corpo può essere non debole, M,g è il momento angolare del 
corpo insieme al campo gravitazionale. Se il campo è debole in 
tutte le direzioni, il suo contributo al momento angolare può es- 
sere trascurato!). 

Le formule (105,6), (105,7) e (105,16) risalvono il problema posto 
a meno dei termini dell'ordine di 1/r?). Le componenti covarianti 
del tensore metrico sono: 


gin= 8 +AP+ hp. (105,17) 


1) Se il corpo rotante ha una forma sferica, la direzione di M resta l’unica 
direzione privilegiata del campo in tutto lo spazio fuori dal corpo. Se, inoltre, 
il campo è ovunque debole (e non solamente lontano dal corpo), la formula 
(105,16) è valida per tutto lo spazio fuori dal corpo. Questa formula resta valida 
in tutto lo spazio anche nel caso in cui la parte a simmetria centrale del corpo 
non è ovunque debole, ma la rotazione del corpo sferico è sufficientemente lenta 
(vedi problema 1). 

2) La trasformazione (105,5) con &° — 0, 8% = È® (21, 22, 73) non cambia hog- 
Di conseguenza, l’espressione (105,16) non dipende dalla scelta della coordi- 
nata r. 
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Inoltre, conformemente alla (105,3), le componenti controvarianti, 
con la stessa approssimazione, sono 


gi — gico) _pih(1) __pi8(2) de hip), (405,18) 


La formula (105,16) può essere scritta in forma vettoriale 
come segue!): 
2k 
= [DMI], (105,19) 


dove M è il momento angolare totale del corpo. È stato mostrato 
nel problema 1 del $ 88 che in un campo gravitazionale stazionario 
una particella è sollecitata da una « forza di Coriolis » identica a quel- 
la che agirebbe sulla ‘particella in un sistema di riferimento rotante 


con velocità angolare: 
los enna 
O ug V 800 rot g-. 


Si può quindi dire che nel campo creato da un corpo rotante una 
particella lontana dal corpo è sottoposta all’azione di una forza 
equivalente alla forza di Coriolis dovuta a una rotazione con velo- 
cità angolare: 


k 
Qx3rotg=-- [M—3n(Mn)]. (105,20) 


Applichiamo infine le espressioni (105,6) al calcolo dell'energia 
totale del corpo grave secondo l’integrale (96,16). Calcolate le neces- 
sarie componenti 4* con le formule (96,2), (96,3), otteniamo con 
l'approsimazione richiesta (omettiamo i termini — 1/r?): 


n°. 0, 
o0a ___c' d me d 6° 2%.) _ mo n° 
Sil e ale ei er 
Integrando ora la (96,16) sulla sfera di raggio r, otteniamo infine: 
Pa=0, P°= mc, (105,21) 


come era naturale aspettarsi. È l’espressione dell'uguaglianza delle 
masse « gravitazionale » e «inerziale » (« gravitazionale » si chiama la 
massa che determina il campo gravitazionale creato dal corpo: è la 
massa che entra nel tensore metrico del campo gravitazionale o, in par- 
ticolare, nella legge di Newton; la massa « inerziale » determina invece 
la relazione tra impulso e energia del corpo; in particolare, l'energia 
di quiete del corpo è uguale a questa massa moltiplicata per c?). 


1) Con l’approssimazione considerata il vettore gg = —goa/feo ® —&oa- POT 
la stessa ragione bisogna porre y = 1 nelle definizioni del prodotto vettoriale 
e del rotore (vedi nota alla pag. 331), cosicché i vettori possono essere conside- 


rati come vettori cartesiani. 
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Nel caso di un campo gravitazionale costante, risulta possibile 
dedurre una espressione semplice per l'energia totale della materia 
e del campo nella forma di un integrale esteso solo allo spazio 
occupato dalla materia. È possibile ottenere questa ultima 
partendo per esempio dalla seguente espressione, valida allorché 
tutte le grandezze non dipendono da 2° 1): 

1 8 — | 
R° SEEEWEUESTT == t0rG; . 4 
o == a (V 880%) (105,22) 
Integrando R°) —g in uno spazio (tridimensionale) ed applicando 
il teorema di Gauss tridimensionale, otteniamo: 


\ ROV —=gdV= $V =g68Éî%; dfa. 


Prendendo una superficie d'integrazione sufficientemente lontana 
e tenendo conto delle espressioni (105,6) per g;,, dopo un semplice 
calcolo otteniamo: 

4nk _— _ 47k po. 


(RV=gav= E m=45 
Notando inoltre, che, secondo le equazioni del campo, 
81% 1 Ask 
Re Aak (ped p)_ 40 m_m_n_ro, 


0 c4 
troviamo la formula cercata: 
Po=me=1 Î (T°9-T: —T*--T3)V=GdV. (105,23) 


Questa formula esprime l’energia totale della materia e del campo 
gravitazionale costante (cioè la massa totale del corpo) mediante il 
tensore energia-impulso della. sola materia (R. Tolman, 1930). 
Ricordiamo che nel caso di un campo dotato di simmetria centrale, 
per la stessa grandezza abiamo ottenuto un’altra espressione, e 


cioè la formula (100,23). 
1) Ricavando dalla (92,7) 


I 
R0—= gdiR;g=g0i Tio Tr — AF 
0 io 7 dr! i0° Im il 0m]» 


con l’aiuto delle (86,5) e (86,8) questa espressione può essere scritta come segue: 


1 i) —- vl Leda, 

= vs Va 810) +. e*"Trmil io: 

la stessa relazione (86,8) ci permette di lata che il secondo termine a secondo 
goim 

membro è identicamente uguale a— 5 Li, ca , e, poiché tutte le grandezze non 

dipendono da 2°, si annulla. Infine, per la stessa ragione, sostituendo nel primo 

termine alla somma rispetto ad /la somma rispetto ad «, otteniamo la 


(105,22). 


0 
Ro 


28* 
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PROBLEMI 


1. Dimostrare che la formula (105,16) resta valida per il campo in tutto lo 
spazio fuori da un corpo sferico rotante a condizione che la rotazione sia lenta 
(il momento M < emry), ma senza richiedere che la parte a simmetria centrale del 
campo sia debole (4. G. Doroskeviè, J. B. Zeldoviè, I. D. Novikov, 1965; 
V. Guroviè, 1965). 

Soluzione. In coordinate spaziali sferiche (2° = r, 22= 0, 2° = Q) la 
formula (105,16) si scrive come segue: 


hoz = dia sen? 0. (1) 


Considerando questa grandezza come una piccola correzione alla metrica schwarz- 
schildiana (100,14), bisogna verificare se è soddisfatta l'equazione Ro3 = 0 
linearizzata rispetto ad 463 (nelle altre equazioni del campo i termini di corre- 
zione sono identicamente nulli). Si può calcolare Ros secondo la formula (4) 
ricavata nel problema del $ 95, dove la linearizzazione significa che le opera- 
zioni tensoriali tridimensionali debbono essere effettuate con la metrica 
« imperturbata » (100,15). Si ottiene infine l'equazione 


Te \ 0°hoa Tg send dè 1 dhoa \_ 
(1-7) Gra + 73 "TA x (0 00 )=0, 


soddisfatta effettivamente dall'espressione (41). 

2. Determinare lo spostamento sistematico (secolare) dell’orbita di una 
particella che si muove nel campo di un corpo centrale, dovuto alla rotazione 
di quest’ultimo (J. Lense, H. Thirring, 1918). 

Soluzione. Poiché tutti gli effetti relativistici sono piccoli, essi si sovrap- 
pongono linearmente gli uni agli altri, e, nel calcolo degli effetti generati dalla 
rotazione del corpo centrale, si può trascurare l'influenza non newtoniana del 
campo di forza a simmerria centrale, studiata nel $ 104; in altri termini, si pos- 
sono fare i calcoli supponendo che tra tutte le ki; solo le kyyNon siano nulle. 

L'orientazione dell’orbita classica di una particella è determinata da due 
vettori conservativi: dal momento angolare M = [rp] della particella e dal 


vettore 
ie [2 M i mo 
m r 


la cui conservazione è specifica per il campo newtoniano @ = —km'/r (m' è la 
massa del corpo centrale, m la massa della particella)!). Il vettore M è perpen- 
dicolare al piano dell'orbita, e il vettore A è diretto lungo il semiasse maggiore 
dell'ellisse nella direzione del perielio (la sua grandezza è uguale a kmm'e, 
dove e è l’eccentricità dell'orbita). Lo spostamento secolare della orbita cercato 
‘può essere descritto come la variazione della direzione di questi vettori. 
La lagrangiana della particella in moto nel campo (105,19) è 
ds 2km ,.e, 

L= —me-=Lo+8L, $L=megv==3 (M'[vr]) (4) 
(il momento angolare del corpo centrale è indicato qui con M' per poterlo distingue- 
re dal momento angolare M della particella). Da qui si deduce la funzione di 


Hamilton): 3; 
Fe=To+- do, s90=-È 


c?r3 


(M' [rp]). 


1) Cfr. vol. I, Meccanica, $ 15. 
2) Ibidem, $ 40. 
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Calcolando la derivata M = [rp] + [rp] con l’aiuto delle equazioni di 
Hamilton r = 09%/dp, p= —d9€/0r, otteniamo: 
. 2k ; 
Cercando la variazione secolare di M, dobbiamo prendere la media di questa 
Sapralone rispetto a un periodo di rotazione 7 della particella. È comodo cal- 
colare la media nella rappresentazione parametrica di r in funzione del tempo, 
relativa ad un'orbita ellittica della forma 
T 
r=a(1—ecost), t= == (5_esen È) 


(a ed e sono il semiasse maggiore e l’eccentricità dell’ellisse)!): 


T 27 
| figli, dE _ 1 
ni: r3 2703 (1_-ecos E)? © 43(4— e2)?/2" 
0 
In tal modo, la variazione secolare di M è data dalla formula 
dM 2k [M'M 
e III (8) 


dt c2a3 (1— e2)}/2 
cioè il vettore M ruota intorno all’asse di rotazione del corpo centrale, mantenen- 
do invariata la sua grandezza. 
Un calcolo analogo per il vettore A dà: 


: 2k , 6% ; 


Si prende la media di questa espressione come è stato fatto sopra; per ragioni 
di simmetria, è @ priori evidente che il vettore medio r/r5 è diretto lungo il 
semiasse maggiore dell’ellisse, cioè nella direzione del vettore A. Il calcolo 
conduce alla seguente espressione per la variazione secolare del vettore A: 

A ’ 

ci SEM a {n'—3n(nn')} (4) 


(n, n’ sono i vettori unitari nelle direzioni M ed M'°), cioè il vettore A ruota con 
la velocità angolare A, ma la sua grandezza rimane invariata; quest’ultima 
circostanza indica che l'’eccentricità dell’orbita non subisce una variazione 
secolare. 

Si può scrivere la formula (3) come segue: 


dM 
sa I 


con la stessa £ che compare nella (4); in altri termini, Q è la velocità ango- 
lare di rotazione dell’ellisse nel suo complesso. Questa rotazione include 
sia lo spostamento supplementare (rispetto allo spostamento esaminato 
nel $ 101) del perielio dell'orbita sia la rotazione secolare del suo piano attorno 
all’asse del corpo (quest’ultimo effetto non esiste se il piano dell’orbita coincide 
con il piano equatoriale del corpo centrale). 


1) Cfr. vol. I, Meccanica, $ 15. 
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Ricordiamo che all'effetto studiato nel $ 101 corrisponde la velocità 
angolare 
6rkm' 


= ar ® 


$ 106. Equazioni del moto di un sistema di corpi in seconda 
approssimazione 


Come si vedrà più avanti ($ 110), un sistema di corpi in moto 
irraggia ondegravitazionali, perdendo cosî una parte della sua energia. 
Tuttavia, questa perdita di energia si rivela soltanto nell’appros- 
simazione del quinto ordine in 4/c. Fino alla quarta approssi- 
mazione, l’energia del sistema resta costante. Ne risulta che un 
sistema di gravi può essere descritto da una lagrangiana a meno 
dei termini dell'ordine di 1/c4, contrariamente al campo elettro- 
magnetico, dove la lagrangiana esiste, in generale, soltanto a 
meno dei termini del secondo ordine ($ 65). Dedurremo qui 
la lagrangiana per un sistema di corpi, limitandoci ai termini 
del secondo ordine. Troveremo quindi le equazioni del moto 
di un sistema nell’approssimazione successiva a quella newto- 
niana. 

Nel fare questo, trascureremo le dimensioni e la struttura interna 
dei corpi, considerandoli come « puntiformi »; in altri termini, ci 
limitiamo ai termini d’ordine zero nello sviluppo in serie di potenze 
dei rapporti fra le dimensioni a dei corpi e le loro distanze /. 

Per risolvere il problema posto, dobbiamo determinare, 
nell’approssimazione necessaria, il campo gravitazionale debole 
creato dai corpi a distanze grandi rispetto alle loro dimensioni, 
ma piccole rispetto alla lunghezza 4 delle onde gravitazionali 
emesse dal sistema (a&r<&A4- lclv). 

Un campo a grandi distanze da un corpo è dato, all’ordine 
1/c3, dalle espressioni ottenute nel paragrafo precedente, indicate 
con h$; utilizziamo qui queste espressioni nella forma (105,62). 
Nel $ 105 si era partiti dal presupposto che il campo fosse creato 
da un corpo solo (posto nell'origine delle coordinate). Poiché 
il campo 4 rappresenta una soluzione delle equazioni linearizzate 
di Einstein, per esso è valido il principio di sovrapposizione. Di 
conseguenza, un campo a grandi distanze da un sistema di corpi si 
calcola sommando i campi di ciascuno di questi corpi; scriviamolo 
nella forma 


ni=- È g6b, (106,1) 


h=-=- 9, h8=0, (106,2) 
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dove 


Lora Ma 
p.(r)= "2 Ta=rT 
è il potenziale gravitazionale newtoniano del sistema di corpi pun- 
tiformi (r, è il raggio vettore del corpo di massa m,). L'espressione 
dell'intervallo mediante il tensore metrico (106,1), (106,2) è 


ds=(1+-5 9) &de—(1-- 0) (de2+ dy?+d22). (106,3) 


Notiamo che i termini del primo ordine rispetto a p sono presenti 
non soltanto in go, ma anche in gyp; è già stato indicato nel $ 87 che 
nelle equazioni del moto di una particella i termini correttivi in 
Eag conducono a grandezze infinitesime di ordine superiore alle 
grandezze originate da £00; in relazione a ciò, dal confronto con le 
equazioni newtoniane del moto, si era potuto determinare soltan- 
t0 Lo0- 

Come si vedrà più avanti, per ottenere le equazioni del moto 
cercate, è sufficiente conoscere le componenti spaziali h,g con 
l’approssimazione— 1/c? ottenuta nella (106,1); per quanto concerne 
le componenti miste (assenti nell’approssimazîone 1/c*), esse debbono 
essere note a meno dei termini dell'ordine di 1/c*, e la componente 
temporale X,0 a meno dei termini dell'ordine di 1/c4. Per calcolarle, 
utilizziamo le equazioni generali della gravitazione, tenendo conto 
dei termini dell’ordine voluto. 

Trascurando la macroscopicità dei corpi, dobbiamo scrivere il 
tensore energia-impulso della materia nella forma (33,4), (33,5). 
In coordinate curvilinee esso si scrive come segue: 


ac dri dat 
=3 ve & 6 (r_ro) (106,4) 


(per la comparsa del fattore 1/V —g, si veda il passaggio analogo 
nella (90,4)); la sommatoria è estesa a tutti i corpi del sistema. 
La componente 


3 dt 
Towo= >; ae Bo 35 Ò (© —Ta) 


V=g 


è uguale in prima approssimazione (le £;, sono galileiane) a 
>)mac?8 (r — ro); per trovare l’approssimazione successiva, sosti- 


tuiamo le g;, dalla (106,3) e, dopo un pr calcolo, otteniamo: 


Too =D) mae (14222 Do 4 ch 8(r— ra), (106,5) 


a 
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dove v è la velocità ordinaria tridimensionale (v% = dr%/dt) e pu 
il potenziale del campo nel punto r, (non prendiamo in considera- 
zione per il momento la presenza in g, di una parte infinita: cioè il 
potenziale del campo proprio della particella m,; questo problema 
verrà esaminato più avanti). 

Quanto alle componenti Tag, Toa del tensore energia-impulso, 
è sufficiente lasciare, con la stessa approssimazione, solo i primi 
termini dello sviluppo delle espressioni (106,4): 


Tap =D) MaVaabag8 (1— ra), Toa = — DI Macvaaò (r—ra). (106,6) 


Passiamo ora al calcolo delle componenti del tensore R;x. È comodo 
eseguire il calcolo secondo la formula R;x = £'” Riimk. dove 
Riim® è dato dalla (92,1). E inoltre necessario tener presente 
che le grandezze lag, oo contengono termini di ordine non 
inferiore a 1/c?, e hog non inferiore a 1/c*; le derivazioni rispetto ad 
2° = ct elevano, a loro volta, l’ordine dell’infinitesimo di un’unità. 

I termini principali in Roo sono dell'ordine di 1/c*; oltre a questi 
termini, dobbiamo conservare pure i termini di ordine successivo 
non nulli: 1/c4. Un calcolo semplice conduce a questo risul- 
tato: 


6h% oh 1 
ibi 


dx% 2c dt 


+3 he 


In questo calcolo non è stata utilizzata finora nessuna condizione 
supplementare per le grandezze h;x. Utilizzando questa possibilità, 
imponiamo la condizione: 


PERSE. Ago 1 i Ra 
0° 0x6  =4\ 05° 4 6x8 01° db 


Ri 1] (106,7) 


in virtù della quale in Roo vengano eliminati completamente i ter- 
mini contenenti le componenti koya- Nei termini rimanenti sosti- 
tuiamo 


2 2 1 
ha = "n péÈ,, ho=<7 P+0 (+) 
ed otteniamo con l’approssimazione richiesta: 
2 2. 
Roo=5 Ah + PA9— 4 (V9), (106,8) 


dove siamo passati ai simboli tridimensionali. 
Nel calcolo delle componenti Ra è Sufficiente conservare solo 
i termini fino a — 1/c3, che è il primo ordine non nullo. Ana- 
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logamente troviamo: 


— Ze anos ' 2 05%d3b 20 005° 
e poi, tenendo conto della condizione (106,7): 


1 2 
Roa = bhea +9 Lo - (106,9) 


ot dx” 


Con l’aiuto delle espressioni ottenute dalla (106,5) alla (106,9) 
scriviamo ora le equazioni di Einstein: 


Rin= 2 -(T. —3 801) . (106,10) 
La componente temporale dell’equazione (106,10) dà: 
3 


4 81 5©, 
lio +5 Ap — 4 (Vo? = 7 Si mo (1+-282+33) der; 


ricorrendo all’identità: 
4 (Vo)? = 2A (9°) — 4pAq 
ed all’equazione del potenziale newtoniano- 


Ap= 4stk Di mad (1 ra), (106,11) 


riscriviamo questa equazione nella forma 


, Zu? 
A (too 9°) = DI ma (14-14-52) 8(r_ro). (106,12) 


Dopo aver fatto i calcoli, abbiamo sostituito nel secondo membro 
dell'equazione (106,12) gp, con 


; Ù mb 
rr 
b 


che è il potenziale creato nel punto r, del campo creato da tutti i 
corpi, ad eccezione della particella m,; l'eliminazione del potenzia- 
le proprio infinito dei corpi (nel nostro metodo i corpi si suppongono 
puntiformi) corrisponde alla « rinormalizzazione » delle loro masse 
in seguito alla quale questi corpi prendono i loro valori reali, che 
tengono conto anche del campo creato dai corpi stessi!). 


1) In effetti, se c'è un solo corpo immobile, nel secondo membro dell'equa- 
zione si avrà semplicemente (81k/c?) m6 (r — r_), € questa equazione definirà 
correttamente (in seconda approssimazione) il campo creato dal corpo. 
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La soluzione dell'equazione (106,12) può essere scritta immedia- 
tamente se si tiene conto della nota relazione (36,9) 
ni — 4516 (r). 


In tal modo, troviamo: 
Mavi 


29 += MaPa 
hoo = a ce ad ner]: (106,13) 


La componente mista dell'equazione (106.10) dà: 


16nk 1 6? 
Ahoa = — SI di MaVaaò (F— ra) Fi -; . (106,14) 


a 
La soluzione di questa equazione lineare è!) 


E 4k Malaa 1 0°f 
da 3 44 |rt-ral 3 a160rx%° 
a 


dove f è la soluzione na MA 


Tenendo conto della relazione Ar = 2/r troviamo: 


k 
= —5 )) Marra], 


e, dopo un semplice calcolo, otteniamo infine 


k 
hoa= 75 DI Tit] [YVaa + (Vaa) noel, —(106,15) 


dove n, è il versore di rr, 
Le espressioni (106,1), (106, 13) e (106,15) sono sufficienti 
per calcolare la lagrangiana a meno dei termini del secondo 


ordine. 
La lagrangiana di un corpo nel campo gravitazionale creato 
des ye 
La= — Mac = — Mal® (1 pivot Zia ESE 
1) Nel caso stazionario, il secondo termine del secondo membro ia 
zione (106,14) manca. A grandi distanze dal sistema la sua soluzione può essere 


da altri corpi e considerato come campo dato è 
Vv vÈ 1/2 
7 o) 
scritta immediatamente per analogia con S soluzione (44,3) dell'equazione (43,4): 


hoa= — a [nM]a 


(dove M= |\[r-pv] dv = YI malraval è il momento angolare del sistema), in 


accordo con la formula (105,19). 
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Sviluppando il radicale e trascurando la costante inessenziale 
—m,cì, riscriviamo questa espressione, con l’approssimazione 
richiesta, nella forma 

L Mavi movi 

az t 3a 


Lo 


0a) . (406,46) 


(94 
— m,.c2 Zoo Lp Fa gt x PIPB — 
Ù 2 0 * 2 Pala 


I valori di tutte le 4;, sono presi qui nel la mu Cn si debbono 
omettere i termini infiniti, il che sorrisponde alla rinormalizzazione 
della massa m, che entra nell’espressione di ZL, sotto forma di 
coefficiente. 

I successivi calcoli consistono in quanto segue. La lagrangiana 
totale L del sistema non è ovviamente uguale alla somma delle 
funzioni L, per i singoli corpi, ma deve essere scritta in modo 
da fornire i giusti valori delle forze f, agenti su ciascuno dei 
corpi, se è dato il moto degli altri. A questo scopo, calcoliamo 
le forze f, derivando la lagrangiana Ly: 


t— ( OLa 
Ri dr r=fa 


(la derivazione va fatta rispetto alle coordinate correnti r del 
punto d'osservazione nelle espressioni per le 4;,). È facile ora scrivere 
una funzione generale L tale che tutte le forze in questione f, si 
deducano prendendo le derivate parziali 0L/0r,. 

Senza soffermarci sui calcoli intermedi semplici, diamo subito il 
risultato finale per la lagrangiana!): 
L= x ’ Skmamyu? 


uo: di — 2etrab + 
' kma 
+I +3 Di dra 


NS Amr [7 (VaVo) + (Valtav) (Vona)] — 
a bd 


4c2rab 


= 


n 3, 3 x, Emameme (106,17) 


2c*rablac 


dove rg6 = |ra — rs |, ed n, è il versore di r, — rg; l’apice sul 
segno di somma indica che deve essere omesso il termine corri- 
spondente a db = aoc=a. 


1) Le perio del moto corrispondenti a questa lagrangiana furono 
ottenute per la prima volta da A. Einstein, L. Infeld, B. Hoffman (1938), e da 
A. Eddington e G. Clark (1938). 
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PROBLEMI 


41. Determinare l’azione del campo gravitazionale nell’approssimazione 
newtoniana. ° 

— Soluzione. Con l’aiuto delle g;, ricavate dalla (106,3) ed applicando la 

formula (93,3), troviamo G = —2(V@)?/c4, cosicché per l’azione del campo si ha 


Sg= DO Î | (Vp)? dV dt. 


L'azione totale per il campo con le masse distribuite nello spazio con densità 
u sì scrive: 


s={{[t-u9-pi(tot]era: 4) 


È $acile vedere che la variazione di S rispetto a g conduce, come era da aspettarsi, 
all’equazione di Poisson (99,2). 

La densità d'energia si deduce dalla densità A della lagrangiana 
(l’espressione integranda nella (1)) secondo la formula generale (32,5), il che, 
nel dato caso, comporta (essendo le derivate di q rispetto al tempo in A assenti) 
un cambiamento di segno del secondo e del terzo termine. Integrando la densità 
d’energia nello spazio, sostituendo inoltre nel secondo termine ug = gAgp/4nk 
ed integrando per parti, otteniamo infine l'energia totale del campo e della 
materia nella forma 


{ [Ero dV. 


Di conseguenza, la densità d’energia del campo gravitazionale nella teoria new- 
toniana è W= —(V@)?/8nk). 

2. Determinare le coordinate del centro di massa di un sistema di gravi 
in seconda approssimazione. 

Soluzione. In virti della completa analogia formale tra la legge di Newton 
per l'interazione gravitazionale e la legge di Coulomb per l'interazione elettro- 
statica, le coordinate del centro d'inerzia sono date dalle formule 


1 Pi km ' mp 
2 a 
dì E Di fa (Matta 2 2, e). 
b 


i 
Pi km ' mo 
= 2 = o 
€ 2, (mac + 2mag 2 2, lab ). 
a b 


analoghe alla formula ottenuta nel problema 1 del $ 65. 

3. Determinare lo spostamento secolare del perielio dell’orbita di due gravi 
di masse confrontabili (H. Robertson, 1938). 

Soluzione. La lagrangiana di un sistema di due corpi è 


L= i I gi ott met 
km k2maymo (m m 
ETRE 13 (0? + 0f)— 7 (vava)— (v4n) (van)]} Moma (Ea), 


, A scanso di malintesi, indichiamo che questa espressione non coincide 
a DORIRSDeRo (—2£) too dello pseudotensore energia-impulso [calcolato 
la (106,3)]; il contributo in W è dato anche da (—g) Tix. 


con 
con le g;, da 
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Passando alla funzione di Hamilton ed eliminando in cessa il moto del centro 
di massa (cfr. problema 2 del $ 65), otteniamo: 


_P {1 1 kmymy pî 1 4 
«Pata eta 


k mo | mM k®mymy (my + mo) 
a DIN (ESSE ctr E 2 2 — oe n 
37 [3° (TE+T +7 e Td) 
dove p è l'impulso del moto relativo. 

Determiniamo la componente radiale dell'impulso pr come funzione della 
variabile r e dei parametri M (momento angolare) ed € (energia). Questa fun- 
zione si determina a partire dall'equazione é = % (bisogna però sostituire 
nei termini del secondo ordine p? con la sua espressione ricavata dall’approssi- 
mazione d'ordine zero): 


1 1 1 M?3 kmmo 
0 peli ia, ELI 2 cieli green, 
=3(mta)(8+#) r 
1 ee 1 2Mm mo 2 kmymo 2 
— 8e2 (tal) (84 r 
k mm Mu 2m mo kmymg 
° 2e2r È | my na) +7] my+- mo et r )- 


Mia ra i Ma) 


2e2r ® 2c2r2 


I calcoli successivi sono analoghi a quelli fatti nel $ 101. Determinata p, dal- 
l'equazione algebrica scritta, cambiamo nell'integrale 


Sr, = {prar 


la variabile r in modo tale da ridurre il termine contenente M? alla forma M?/r?2. 
Sviluppando poi l'espressione sotto radice per correzioni relativistiche piccole, 


otteniamo: 
B 6k2m? m* 1 
2 1 2 
S= | Vasz _ (24 er »” dr 


(cfr. (101,6)), dove A e 8 sono coefficienti costanti, che non è necessario calcolare 
esplicitamente. 
Per lo spostamento del perielio dell’orbita del moto relativo si trova infine: 


POOR 6rk?2mî mi _ 6nk(my+ ma) 
Po Tam © a (i—=e) 


Da un confronto con la (101,7), vediamo che, date le dimensioni e la forma del- 
l'orbita, lo spostamento del perielio è lo stesso che si ha nel moto di un corpo 
nel campo di un centro fisso di massa mi + mo. 

4. Determinare la frequenza della precessione di una trottola sferica in 
moto orbitale nel campo gravitazionale di un corpo centrale rotante attorno 
al suo asse. 

Soluzione. In prima approssimazione, l’effetto cercato è rappresentato 
dalla somma di due parti indipendenti di cui una è legata al campo a simmetria 
centrale newtoniano (H. Weyl, 1923), e l’altra alla rotazione del corpo centrale 
(L. Schiff, 1960). | 

La prima parte è descritta dal termine supplementare nella funzione di 
Lagrange della trottola, corrispondente al secondo termine nella (106,17.) 
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Rappresentiamo la velocità dei singoli elementi della trottola (di masse dm) 
nella forma v= V+[oor], dove Vè la velocità del suo moto orbitale, © la 
velocità angolare, r il raggio vettore dell'elemento dm rispetto al centro 
di massa della trottola (in modo che l'integrale esteso al volume della trottola 


è \rdm= 0). Omettendo i termini non dipendenti da © e trascurando 
i termini quadratici in ©, abbiamo: 


3km' 2 (V [@r]) 
1 ria 
& Lea | pre dm, 


dove m' è la massa del corpo centrale, R = | Ro + r | la distanza tra il centro 
del campo e l’elemento dm, Roy il raggio vettore del centro di massa della trot- 
tola. Nello sviluppo 1/R ® 1/Ro — nr/R? (dove n= Roy/Ry) l’integrale del 
a SH si annulla, e nel secondo termine l’integrazione va fatta secondo 
a formula 


1 
| TaTR dm=-5 IdaB» 
dove I è il momento d'inerzia della trottola. Si ottiene infine: 
3%m' 
>e2R3 (M[von]}), 
dove M = 7/0 è il momento di rotazione della trottola. 
Il termine supplementare nella lagrangiana, dovuto alla rotazione del 


corpo centrale, può essere ricavato pure dalla (106,17), ma è più semplice 
ancora calcolarlo con l’aiuto della formula (1) stabilita nel problema del $ 105: 


soL= 2h | MMOTIRI gm, 


c2 


$0L=- 


dove M’ è il momento angolare del corpo centrale. Sviluppando 


R n 1 
RI RI RETE (r—3n (nr)) 
ed integrando, si ottiene: 
802) L = da {MM”°— 3 (nM) (nM’)}. 


c°R3 
In tal modo, la correzione totale alla lagrangiana è 


3km' , k ; , 
$6L= —MQ, = GR [nvo] t73R8 {3n (nM )_M }. 


A questa funzione corrisponde l’equazione del moto 


dM 

"de ARMI 
(cfr. l'equazione (2) del problema nel $ 105). Ciò vuol dire che il momento M 
della trottola compie una precessione con velocità angolare £, restando costante 
di grandezza. 
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ONDE GRAVITAZIONALI 


$ 107. Onde gravitazionali deboli 


Il carattere finito della velocità di propagazione delle interazioni 
rende possibile nella teoria relativistica della gravitazione, come 
pure nell’elettrodinamica, l’esistenza di un campo gravitazionale 
libero, non legato ai corpi, ossia un campo di onde gravitazionali. 

Esaminiamo un campo gravitazionale debole nel vuoto. Come 
nel $ 105, introduciamo il tensore %;,x che descrive una piccola 
perturbazione della metrica galileiana: 


Lin = 2ÎR + lun. (107,1) 


Il tensore metrico controvariante, a meno dei termini del primo 


ordine in k;k, è 
g'° cl gi sa hih, (107,2) 


e il determinante del tensore gx: 
g=8%(14 hh), (107,3) 


dove h = hi; tutte le operazioni di innalzamento e di abbassamento 
degli indici tensoriali sono fatte con la metrica impertur- 


bata g0D°. 

Come è stato indicato nel $ 105, la condizione che le k;, sono pic- 
cole permette di fare sul sistema di riferimento trasformazioni 
arbitrarie del tipo x'? — x' + È' dove È' sono grandezze piccole; si 
ha quindi 
hin — DL GA, (107,4) 

eri 


Usando questo arbitrio nella definizione del tensore };,, imponiamo 
la condizione supplementare seguente: 


Rh 
Nilo, year —} 8h, (107,5) 


dxf 


dopo di che il tensore di Ricci assume la semplice forma (105,11): 


Riz =1 OD ria (107,6) 
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dove D è l'operatore di D’Alembert: 
— giro) __ 0? nie __ du 
LU 8 dxl drm À c° dt 
Le condizioni (107,5) non fissar-» ancora univocamente la scelta di 
un sistema di riferimento: se alcune h;, soddisfano queste condizio- 
ni, esse saranno soddisfatte anche dalle h;, (107,4), purché le È' 
siano soluzioni dell'equazione 


DE=O0. (107,7) 


Eguagliando a zero l’espressione (107,6), troviamo quindi le equa- 
zioni del campo gravitazionale nel vuoto nella forma 


DA =0. (107,8) 


L’equazione ottenuta è un'ordinaria equazione d’onda. Di conse- 
guenza, i campi gravitazionali, come anche quelli elettromagne- 
tici, si propagano nel vuoto alla velocità della luce. 
Consideriamo un’onda gravitazionale piana. In una tale onda 
il campo varia in una sola direzione spaziale; dirigendo l’asse 7! = x 
lungo questa direzione, le equazioni (107,8) diventano 
0% 1 è kh 
(gra gn) M-0, (9640) 
che ammettono come soluzione qualsiasi funzione di t + z/c ($ 47). 
Supponiamo che l’onda si propaghi nel senso positivo dell'asse 


delle x. Tutte le grandezze 4? dell'onda sono funzioni di # — x/c. Le 


condizioni supplementari (107,5) danno in questo caso wi — pî = 0, 
dove il puntino sulla lettera indica la derivazione rispetto a +. 
Queste uguaglianze si integrano, semplicemente eliminando il segno 
di derivazione; le costanti d'integrazione si possono porre uguali a 
zero, perché ci interessa qui (come nel caso delle onde elettroma- 
gnetiche) solo la parte variabile del campo. Tra le singole com- 


ponenti di p} si hanno dunque le relazioni: 
pi= Ù” po = Pi, yi=vî, P= Vi. (107,10) 


Come è stato detto, poiché le condizioni (107,5) non determinano 
ancora univocamente il sistema di riferimento, possiamo sotto- 
porre le coordinate a una trasformazione del tipo x'*# = x' + 
+ E' (6 — /c). A questa trasformazione si può ricorrere per annul- 
lare le quattro grandezze: wi, *2, *s. da + +. Dalle uguaglianze 
(107, 10) segue che si annullano allora anche le componenti vi a, 
pi. *$. Per quanto riguarda le rimanenti grandezze wì, wì — dî, 
esse non possono essere annullate mediante una scelta del sistema 
di ri'erimento, perché nella trasformazione (107,4) con È; = 
= È, (i — x/c) queste componenti generalmente non cambiano. 
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Notiamo che anche le grandezze + = wi si annullano, di conseguen- 


za, Pi = hi. 
Cosî, un'onda gravitazionale piana è determinata da due grandez- 
ze, e cioè da h,3 ed h,, = —hgs. In altri termini, le onde gravita- 


zionali sono delle onde trasversali la cui polarizzazione è determi- 
nata da un tensore simmetrico di 2° rango nel piano yz, cui somma 
dei termini diagonali %,, + #ss è nulla. Per le due polarizza- 
zioni indipendenti si possono scegliere i casi in cui una delle due 
grandezze h,3 e '/> (h2, — h33) è differente da zero. Queste due 
polarizzazioni si distinguono l'una dall’altra per una rotazione 
di un angolo uguale a x/4 nel piano yz. 

Calcoliamo lo pseudotensore energia impulso di un’onda 
gravitazionale piana. Le componenti #'** sono grandezze infinitesi- 
me del secondo ordine; dobbiamo calcolarie trascurando termini 
di ordine superiore. Poiché per % = 0 il determinante g differisce 
da g°® = —41 per grandezze del secondo ordine, nella formula gene- 
rale (96,9) si può porre ga gi  —A4%. Per un'onda pia- 
na, tutti i termini differenti da zero in #* sono contenuti nel ter- 
mine 


ERO 1 i,g, k 
veg "Enpggr8" IP? n = hq ‘ki: 


compreso tra parentesi graffe nella (96,9) (è facile verificarlo orien- 
tando un asse del sistema di riferimento galileiano lungo la dire- 
zione di propagazione dell'onda). In tal modo, 

i ci , i,g, k 

= hg ha. (407,411) 

Il flusso d’energia in un'onda è determinato dalle grandezze 

—cgit°% = ct°. In un'onda piana propagantesi lungo l’asse z!, dove 
le componenti non nulle 4,3 ed A, = —Agg dipendono solo dalla diffe- 
renza £ — z/c, questo flusso è diretto lungo lo stesso asse 2! ed è 
uguale a 


il est ag 107,42 
ci — 161% 2347 ( 22 59)" |. ( ’ ) 


Le condizioni iniziali per un campo arbitrario di onde gravita- 
zionali debbono essere date da quattro funzioni arbitrarie delle 
coordinate: siccome le onde sono trasversali, ci sono soltanto due 
componenti indipendenti k,g di cui bisogna assegnare anche le loro 
derivate prime rispetto al tempo. Sebbene questo calcolo sia 
stato fatto qui partendo dalle proprietà di un campo gravitazionale 
debole, è chiaro però che il suo risultato — il numero delle condizioni 
iniziali necessarie — non può essere legato a questa ipotesi ma 
riguarda qualsiasi campo libero, cioè un campo gravitazionale 
in zone senza gravi. 
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PROBLEMA 


Determinare il tensore di curvatura di un’onda gravitazionale piana debole. 
Soluzione. Calcolando Ripim con l’aiuto della formula (105,8), troviamo 
le seguenti componenti differenti da zero: 


— Ro202= Ro0303= — R1212= Ro0212= Ro0334 = R3131= 0, 
Ro203= — R1231= — Ro0312= Ro231= 


dove si è posto: o= — 5 hsa n ha, u=— 3 da Utilizzando i simboli 


introdotti nella (92,15) per i tensori tridimensionali Agg ® Bag abbiamo: 


0 0 0 00 0 
Aap= ( — 0 i) ,  Bap= (0 pu o) . 
0 u 0 0 go n 


È possibile annullare (in un punto dato dello spazio quadridimensionale) una 
delle grandezze o oppure u mediante una rotazione opportuna degli assi z?, 28; 
se si annulla la grandezza o, il tensore di curvatura si riduce al tipo degenere 


di Petrov II (tipo N).| 


$ 108. Onde gravitazionali nello spazio-tempo curvo 


Analogamente a come abbiamo studiato la propagazione delle 
onde gravitazionali in uno spazio-tempo piatto, si può esaminare 
la propagazione di piccole perturbazioni rispetto alla metrica gf 
arbitraria « imperturbata » (non galileiana). Tenendo conto anche 
di alcune altre possibili applicazioni, scriviamo qui le equazioni 


necessarie nella forma più generale. 
Scrivendo di nuovo le g;, nella forma (107,1), troviamo che la 
correzione del primo ordine ai simboli di Christoffel viene espressa 


mediante le correzioni 4;, secondo la formula 
i 1 ,;i i si 
Tri = (fai 4hza HAI), (108,1) 


che si può verificare con un calcolo diretto (qui e più avanti tutte le 
operazioni tensoriali — innalzamento ed abbassamento degli indici, 
derivazioni covarianti — si fanno con l'aiuto della metrica non 
galileiana gf). Per le correzioni al tensore di curvatura si ottiene: 


i 1 i i si i i si 
Riim = (hà; m; trim; ni lnm “ida; t;m hi; n mhr m). (108,2) 
Di qui le correzioni al tensore di Ricci sono: 

1 e: 
Ri) = Ri TO (hi. k; ll + hk: i; l — hin o — h. i; xh). (108,3) 


Le correzioni alle componenti miste del tensore di Ricci si otten- 
gono invece a partire dalla relazione 


Ri + RIO = (Ri + Ri?) (gRO — 81), 
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da cui 
RI) — ghi Ri® — AIR. (108,4) 


Una metrica esatta nel vuoto deve soddisfare le equazioni esatte di 
Einstein R;, = 0. Poiché la metrica imperturbata gf soddisfa le 
equazioni Rf = 0, si ottiene allora per una perturbazione l’equa- 
zione RW = 0, cioè 

l . 
hi mitra ihih ia=0. (108,5) 


Nel caso generale di onde gravitazionali arbitrarie è impossibile 
semplificare questa equazione sino a una forma simile alla (107,8). 
Tuttavia, questo è possibile nel caso importante di onde di alta 
frequenza: la lunghezza d’onda A e il periodo di oscillazioni 4/c sono 
piccoli rispetto alle distanze caratteristiche L e ai tempi caratte- 
ristici Z/c per i quali cambia il « campo di fondo ». Ogni deri- 
vazione delle componenti 4;x aumenta allora l’ordine di grandezza 
in L/A rispetto alle derivate della metrica imperturbata g$). Se ci 
si limita soltanto ai termini dei due ordini più elevati ((Z/4)? e 
(L/2)), si può cambiare allora l’ordine di derivazione nella (108,5); 
in effetti, la differenza 


1 l 1 0 LO 
hi; nr — hit a mE — NT Riki 
è dell’ordine di (Z/A4)°, mentre ciascuna delle espressioni hier ed 


hi.x.1 contiene termini di ambedue gli ordini maggiori. Sottopo- 
nendo ora le k;, alle condizioni supplementari 


x ,=0 (108,6) 
[analoghe alle (107,5)], otteniamo l'equazione 
hix' p i=0, (108,7) 


che generalizza l'equazione (107,8). 

Per le ragioni indicate nel $ 107, la condizione (108,6) non fissa 
univocamente la scelta delle coordinate. Quest’ultime possono infat- 
ti essere sottoposte ancora alla trasformazione x'' = x' + £', dove le 
grandezze piccole È*' soddisfano l'equazione E} = 0. In partico- 
lare, si può ricorrere a queste trasformazioni per imporre sulle 
hix la condizione 4 =hj=0. Si ha allora pi = hÈ, in modo che 
le 4} soddisfano alle condizioni 


hi.1=0, h=0. (108,8) 


Dopo questo, la cerchia delle trasformazioni ancora ammissibili 


si restringe alla condizione È; = 0. 
Lo pseudotensore #'* contiene, in generale, oltre alla parte im- 
perturbata #'*0, anche termini di differenti ordini rispetto a hix. 


29* 


452 CAPITOLO XIII 


Noi otterremo un'espressione analoga alla (107,11) prendendo la 
media delle grandezze #** su settori dello spazio quadridimensionale 
di dimensioni maggiori di À, ma minori di Z. Le medie prese in 
questo modo (che indicheremo in seguito con parentesi angolari 
{...)) non riguardano la metrica gf? e annullano tutti i termini 
lineari rispetto alle grandezze %;, oscillanti rapidamente. Tra i 
termini quadratici conserveremo soltanto quelli di ordine più elevato 
in 1/4; tali sono i termini quadratici rispetto alle derivate 
hin; 1 == Ohiz/0x*. 

Con questa approssimazione si possono omettere tutti quei 
termini in t'* che rappresentano una 4-divergenza. In effetti, gli 
integrali di tali espressioni estesi ad una regione dello spazio quadri- 
dimensionale (regione delle medie) si possono trasformare applican- 
do il teorema di Gauss, diminuendo cosi di un’unità il loro ordine di 
grandezza in 1/4. Inoltre, dopo l'integrazione per parti, alcuni 
termini si annullano in virtù delle (108,7) e (108,8). Integrando 
per parti e trascurando l’integrale della 4-divergenza troviamo: 


IDE, = — AD pn) =0. 
(° hi") = —(h'thin)=0. 
Tra tutti i termini del secondo ordine resta alla fine soltanto 


nano *,, (108 9) 


c4 


CS 


Notiamo che con la stessa appossimazione si avrà allora (#2) = 0 

Un’onda gravitazionale, dotata di una determinata energia, è 
di per sé stessa una sorgente di un campo gravitazionale supplemen- 
tare. Un tale campo, insieme con l'energia che lo genera, è un effetto 
del secondo ordine rispetto alle grandezze X;,. Ma nel caso di onde 
gravitazionali di alte frequenze, questo effetto si rafforza sostan- 
zialmente: il fatto che il pseudotensore #'* è quadratico rispetto alle 
derivate di h;, fa sîf che nel suo ordine di grandezza appaia il fattore 
A-? che è grande. In questo caso si può dire che le onde stesse creano 
un « campo di fondo » nel quale esse si propagano. È opportuno 
studiare questo campo applicando il metodo già indicato, e cioè 
prendere le medie in settori dello spazio quadridimensionale di 
dimeusioni maggiori di À. Questo metodo attenua l’« increspa- 
mento » di onde corte e conserva la metrica «di fondo» che varia 
lentamente (R. A. Isaacson, 1968) 

Per dedurre l’equazione che determina questa metrica, nello 
sviluppo del tensore R;, bisogna tener conto non soltanto dei termi- 
ni lineari, ma di quelli quadratici rispetto a hi: Ria = RR+ RRT 
+ R$. Come è stato già indicato, le medie non riguardano i termini 
di ordine zero. In tal modo, le equazioni medig del campo (R;x) = 0 
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assumono la forma 
RW = — (RW), (108,10) 


dove in AR‘f si debbono conservare soltanto i termini del secondo 
ordine in 1/1. Questi ultimi si ricavano facilmente dall’identità 
(96,7). I termini quadratici rispetto a ‘:, provenienti dal se- 
condo membro di questa identità, che ha la forma della 4-divergenza, 
scompaiono (nell’approssimazione considerata) quando si prendono 
le medie e, di ir resta 


( Ri 1 giR = — _BAE (pino), 
oppure, con la stessa approssimazione, poiché (ti) =; 
2 8rk , (2 
(R RG)= Tei (19). 


Infine, utilizzando la (108,9), otteniamo l’equazione finale (108,10) 
nella forma 


RO=1 (ha, 405, 1). (108,11) 


Se il « fondo » è interamente creato dalle onde stesse, le equazio- 
ni (108,11) e (108,7) debbono avere soluzioni compatibili. La valu- 
tazione delle espressioni di ambedue i membri dell'equazione 
(108,11) mostra che in questo caso il raggio di curvatura della me- 
trica di fondo è legato, per il suo ordine di grandezza L, alla lun- 
ghezza d'onda À e all'ordine di grandezza del suo campo È nel modo 
seguente: L72- 4/3, cioè X/L- h. 


$ 109. Onda gravitazionale forte 


In questo paragrafo sarà esaminata la soluzione delle equazioni 
di Einstein, che rappresenta la generalizzazione di un'onda gra- 
vitazionale debole piana nello spazio-tempo piatto (7. Robinson, 
H. Bondi, 1957). 

Cercheremo una soluzione in cui tutte le componenti del tensore 
metrico diventino, con una scelta opportuna del sistema di riferi- 
mento, funzioni di una sola variabile che chiameremo 2° (senza 
determinarne a priori il carattere). Questa condizione ammette 
anche una trasformazione delle coordinate del tipo seguente: 


20-24 9° (2°), (109,1) 
29-> 9° (20), (109,2) 


dove 9°, p® sono funzioni arbitrarie. 
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Il carattere della soluzione dipende sostanzialmente dalla possi- 
bilità di annullare tutte le go, con le tre trasformazioni (109,1). Que- 
sto è possibile, se il determinante |gag | #0. Infatti, per la tra- 
sformazione (109,1) si ha goa + £0a + £apP® (dove il puntino indica 
la derivazione rispetto ad z°); per | gag 170, il sistema di equazioni 


oa + Lapp. = 0 


determina le 8(x°) che realizzano la trasformazione richiesta. Que- 
sto caso verrà studiato nel $ 117; ci interessa qui la soluzione nella 
quale 

|gag]=0. (109,3) 


In questo caso, non esiste un sistema di riferimento, dove tutte 
le goa siano nulle. Si può invece ottenere, con opportune trasforma- 
zioni del tipo (109,1), (109,2), che si abbia 


g1=1, &00= &o=803=0. (109,4) 
La variabile 7° è allora del genere luce: quando dx® = 0, de° #0 e 
l'intervallo ds = 0; indicheremo la variabile x°, scelta in questo 


modo, con 7° = n. L'elemento d’intervallo può essere rappresen- 
tato, per le condizioni (109,4), nella forma 


ds? = 2 dx' dn + gar (dx + g° dx') (dr' + g° da). (109,5) 


Sempre in questo paragrafo, gli indici «, dè, c,... prendono i valo- 
ri 2, 3; fab (n) SI può considerare come un tensore bidimensionale, 
e due grandezze g° (n) come le componenti di un vettore bidimensio- 
nale. Il calcolo delle grandezze R,, conduce alle seguenti equa- 
zioni di campo: 


1 Te È 
Ra ma — > 8ac8 EvagÎ=0. 


Ne risulta che g,.,8° = 0 oppure g° = 0, cioè g° = costante. Di 
conseguenza, si può ridurre la metrica considerata, con la trasfor- 
mazione x° + g°“x1 + 2°, alla forma 


ds=2dx'dn+ gar (n) dr" da. (109,6) 


Il determinante —g di questo tensore metrico coincide con il 
determinante | ga» |, e tra tutti i simboli di Christoffel sono ditfe- 
renti da zero soltanto i seguenti: 


1 { 1 
80 = %b, l'an= — 5 Had: 


nei quali abbiamo introdotto il tensore bidimensionale %x5 = £ab, 
xè = g°°x,,. Tra tutte le componenti del tensore di Ricci solo la 
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Roo non si annulla identicamente, in modo che abbiamo l'equazione 
L-; 1 
Roo = — FX 7% = 0. (109,7) 


Così, le tre funzioni g32 (N), £23 (N), £33 (N) debbono soddisfare 
una stessa equazione. Ne segue che due di queste funzioni possono 
essere date arbitrariamente. È più comodo rappresentare l’equazio- 
ne (109,7) sotto un’altra forma, scrivendo le grandezze g., nel se- 
guente modo: 


Eab = — X°Yab» | Yad | =. (109,8) 
Allora il determinante diventa —g = | ga» | = Yi, e la sostituzione 
nella (109,7) dà, dopo una semplice trasformazione, 

e è 1 . e 

XA+7 (Vact”) (Yoav®°) x = 0 (109,9) 


(y°° è il tensore bidimensionale, inverso del tensore y,,). Se sono 
date due funzioni arbitrarie ya, (n) (legate tra di loro dalla relazione 
| Yab | = 1), questa equazione determinerà la funzione Y (n). 

Siamo giunti quindi ad una soluzione contenente due funzioni 
arbitrarie. E facile vedere che essa rappresenta la generalizzazione 
dell’onda gravitazionale piana debole (studiata nel $ 107) che si 
propaga in una sola direzione'). Quest'ultima si ottiene facendo la 
trasformazione 

_ + i__ 3] 
n VE , Va 
e ponendo Ya» = das + Rav (N) (dove k—, Sono grandezze piccole sog- 
gette alla condizione lh,, + h33 = 0) e y = 1; il valore costante Y 
soddisfa l'equazione (109,9), se in esso sono trascurati i piccoli ter- 
mini del secondo ordine. 

Supponiamo che per un punto dello spazio passi un’onda gra- 
vitazionale debole di lunghezza finita (« pacchetto d'onda »). Prima 
che l’onda passi, abbiamo hay = 0, Y =1; dopo il passaggio abbia- 
mo di nuovo ha, = 0, d0?y/0t? = 0, ma se nella equazione (109,9) 
si prendono in considerazione i termini del secondo ordine, compare 
un valore negativo non nullo di 0y/0t: 

dI 1 Ohab \? 
(l'integrale è preso nell’intervallo di tempo relativo al passaggio 
della onda). Quindi, dopo il passaggio dell'onda si avrà Y = 
= 1 — costante-t, e dopo un intervallo di tempo finito y cambierà di 


1) Per la soluzione del problema per un numero maggiore di variabili si 
veda /. Robinson, A. Trautman, Phys. Rev. Lett. 4. 434 (1960); Proc. Roy. 
Soc. A265, 463 (1962). 
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segno. Ma l’annullamento di Y significa l'annullamento del deter- 
minante metrico g, cioè una singolarità della metrica. Questa sin- 
golarità non ha però un carattere fisico; essa è dovuta solamente 
alla deficienza del sistema di riferimento che è stato « distorto » 
da un’onda gravitazionale passante e può essere eliminata con 
un’opportuna trasformazione; dopo il passaggio dell’onda, lo 
spazio-tempo diventa nuovamente piatto: 

Lo si può verificare in modo diretto. Se la variabile n è calcolata 
a partire da un suo valore corrispondente ad un punto singolare, 


si ha allora y= n, cosicché 
ds? = 2dn dr — n? [(dr®)? + (d25)?]. 


Fatta la trasformazione 


2 2 
na? = y, n= z, iene 
otteniamo: 


ds® = 2dn dì — dy*° — dz°, 


e la sostituzione n = (t + x)/V.2, È = (t — x)/V 2 conduce infine 
alla forma galileiana. 

Questa proprietà dell'onda gravitazionale — la comparsa di 
una singolarità fittizia — non è dovuta, naturalmente, alla sua de- 
bole intensità; questa proprietà è presente anche nella soluzione gene- 
rale dell'equazione (109,7). Come pure nell’esempio citato, in pros- 
simità della singolarità si ha y- n, cioè —g- n°! 


PROBLEMA 


Trovare la condizione per la quale la metrica 
ds? = dt? — dx? — dy? — d3 + f(t— x, y, 2) (di — dx)? 


a RVZIORA esatta delle equazioni di Einstein per un campo nel vuoto (A. Peres, 
Soluzione. Il tensore di Ricci si calcola più semplicemente nelle coordinate 
u=(t—2)/V2, v= (6t+ 2)/V2, y, 2, dove 

ds = —dy? — dz? + 2du dv + 2f(u, y, 2) du?. 


Oltre alle gs = g3s = —1, sono differenti da zero solo le seguenti componenti 
del tensore metrico: guu = 2f, gun = 4; inoltre, go = —2f, gio = 1, ei 
determinante g = —1. Il calcolo diretto mediante la (92,1) per le componenti 
non nulle del tensore di curvatura dà: 

02 f 0° f 


0° f 
Ryuyu = — Gg s Rzuzu= — Ga: Ryuzu= — Gdr 


1) Ciò si può dimostrare con l’aiuto dell'equazione (109,7), come abbiamo 
fatto nel $ 97 per un’analoga equazione tridimensionale nel sistema di riferi- 
mento sincrono. Come in quel caso, la singolarità fittizia è originata dall’inter- 
sezione delle linee coordinate. 
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L’unica componente non nulla del tensore di Ricci è Ruu = Afy dove A è l'ope- 
ratore di Laplace rispetto alle coordinate y, z. In tal modo, l’equazione di Einstein 
è Af= 0, cioè la funzione f (t — x, y, z) deve essere armonica rispetto alle 


variabili y, z. l 9 l 
Se la funzione f non dipende da y, z, oppure se essa è lineare rispetto a queste 
variabili, il campo non esiste: lo spazio-tempo è piatto (il tensore di curvatura 


si annulla). La funzione quadratica rispetto ad y, z 
1 
f (u, y, 2)=yzf1 (u) +5 (°— 29) fa (1) 
corrisponde ad un’onda piana che si propaga nel senso positivo dell’asse delle x» 
infatti, il tensore di curvatura dipende in un tale campo solo da t — x: 
Ryuzu= —f(u), Ryuyu= — Rauzu= — fg (U). 


In base alle due possibili polarizzazioni dell’onda, la metrica contiene due 
funzioni arbitrarie f, (u) ed f, (u). 


110. Irraggiamento di onde gravitazionali 


Esaminiamo un campo gravitazionale debole creato da corpi 
che si muovono a velocità piccole rispetto alla velocità della luce. 

Grazie alla presenza della materia, le equazioni del campo gra- 
vitazionale si distinguono da un’equazione d'onda ordinaria di 
tipo DAÎ = 0 (107,8) per termini contenuti nel secondo membro 
dell'uguaglianza, che provengono dal tensore energia-impulso 
della materia. Scriviamo queste equazioni nella forma 


1 8nk 
FOw=<7, (110,1) 


dove in luogo delle 47 abbiamo introdotto le grandezze, pit comode 
nel caso in esame, 


= 8h, 


e dove t} indica convenzionalmente espressioni supplementari che 
appaiono quando si passa dalle equazioni gravitazionali esatte al 
caso di campi deboli in un'approssimazione considerata. È facile 
vedere che le componenti 1° e tà si ottengono direttamente dalle 
componenti corrispondenti TÎ ricavando da esse le grandezze infi- 
nitesime dell'ordine richiesto; per quanto concerne le componenti 


tg, esse contengono, oltre ai termini ottenuti dalle 7#, anche infi- 
nitesimi del secondo ordine provenienti da his + SìR 1). 


1) Dalle equazioni (110,1) si possono ricavare di nuovo le formule (106,1), 
(106,2), utilizzate nel $ 106, per un campo costante debole distante da corpi. 
In prima approssimazione, omettiamo i termini contenenti le derivate seconde 


rispetto al tempo (in 1/c?), e tra tutte le componenti i conserviamo solamente 
19 = pc?. La soluzione delle equazioni AYÉ = 0, Aygo = 0, Apg= 16nku/c3, 
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Le grandezze *? soddisfano la condizione (107,5) pilo = 0. 
Dalla (110,1) segue che la stessa equazione si ha per le ti: 


È 0. (110,2) 


dxh 


Questa equazione sostituitsce qui la ralazione generale 7 R,=0. 

Servendoci delle equazioni scritte, esaminiamo la questione 
dell'energia irraggiata sotto forma di onde gravitazionali da corpi 
in moto. La soluzione di questo problema esige che venga determi- 
nato il campo gravitazionale nella « zona delle onde », cioè a 
distanze, grandi rispetto alla lunghezza delle onde irraggiate. 

Tutti i calcoli sono analoghi, in linea di massima, a quelli fatti 
per le onde elettromagnetiche. Le equazioni di un campo gravitazio- 
nale debole (110,1) sono formalmente analoghe all’equazione dei 
potenziali ritardati ($ 62). Si può quindi scrivere immediatamente 
la soluzione generale nella forma 


patire. (110,3) 


Poiché le velocità di tutti i corpi del sistema sono piccole, per 
il campo a grandi distanze dal sistema (cfr. $$ 66 e 67) si può scrivere 
allora: 


= | red, (410,4) 


dove R, è la distanza dall'origine delle coordinate, situata in un 
punto interno del sistema; per brevità, ometteremo l'indice 
t — Roc nelle espressioni integrande. 

Per calcolare questi integrali, serviamoci delle equazioni (110,2). 
Abbassando gli indici di i e mettendo in evidenza le componenti 
spaziali e temporali, scriviamo le (110,2) nella forma 


day CAT 0 Hoy __It00 _ 0. (110,0) 


dx° 020 © 05° 0x0 


Moltiplicando la prima equazione per x8, integriamo in tutto lo 
spazio 


E) oT 0 (tayt 

Fer | taoebav= | TEL 2647 = [era {tan dY. 
Poiché all’infinito t;x = 0, il primo integrale a secondo membro 
è nullo per il teorema di Gauss. Facendo la semisomma del- 
che si annulla all’infinito, è rispettivamente p,=0, w= 0, 9 = 49/c?, 
dove © è il potenziale gravitazionale newtoniano; cfr. l'equazione (99,2). Ne 
seguono i valori (106,1), (106,2) per il tensore #8 = yî — 1/2p8%. 
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l’uguaglianza rimanente e di quella che si deduce per permutazione 
degli indici, troviamo: 


1 0 
{ tag dV = —3r | (taot8 + toor®) dV. 


Inoltre, moltiplichiamo per x*%xf la seconda equazione (110,5) ed 
integriamo in tutto lo spazio. Una trasformazione analoga conduce 
all’uguaglianza 

d 


Sl roosoz8 dl = — | (ta0r8 + tpo1%) dV. 


Confrontando i due risultati ottenuti, abbiamo: 


| tag dV=5 (37) i toor28 dV. (110,6) 


0x0 


In tal modo, gli integrali di tutte le tp risultano espressi median- 
te integrali contenenti la sola componente t,9. Come però è stato 
già detto, quest’ultima coincide con la corrispondente com- 
ponente To, del tensore di energia-impulso, e si ha con un'’appros- 
simazione sufficiente (cfr. (99,1)): 


Too = uc?. (110,7) 


Sostituendo quest’ultima espressione nella (110,6) ed introducendo 
il tempo t = 2°/c, riscriviamo la (110,4) nella forma 


2k 0° 
Van = — rr e | MetatdV. (110,8) 


A grandi distanze dai corpi, si può considerare l’onda (in regioni 
piccole dello spazio) come piana. Di conseguenza, si può calcolare 
il flusso d’energia irraggiata dal sistema, per esempio, nella direzione 
dell’asse x!, utilizzando la formula (107,12). Questa formula con- 
tiene le componenti ‘33 = Ws3 ed Voo — l33 = 2: — W33. Dalla 
(110,8) troviamo le espressioni!) 


2k e è dk oe CC) 
hag = — 340 D33, ha — h33= — gar, Pao — Das) (110,9) 


(il puntino indica la derivazione rispetto al tempo), dove abbiamo 
introdotto il tensore del momento di quadrupolo delle masse (99,8): 


Dj | pu (32228 — r2859) dV. (110,10) 


1) Il tensore (110,8) non soddisfa le condizioni per le quali è stata dedotta 
la formula (107,12). Tuttavia, una trasformazione del sistema di riferimento, che 
conduce le &;, alla gauge richiesta, non incide sui valori delle componenti 
(110,9). 


460 CAPITOLO XIII 


Troviamo infine Ja densità del flusso d’energia nella direzione del- 
l’asse x nella forma 


k D de 2 DE) 
ct (3) +DI, |. (410,14) 
Di qui si ottiene, moltiplicando per R?do, il flusso d’energia nel- 
l'elemento d’angolo solido in una direzione data. 

Due termini in questa espressione corrispondono alla radiazione 
di onde delle due polarizzazioni indipendenti. Per scriverli in for- 
ma invariante (non dipendente dalla direzione della radiazione), 
introduciamo il tensore unitario tridimensionale di polarizzazione 
dell'onda gravitazionale piana exp che determina appunto quali 
delle componenti h,g sono differenti da zero (nella scelta delle 
hin per cui kog = Roo = &= 0). Il tensore di polarizzazione è 
simmetrico e soddisfa le condizioni 


Caa=0, Capra =0, eapeag= 1, (110,12) 


dove n è un vettore unitario nella direzione di propagazione del- 
l'onda; le prime due condizioni esprimono il carattere tensoriale e 
trasversale dell’onda. | 

Questo tensore permette di scrivere l’intensità della radiazione 
di data polarizzazione nell’elemento d’angolo solido nella forma 


ko cs 
dI = Forces (Dabta8)” do. (110,13) 


Questa espressione dipende dalla direzione n in modo implicito 
attraverso la condizione di trasversalità eggrg = 0. La distribu- 
zione angolare totale della radiazione di tutte le polarizzazioni si 
ottiene eseguendo nella (110,13) una sommatoria estesa alle pola- 
rizzazioni oppure, il che è lo stesso, prendendo la media delle 
polarizzazioni e moltiplicando il risultato per 2 (numero delle polariz- 
zazioni indipendenti). La media si prende secondo la formula 


aes: 
Captys = E {nangn,Ms + (nanpò,s + nynsdat) == 
— (NanyOps + nariybas + Naltsgy + Nprsday) — 
su bapbya A (6ayOpa “E 6py0a0)} (1 10,14) 


(l'espressione del secondo membro è un tensore formato da un tenso- 
re unitario e dalle componenti del vettore n, dotato della simmetria 
richiesta rispetto ai suoi indici, e che dà uno per contrazione delle 
coppie di indici a, y e f, è, esi annulla se moltiplicato scalarmente 
per n). Si ottiene infine: 


k 1 ese 1 CR) C) 
dI = —36n05. 17 (Dapltatt8)? L 5 Da— DagDayMgny | do. (110,1 5) 
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Si può calcolare l’energia totale irraggiata in tutte le direzioni, 
cioè la perdita d’energia del sistema nell’unità di tempo (—dé$/dt), 
prendendo la media di d//do nella direzione n e moltiplicando il 
risultato per 4n. La media si prende facilmente utilizzando le formule 
riportate nella nota alla pag. 250; si ottiene infine l’espressione 


k CN) 
a Se = 13 Dig. (410,16) 


Notiamo che la radiazione totale delle onde gravitazionali pro- 
duce un effetto del quinto ordine in 1/c. Questa circostanza, nonché 
il fatto che la costante gravitazionale % è una grandezza infini- 
tesimale, porta generalmente ad un effetto difficilmente osservabile. 


PROBLEMI 


4. Due corpi che si attraggono secondo la legge di Newton descrivono orbite 
circolari (attorno al loro centro comune di massa). Determinare l'intensità media 
(rispetto al periodo di rotazione) «della radiazione di onde gravitazionali e la 
sua distribuzione per le diverse polarizzazioni e direzioni. 

Soluzione. Ponendo l'origine delle coordinate nel centro d’inerzia, i raggi 
vettori dei due corpi sono: 
ali ro= i mr, r=rj-r 

mm : mimo a 
Le componenti del tensore D_ g sono (il piano zy coincide con il piano del moto): 
Drex=pr2(3c052 p—4), Dyy=pr?(3 sen? p—_1), 
Dxy=3pr? cos p sen pw, Dz2= — pr?, 
dove u = myme/(m, + mo), e dove y è l'angolo polare del vettore r nel piano ry 
Per il moto circolare abbiamo: r = costante, y = r-82Vk (mi + mo) = ® 

Determiniamo la direzione n mediante gli angoli sferici (l'angolo polare 0 
e l’azimut @) e l’asse polare z perpendicolare al piano del moto. Consideriamo 
le due polarizzazioni per le quali: 1) egg = 4/ V2, 2) c00 = —eqg = 1/ V2. Proiet- 
tando il tensore Dyg sulle direzioni sferiche eg e ep, calcolando con la formula 
(110,13) e prendendo la media rispetto al tempo, otteniamo infine per questi 
due casi e per la somma / = /1 + /a 


dis _ kp2w8r4 dlg _ ku?206r4 
do © 255 do ©  2nc5, 


CLARA ADI I + 6 cos? 0 +- cos* 6), 


T4= 


4c0s? 0, (14+- cos? 0)?, 


do 2109 
e dopo un'integrazione sulle direzioni: 
__ de DI 1 32kotr4 Mm 32k4m?mt (my 4 mo) I _ 5 
dt 505 5c5r5 : I, 7 
(per calcolare solo l'intensità totale Z basterebbe, naturalmente, utilizzare la 


(110,16)). 
La perdita dell’energia irraggiata dal sistema causa un avvicina- 
mento graduale (secolare) tra i due corpi. Poiché € = —kmim/2r, la velocità 


462 CAPITOLO XIII 


di avvicinamento è 


= ——————»»{, ,, ———Oo»V"———— 


2. Trovare l’energia media (rispetto al periodo di rotazione), irraggiata sotto 
forma di onde gravitazionali da un sistema di due corpi che descrivono orbite 
ellittiche (P. C. Peters, J. Mathews)}). 
Soluzione. A differenza dei casi di un moto circolare, la distanza r e la 
velocità angolare variano lungo un'orbita secondo le leggi 
a(1—-e2) — dp 1 s\11/2 
—--__=1+ec08 y, a (Mtma) a (1 e2)] ' 
dove e è l’eccentricità, e a il semiasse maggiore della orbita (vedi ‘vol. I, Mec- 
canica, $ 15). Un calcolo abbastanza laborioso mediante la formula (110,16) dà: 


d& _8kimimi(m+-mo) 4 21 e2 sen? 
= Aa e 0) [12 (1 +e cos yp)?+ e? sen? jp]. 
Nel calcolare la media rispetto al periodo di rotazione, si sostituisce all’integra- 
zione in di quella in dy il che dà: 


dé  32kim?mi(my+mo) 1 73, 37 
di 5c%a5 (1 — e)? (14 24 © Li 96 e) ° 

È da notare un incremento rapido dell'intensità della radiazione con l'aumentare 

dell’eccentricità dell'orbita. 

3. Determinare la velocità media (rispetto al tempo) di perdita del momento 
angolare di un sistema di corpi in moto stazionario per irraggiamento di 
onde gravitazionali. 

Soluzione. Per comodità, considereremo DE il momento i corpi come com- 
posti di particelle discrete. Rappresentiamo la velocità media di perdita del- 
‘energia come il lavoro delle « forze d’attrito » f agenti sulle particelle: 


_%h (1) 


(omettiamo l’indice di numerazione delle particelle}. Allora la velocità media 
di perdita del momento angolare si calcola come segue: 


dM > ——_ 
= DI [rf]a = DS taByipfy (2) 
(cfr. la deduzione della formula (75,7)). Per determinare le f scriviamo: 
d6 kl ne ka 
a 1555 Daan = — 7555 DabDih 


(abbiamo utilizzato qui il fatto chei valori medi delle derivate totali rispetto 
al tempo sono nulli). Sostituendo qui Dap = dim (3ravg + 3xgva — 2rV da p) 
e confrontando con la (1), troviamo: 


2ko (Vv 
fa, = 1505 DIE meg. 


1) Per la distribuzione angolare polarizzata e Ia decomposizioue spettrale 
di questa radiazione si veda Phys. Rev., 131, 435 (1963). 
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La sostituzione di questa espressione nella (2) ci dà: 


dM_. 2k nVin . 2k eee ose 
a = a508 cano Pro = 27 ca8r DooDoo. (3) 


4. Trovare per un sistema di due corpi che descrivono orbite ellittiche la 


perdita media del momento angolare per unità di tempo. 
Soluzione. Il calcolo secondo la formula (3) del problema precedente, analogo 


al calcolo del problema 2, porta al risultato: 
dMz — 32k"?m2îm? Vmi+my 1 ( bra 


Per un moto circolare (e =: 0), i valori di 6 ed M si ricavano, come era da aspet- 


tarsi, dalla relazione é = Mo. 


Capitolo XIV 


COSMOLOGIA RELATIVISTICA 


$ II1. Spazio isotropo 


La teoria della relatività generale apre nuove vie alla soluzione 
dei problemi legati alle proprietà dell'Universo su scala cosmica. 
La comparsa di queste nuove meravigliose possibilità (indicate 
per la prima volta da Einstein nel 1917) è connessa al carattere non 
galileiano dello spazio-tempo. 

Queste possibilità rivestono un'importanza notevole perché la 
meccanica newtoniana conduce a contraddizioni che non possono 
essere superate in una forma sufficientemente generale nell’am- 
bito della teoria non relativistica. Per esempio, applicando 
la formula newtoniana del potenziale gravitazionale allo spazio 
piatto infinito (quale esso è nella meccanica newtoniana), riem- 
pito di materia la cui densità media, distribuita arbitrariamente, 
non sia nulla in nessun punto, vediamo che il potenziale diverge in 
ogni punto. Ciò condurrebbe all'esistenza di forze infinite agenti 
sulla materia, risultato ovviamente assurdo. 

Prima di iniziare la costruzione sistematica dei modelli cosmolo- 
gici relativistici, è opportuno fare la seguente osservazione sulle equa- 
zioni fondamentali iniziali del campo. 

Le condizioni poste nel $ 93 per la determinazione dell’azione di 
un campo gravitazionale saranno sempre soddisfatte se allo scalare 
G si aggiunge un termine costante, cioè se si pone 


3 RS 
S=-1 { (G+2A) V — g dQ, 


dove A è una nuova costante (di dimensione cm” *). L'introduzione 
di questa grandezza porterà alla comparsa di un termine supple- 
mentare Ag;, nelle equazioni di Einstein: 


1 8r1k 
Rin 5 Rgua= —- Tin tAgih 


Se alla « costante cosmologica » A si dà un valore molto piccolo, 
la presenza di questo termine non inciderà sostanzialmente sui 
campi gravitazionali in regioni non troppo grandi dello spazio- 
tempo, ma comporterà nuovi tipi di «soluzioni cosmologiche » 
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che potrebbero descrivere l'Universo nel suo insieme!). Tut- 
tavia, non abbiamo finora nessun motivo fondato e convincente — né 
sul piano sperimentale, né su quello teorico — per poter apportare 
un tale cambiamento nelle equazioni fondamentali della teoria. 
Sottolineiamo che si tratterebbe di un cambiamento con pro- 
fondo significato fisico, e cioè: l'introduzione nella densità della 
lagrangiana di un termine costante, non dipendente in generale 
dallo stato del campo, significherebbe attribuire allo spazio- 
tempo una curvatura in linea di massima non eliminabile e che 
non è legata né alla materia, né alle onde gravitazionali. Per 
questo, tutti gli ulteriori ragionamenti di questo capitolo partono 
dalle equazioni di Einstein nella loro forma « classica », senza la 
costante cosmologica. 

Come è noto, le stelle sono distribuite nello spazio in un modo 
assai irregolare: sono concentrate in singoli sistemi stellari (le galas- 
sie). Nello studio dell'Universo «su larga scala » è, però, necessa- 
rio trascurare le eterogeneità « locali » dovute all'accumulazione di 
materia nelle stelle e nei sistemi stellari. Per densità di massa si 
deve cosî intendere la densità media rispetto alle regioni dello spa- 
zio, di dimensioni grandi rispetto alle distanze tra le galassie. 

Le soluzioni delle equazioni di Einstein che verranno esaminate 
più avanti (nei $$ 111-114), cioè il cosiddetto modello cosmologico 
isotropo (scoperto da A. A. Fridman nel 1922), sono fondate sul- 
l'ipotesi di una distribuzione omogenea ed isotropa della materia 
nello spazio. I dati astronomici esistenti non contraddicono questa 
ipotesi), e oggi ci sono tutte le ragioni per ritenere che il modello 
isotropo dia, in termini generali, una descrizione adeguata non 
soltanto dello stato attuale dell'Universo, ma anche di una parte 
notevole della sua evoluzione nel passato. Vedremo più avanti che 
la proprietà fondamentale di questo modello è il suo carattere non 
stazionario. È indubbio che questa proprietà (« Universo in espansio- 
ne ») dà una giusta spiegazione al fenomeno fondamentale del pro- 
blema cosmologico: lo spostamento verso il rosso ($ 114). 

Nello stesso tempo è chiaro che, già per la sua natura, l'ipotesi 
dell’omogeneità e dell’isotropia dell'Universo, può inevitabilmente 
avere soltanto un carattere approssimativo, perché queste proprietà 
vengano evidentemente a mancare quando si considerano soltanto 
regioni finite dello spazio. Torneremo nei $$ 115-119 al problema 


1) In particolare, si trovano soluzioni stazionarie che mancano per A = 0. 
É stato proprio questo fatto che indusse Einstein ad introdurre il « termine 
cosmologico » prima che Friedman scoprisse soluzioni non stazionarie del campo; 
vedi più avanti. 

2) Ci si riferisce qui ai dati sulla distribuzione delle galassie nello spazio 
e sull’isotropia della cosiddetta radiazione a radiofrequenza. 
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della possibile eterogeneità dell’ Universo in relazione a vari aspetti 
della cosmologia. 

L'omogeneità e l’isotropia dello spazio significano che si può 
scegliere un tempo « universale » tale che ad ogni istante la metrica 
dello spazio sia identica in tutti i suoi punti e in tutte le direzioni. 

Occupiamoci innanzitutto dello studio della metrica dello spazio 
isotropo come tale, senza considerare per il momento una sua possi- 
bile dipendenza dal tempo. Come precedentemente, indichiamo 
con Yap il tensore metrico tridimensionale, cioè scriviamo l'elemento 
di distanza spaziale nella forma 


di2= vas de def. (111,4) 


La curvatura dello spazio è determinata completamente dal suo 
tensore di curvatura tridimensionale, che indicheremo con Papys per 
distinguerlo dal tensore quadridimensionale Am. Nel caso di una 
isotropia completa, il tensore Px8ys deve evidentemente esprimersi 
mediante il solo tensore metrico Yap e, in virtù delle sue proprietà 
di simmetria, deve assumere la forma 


PaBy8 = (VayYB6 a Ya8YB8r): (111 ,4) 


dove X è una costante. Il tensore di Ricci P.g = Pay è rispettiva- 
mente uguale a 


Pop = 2a, (441,3) 


e la curvatura scalare è 
P = 8A. (111,4) 


Si vede dunque che le proprietà della curvatura dello spazio iso- 
tropo sono completamente determinate da una sola costante. Ne 
segue che sono possibili tre casi essenzialmente differenti di metrica 
spaziale: 1) lo spazio a curvatura costante positiva (corrispon- 
dente ai valori positivi di À), 2) lo spazio a curvatura costante nega- 
tiva (corrispondente ai valori di XA < 0) e 3) lo spazio a curvatura 
nulla (A = 0). Quest'ultimo è uno spazio piatto, detto euclideo. 

Nello studio della metrica è comodo partire dall’analogia geo- 
metrica, considerando la geometria dello spazio isotropo tridimen- 
sionale come la geometria su una ipersuperficie isotropa (in uno 
spazio quadridimensionale fittizio!)). Tale superficie è un'ipersfera; 
lo spazio tridimensionale corrispondente a questa ipersfera è lo 
spazio a curvatura costante positiva. L'equazione di una ipersfera di 
raggio a nello spazio quadridimensionale z,, x2, 13, x, ha la forma 


cita+ +, =0°, 
e l'elemento di lunghezza su questa ipersfera è 
dl?=dxî+dxî+dx}+ dri. 


1) Lo spazio qui introdotto non ha, naturalmente, niente a che fare con lo 
spazio-tempo quadridimensionale. 
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Considerando le coordinate ;, x, 73 come le tre coordinate 
spaziali ed eliminando nell’espressione di d/? la coordinata fittizia 
4 ricavata dalla prima equazione, troviamo per l'elemento di 
distanza spaziale 

d dx dz3)? 
di?= dat + dr} + da + Lt Fora, (141,5) 

Partendo da questa espressione è facile calcolare la costante 4 
nella (111,2). Conoscendo a priori che il tensore P,g ha la forma 
(111,3) in tutto lo spazio, è sufficiente calcolarlo soltanto in pros- 
simità dell’origine delle coordinate dove le ya g sono uguali a 
ZaEB 

a? 

Poiché le derivate prime delle vag e, di conseguenza, le grandezze 
Téy si annullano nell’origine delle coordinate, il calcolo con la 
formula generale (92,7) risulta molto semplice e dà 


PS (411,6) 


Va = 6a + 


La grandezza a si chiama « raggio di curvatura » dello spazio. 
Introduciamo in luogo delle coordinate z,, xs, 23 le corrispondenti 
coordinate « sferiche » r, 0, pg. L'elemento di lunghezza assumerà 
allora la forma 

2 
dit= —__ 4 r2 (sen 0.9? + d0?). (114,7) 


—= fil 


a? 


L'origine delle coordinate può essere scelta in qualsiasi punto dello 
spazio. La lunghezza della circonferenza in queste coordinate è 
2rr, e l’area della sfera 4nr?. Mentre la lunghezza del « raggio » 
della circonferenza (o della sfera) è 


r 


{ dr 
r? 
0 paste 
è cioè maggiore di r. Dunque, il rapporto fra lunghezza della 
circonferenza e raggio in un tale spazio è minore di 2n. 
L'elemento di lunghezza d/? assume un’altra forma comoda se 
espresso in « coordinate sferiche quadridimensionali » che si otten- 


gono sostituendo alla coordinata r l’'« angolo » yY definito dalla rela- 
zione r = asen Y(x varia da 0 a n)!). 


r 
= a arcsen = 


1) Le coordinate « cartesiane » z1, ra, rs, 7, sono legate alle coordinate sfe- 
riche quadridimensionali a, 0, 4, y dalle relazioni 


z1= asenysen0cosgp, z3=asenysen0sen q. 
Tg = asenycosì, Ty = @COS Y. 
30* 
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Si ha allora 
dl? = a? [dy? + sen? x (sen? 0 dp? + d0?)]. (111,8) 


La coordinata y misura la distanza dall’origine delle coordinate, 
uguale ad ay. L’area della sfera in queste coordinate è 4a? sen? y. 
Si vede che a misura che allontanandosi dall’origine delle coordinate 
l’areà della sfera cresce e raggiunge il suo massimo, 4na?, alla distan- 
za di sa/2. Dopo di che essa comincia a decrescere, e la sfera si 
riduce ad un punto al « polo opposto » dello spazio alla distanza di 
ma, distanza massima che può in generale esistere in un tale spazio 
(tutto ciò risulta evidente anche dalla (111,7), se si nota che la coor- 
dinata r non può prendere valori maggiori di a). 
Il volume dello spazio a curvatura positiva è 


QI N N 
Vs | | { a? sen? y son 0 dy de dp, 
0 00 
di qui 
V= 2n°a3. (111,9) 


In tal modo, lo spazio a curvatura positiva risulta « chiuso in sé 
stesso », e il suo volume è finito, ma è ovvio che questo spazio non 
ha frontiere. 

È interessante notare il fatto che in uno spazio chiuso la carica 
elettrica totale deve essere nulla. Infatti, ogni superficie chiusa 
in uno spazio finito delimita da ambedue le parti regioni finite 
dello spazio. Per questo, il flusso del campo elettrico attraverso 
questa superficie è uguale, da una parte, alla carica totale che si 
trova all’interno di questa superficie, e dall’altra, alla carica, 
preceduta dal segno meno, che si trova al di fuori della superficie. 
Di conseguenza, la somma delle cariche da ambedue le parti della 
superficie è nulla. 

In un modo analogo, dall'espressione (96,16) del 4-impulso sotto 
forma di un integrale di superficie risulta che il 4-impulso totale 
P*' è nullo in tutto lo spazio. In tal modo, la definizione del 4-im- 
pulso totale non ha più sostanzialmente senso, perché la legge di 
conservazione corrispondente degenera nell’identità banale 0=0. 

Passiamo ora allo studio della geometria di uno spazio a curvatu- 
ra costante negativa. Dalla (111,6) si vede che la costante 4 diventa 
negativa quando a è immaginaria. Si possono ottenere tutte le 
formule relative allo spazio a curvatura negativa sostituendo a con ia 
nelle formule precedenti. In altri termini, la geometria dello spazio 
a curvatura negativa è interpretata matematicamente come la geo- 
metria su una pseudosfera quadridimensionale di raggio immaginario. 

Cosî, la costante 4 è ora uguale a 


indi (411,10) 
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e l'elemento di lunghezza nello spazio a curvatura negativa, espresso 
nelle coordinate r, 08, ©, assume la forma 
di = dr + r2 (senz 0 dp? + d0?), (141,11) 


a? 


dove la coordinata r può percorrere tutti i valori da 0 a co. Il rapporto 
tra lunghezza della circonferenza e raggio è ora maggiore di 2. 
Per ottenere l’espressione di d/2, corrispondente alla (111,8), intro- 
duciamo la coordinata Y definita dalla relazione r = a sh y (x varia 
qui da 0 a 00). Allora 


di? = a?{dy® + sh? x (sen? 0 dp? + d0?)}. (111,12) 


L'area della sfera è uguale ora a 4sta? sh? y e cresce indefinita- 
mente quando ci si allontana dall’origine delle coordinate (cioè 
all'aumentare di y). È evidente che il volume dello spazio a cur- 
vatura negativa è infinito. 


PROBLEMA 


Trasformare l'elemento di lunghezza (111,7) in maniera tale ehe esso sia 
proporzionale alla sua espressione euclidea. 

Soluzione. La sostituzione 

sa Ti 
r= Ti 

T 4a? 

conduce al risultato: 
ri 


-2 
dl= (14 17 ) (drt +r? d02 +r? sen? 0 dg?). 


$ 112. Modello isotropo chiuso 


Passando allo studio della metrica spazio-temporale del modello 
isotropo, è necessario accordarsi sul sistema di riferimento. 
Il più conveniente è un sistema di riferimento in moto solidale 
che, in ogni punto dello spazio, si muove con la materia. In altri 
termini, la materia stessa che riempie lo spazio serve da sistema 
di riferimento; per definizione, la velocità della materia in questo 
sistema è ovunque nulla. È evidente che una tale scelta del sistema 
di riferimento per il modello isotropo è naturale: per un'altra scelta, 
l’orientazione delle velocità della materia creerebbe una non-equiva- 
lenza apparente delle differenti direzioni nello spazio. La coordinata 
temporale deve essere scelta nel modo indicato all’inizio del para- 
grafo precedente, cioè in modo che la metrica in ogni istante sia 
identica in tutto lo spazio. 
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Data l'equivalenza totale di tutte le direzioni, le componenti g04 
del tensore metrico nel sistema di riferimento scelto sono nulle. 
Infatti, le tre componenti g,a Si possono considerare come le com- 
ponenti di un vettore tridimensionle, che, qualora fosse diverso da 
zero, creerebbe una non-equivalenza delle diverse direzioni. In tal 
modo, ds? deve assumere la forma ds° = g00 (dxr°)? — dl?. La compo- 
nente g00 è qui una funzione soltanto di x°. Si può dunque sempre 
scegliere la coordinata temporale in maniera tale che g,0 diventi 1. 
Indicandola con ct, abbiamo: 


ds? = 0° di* — di?. (112,1) 


La variabile t è il tempo proprio sincrono in ogni punto dello spazio. 

Cominciamo dallo studio dello spazio a curvatura positiva; 
per brevità chiameremo la soluzione delle equazioni di Einstein 
modello chiuso. Utilizzando per d/ l’espressione (111,8) dove il raggio 
di curvatura « è, in generale, una funzione del tempo, ds? assume 
la forma 


ds? = c? di? — a? (t) {dy® + sen? y (40? + sen? 0 dp?)}. (112,2) 
La funzione a (t) è determinata dalle equazioni di Einstein. 


Per risolvere queste equazioni, è comodo introdurre, in luogo del 
tempo, la grandezza n definita dalla relazione 


cdt=adn. (112,3) 
Allora ds? si scrive nella forma 
ds = a? (n) {dn? — dy? — sen? y (d0? + sen? 0 dp?)}. (112,4) 


Per ottenere le equazioni del campo, bisogna cominciare dal 
calcolo delle componenti del tensore R;x (le coordinate 2°, 21, 22, 23 
sono rappresentate da n, y, 0, g). Utilizzando i valori delle compo- 
nenti del tensore metrico 


Lo00 = 0%, Q1a= — 0°, £29= — 42 sen?Y, g£33= — a? sen? y sen? 0 
calcoliamo le grandezze Tui: 
0 a' x a' ca 0 
loo=—, Ta8= 3 gap, Tog=-— è ’ Gel 0, 


dove l’apice indica la derivazione rispetto a n (non è necessario 


calcolare te componenti Tg, in forma esplicita). Questi valori ci 
permettono di trovare ae” la formula generale (92,7): 


Ri=<7 È (a'2— aa’). 


Per le stesse ragioni di REA applicate prima alla g£oa, è 
a priore evidente che Ria = 0. Per il calcolo delle compo- 


nenti RÈ, notiamo che, se si mettono in evidenza in quest'ultime 
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i termini contenenti soltanto g,g (cioè soltanto le Tgy), questi 
termini debbono costituire le componenti del tensore tridimen- 


sionale —PÈ, i cui valori sono già noti dalle (111,3) e (111,6): 
2 
Rî=—Pi+...>-Z0k+..., 


dove i puntini di sospensione rappresentano i termini contenenti 
Eat € Eo0- Il calcolo ci dà: 


1 I ” 
Ri = = (2a° + a'° + aa 6, 
e quindi 
R=R3+R%=-- (a+a") 
Essendo la materia immobile nel sistema di riferimento che abbia- 
mo scelto, si ha u® = 0, u0 = 41/a e dalla (94,9) si deduce 7f = e, 


dove e è la densità di energia della materia. Sostituendo le espres- 
sioni ottenute nell'equazione 


R-5z = n Aa 
otteniamo: 
8nk 3 , 
a e=p (0402). (112,5) 


Questa equazione contiene due funzioni incognite e ed a; è necessario 
quindi trovare ancora un'equazione. Scegliamo come seconda 
equazione (in luogo delle componenti spaziali delle equazioni di 
Einstein) l'equazione 7o;i = 0, una delle quattro equazioni (94,7), 
contenute, come si sa, nelle equazioni del campo. Si può anche 
dedurre la seconda equazione direttamente per mezzo di relazioni ter- 
modinamiche nel modo seguente. 

Utilizzando nelle equazioni del campo l’espressione (94,9) per 
il tensore energia-impulso, noi trascuriamo quindi tutti i processi 
di dissipazione dell’energia, che hanno per effetto l'aumento del- 
l'entropia. Un tale metodo è qui ovviamente del tutto ammis- 
sibile, perché i termini supplementari che si sarebbero dovuti aggiun- 


gere a T, a causa della dissipazione di energia, sono trascurabili 
rispetto alla densità di energia e, la quale include in sé l’energia 
di quiete dei corpi materiali. 

In tal modo, nel ricavare le equazioni del campo, possiamo 
considerare l’entropia totale costante. Ricorriamo ora alla nota 
relazione termodinamica dé = 7 dS — pdaV, dove &, S, V sono 
l'energia, l'entropia e il volume del sistema, e p, 7 la pressione e la 
temperatura. Per entropia costante, si ha semplicemente d$ = 
= —pdvV. Introducendo la densità d’energia e = $/V, facilmeute 
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si trova: 
dV 
de= —(€+p). 


Il volume dello spazio V è proporzionale, secondo la (111,9), 
al cubo del raggio di curvatura a. Di conseguenza, dV/V = 3da/a = 
= 3dlna, e si può scrivere: 


de 
oppure, integrando: 
de 
3lna= — | n + costante (112,6) 


“ 


(l'estremo inferiore nell’integrale è nna costante). 

Se il legame tra e e p (equazione di stato della materia) è noto, 
allora l'equazione (112,6) definisce e come funzione di a. Dalla 
(112,5) si può allora determinare m nella forma 


da 
na) tr ani 


a 
3c4 


ea? —. 4 


Le equazioni (112,6), (112,7) risolvono in forma generale il problema 
della determinazione della metrica del modello isotropo chiuso. 

Se la materia è distribuita nello spazio sotto forma di singoli 
corpi macroscopici, si potrà allora, determinando il suo campo 
gravitazionale, considerare questi corpi come particelle materiali 
dotate di masse determinate, trascurando completamente la loro 
struttura interna. Considerando che le velocità dei corpi sono rela- 
tivamente piccole (piccole respetto a c), si può porre sempli- 
cemente e = uc?, dove u è la somma delle masse dei corpi nel- 
l’unità di volume. Per la stessa ragione, la pressione del « gas », 
composto di questi corpi, è una grandezza infinitesimale rispetto a € 
e può essere trascurata (menire le pressioni all’interno dei corpi, 
come è stato detto, non hanno niente a che fare con la questione 
considerata). Per quanto riguarda la radiazione contenuta nello 
spazio, la sua grandezza è relativamente piccola e si può ugualmente 
trascurarne l’energia e la pressione. 

In tal modo, se si vuole descrivere lo stato attuale dell’ Universo 
nei termini del modello considerato, bisogna ricorrere alle equazioni 
di stato della materia « incoerente » 


e= pc, p=0. 


Allora l'integrazione nella (112,6) dà pa? = costante Si può 
scrivere questa uguaglianza direttamente perché essa esprime la co- 
stanza della somma M delle masse dei corpi in tutto lo spazio, 
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come si deve avere nel caso considerato della materia incoerente!). 
Poiché il volume dello spazio nel modello chiuso è V = 2n°08, 
si ha allora costante = M/2n?. In tal modo, 


M 
IRR (142,8) 


Sostituendo la (112,8) nell'equazione (112,7) ed integrando, 
otteniamo: 


ua? = costante = 


a= a, (1 — cosn), (112,9) 
dove la costante è 
2kM 
do = Bac : 


Partendo infine dalla (112,3), ricaviamo la relazione tra £ e n 


t= 2 (n— sen n). (112,10) 


Le equazioni (112,9) e (112,10) determinano in forma parametrica 
la funzione a (#). Questa funzione cresce da zero pert=0 (n= 0) 
sino al valore massimo a = 2a, che si ottiene per { = nay/c (N = n), 
e poi decresce di nuovo sino a zero per ? = 2na,/c (N = 2a). 

Per n<K4 si ha approssimativamente a = agn?/2, t = a0m°/6c, 
in modo che 


= { 9a? \}/8 
an(-2°) 0 eh. (142,11) 


Inoltre, la densità della materia è 


1 8.105 
(il valore numerico del coefficiente è dato per densità espressa 
in g-cm* per t espresso in secondi). Notiamo che in questo limite 
la funzione yu (#) ha un carattere universale nel senso che essa non 
dipende dal parametro ao. 

Quando a +0, la densità u diventa infinita. Per u +00 la 
pressione diventa anche grande, e, di conseguenza, per lo studio 
della metrica in questa regione, bisogna esaminare il caso opposto 
della pressione massima possibile (per una densità data dell’ener- 
gia €), cioè descrivere la materia mediante l'equazione di stato 


€ 
P=3 


1 Sottolineiamo a scanso di equivoci (confrontando con il 4-impulso to tale 
nullo dell'Universo chiuso menzionato nel $ 111) che M è proprio la somma 
delle masse dei corpi presi Separatazionie, senza prendere in considerazione la 
loro interazione gravitazionale. 
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(vedi la nota alla pag. 122). Dalla formula (112,6) si ricava allora: 


Sroì (112,13) 


(a, è nuova costante), dopo di che le equazioni (112,7) e (112,3) 
conducono alla dipendenza 


ea = costante = 


a=a sen, = (1 —cosm). 


Poiché ha senso considerare questa soluzione soltanto per valori 
molto grandi di e (cioè per a piccolo), poniamo n « 1. Allora ax 
2 a, t= aym?/2c, in modo che 


a = V2a;ct. (112,14) 
Inoltre 
€ 3 4,5-10° 
ca 8nk —— i (112,19) 


(questa dipendenza non contiene nessun parametro). 

In tal modo, anche qui a +0 per ?# +0, in modo che il valore 
t = 0 è veramente un punto singolare della metrica spazio-tem- 
porale del modello isotropo (lo stesso si può dire anche del secondo 
punto nel modello chiuso, dove a = 0). Dalla (112,14) si vede anche 
che se cambiassimo il segno di # la grandezza a (t) diventerebbe 
immaginaria pura e il suo quadrato negativo. Tutte le quattro com- 
ponenti di g;, nella (112,2) diventerebbero allora negative e il 
determinante g positivo. Una tale metrica è però fisicamente assurda. 
Ciò significa che non ha senso fisico prolungare analiticamente la 
metrica oltre il punto singolare. 


$ 113. Modello isotropo aperto 


La soluzione corrispondente allo spazio isotropo a curvatura 
negativa (modello aperto) si ottiene analogamente al caso precedente. 
In luogo della (112,2) si ha ora 


ds? = c? di? — a? (1) {dy® + sh? y (d0% + sen? 0 dp?)}. (113,1) 


Introduciamo di nuovo in luogo di # la variabile n definita dalla 
relazione di = a dn; si ottiene allora: 


ds? = a? (n) {dn® — dy? — sh? x (d0* + sen? 0 dp?)}. (113,2) 


Questa espressione può essere formalmente ottenuta dalla (112,4) 
sostituendo n, y, a rispettivamente con in, iy, ia. Di conseguenza, 
anche le equazioni del campo si possono ottenere semplicemente 
con questa stessa sostituzione nelle (112,5) e (112,6). L’equazio- 
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ne (112,6) conserva allora la sua forma: 


Slna= - | si + costante (113,3) 
e in luogo della (112,5) si ha: 
SÌ (2-02). (113,4) 


In luogo della (112,7) si ottiene 
da 
— RR API] 113,5 
n= | 7g pare (113,5) 
È 3c4 
Di qui per la materia incoerente!) otteniamo 


a= a(chn—_- 1), = (shn— n), (113,6) 


3e2 
pa = ao. (113,7) 


Le formule (113,6) determinano in forma parametrica la fun- 
zione a (t). A differenza del modello chiuso, il raggio di curvatura 
varia qui monotonamente, crescendo da zero per t=0 (n=0) 
sino all’infinito per # + c0 (N + 00). La densità della materia, inve- 
ce, decresce rispettivamente partendo dal valore infinito per 
t=0 (quando n «1, questa legge è data dalla stessa formula 
approssimata (112,12) come per il modello chiuso). 

Per alte densità, le soluzioni (113,6) e (113,7) non sono 
applicabili, e bisogna tornare di nuovo al caso p = e/3. Si ottiene 


1) Notiamo, che con la trasformazione 
r= Ae"sh y, ct= Aechy, 


Ael= Vert=r?, th == 
l’espressione (113,2) si riduce alla forma « conforme galileiana »: 
ds? = f (r, 7) [c® di? — dr? — r? (40° + sen?0d9”)]. 
Nel caso specifico (113,6) (ponendo A = ay/2) si ottiene: 


inline) — di 
ast=(1 ma) {c? dt? — dr?—r? (4024 sen? 6 dg?)} 


(V. A. Fok, 1955). Per grandi valori di /c?? — r? (cui corrisponde n > 1), 
Ance metrica tende a quella gliene come era naturale aspettarsi, poiché 
il raggio di curvatura tende all'infinito. 

La materia non è ferma nelle coordinate r, 0, g, t e la sua distribuzione 
non è omogenea; inoltre, la distribuzione e il moto della materia hanno la 
simmetria centrale intorno ad un punto arbitrario dello spazio, scelto come 
origine delle coordinate t, 0, g. 
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allora di nuovo la relazione 


3c4a? 
ea = costante = CENA , (113,8) 


e per la funzione a (?#) troviamo: 


ay 


a=a,shnm, t=-— (chn-1), 


e per n«K 1: 
a = V2a;ct (113,9) 


(e la vecchia formula (112,15) per e (t)). In tal modo, anche nel 
modello aperto la metrica ha un punto singolare (ma, a differenza 
del modello chiuso, ne ha uno solo). 

Consideriamo infine il caso limite delle soluzioni corrispondenti 
a un raggio di curvatura infinito dello spazio, cioè un modello di 
spazio piatto (euclideo). L'intervallo ds? in questo modello può 
essere scritto nella forma 


ds? = c° di? — b? (1) (de° + dy? + dz?) (113,10) 


(per coordinate spaziali si scelgono le coordinate « cartesiane » 
x, Y, z). Il fattore dipendente dal tempo nell’elemento di distanza 
spaziale non cambia, evidentemente, il carattere euclideo della 
metrica, poiché, per t dato, questo fattore è costante e può essere 
ridotto, con una semplice trasformazione delle coordinate, all'unità. 
Calcoli analoghi a quelli del paragrafo precedente conducono alle 
seguenti equazioni: 


2 
eni (1) , 3lnb= — \ aa + costante. 
Per i casi di piccole pressioni, troviamo: 
ub? — costante, d= costante #°/3. (113,11) 


Per piccoli #, bisogna considerare ancora il caso p = £/3 dove si 
ottiene: 
eb4= costante, bd = costante Vt. (113,12) 


In tal modo, anche in questo caso la metrica ha un punto singolare 
(6=0). 

Notiamo che tutte le soluzioni isotrope trovate esistono sola- 
mente quando la densità della materia è differente da zero; per lo 
spazio vuoto, le equazioni di Einstein non hanno soluzioni di questo 
genere!). Ricordiamo anche che le soluzioni trovate rappresentano 


!) Per e= 0, avremmo ricavato dall’equazione (113,5) a = age" = ct 
(l'equazione (112,7) perde in generale senso perché la radice è immaginaria). 
Ma la metrica 


ds = c° dt? — c%° {dy? + sh? y (402 + sen? 0 dp?)} 
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matematicamente il caso particolare di una classe più generale di 
soluzioni che contiene tre funzioni arbitrarie fisicamente differenti 
delle coordinate spaziali (vedi il problema). 


PROBLEMA 


Determinare in prossimità del punto singolare la forma generale della metrica 
nella quale lo spazio si espande in modo « quasi uniforme », cioè in maniera 
tale che tutte le componenti Yag = —ga p (in un sistema di riferimento sincrono) 
tendano a zero secondo una stessa legge. Lo spazio è riempito di materia la cui 
equazione di stato è p= e/3 (E. M. Lifsic, I. M. Khalatnikov, 1960). 

Soluzione. Cerchiamo la soluzione in prossimità del punto singolare (# = 0) 
nella forma 


Vap=" tap + t°dbapt..., (1) 


dove agg: da p sono funzioni delle .oordinate (spaziali)!); poniamo inoltre c = 1. 
Il tensore inverso è 


1 
gb => ab — b28, 


dove il tensore af è inverso di da 8: € p98 — a%YaBd 3; tutte le operazioni di 
innalzamento degli indici e di derivazione covariante si fanno con la metrica 
Gg non dipendente dal tempo. 

Calcolando i primi membri delle equazioni (97,11) e (97,12) all'ordine 
richiesto in 41/t, otteniamo: 


3 1 8nk 1 32nk 
— greta b=-3_8(-448+1), + (bia—bh.p)= — 7 CUallo, 
dove b = bg. Prendendo anche in considerazione l'identità 
RE 
1=-u;ut Un ugupa*., 
troviamo: 
3 b 12 B 
ènke= 77 37 ’ Ua=3 bada: p)- (2) 


In prima approssimazione in 1/t, i simboli di Christoffel tridimensionali, 
e con essi il tensore Pg, non dipendono dal tempo; inoltre, le Pxg coin- 
cidono con le espressioni che si ottengono mediante la sola metrica 2,g. Tenendo 
conto di questo, troviamo che i termini dell'ordine di t-? nell'equazione (97,13) 
si eliminano, e i termini -1/t danno: 


3 5 
Po+7 5E+45 sb = bO, 
da cui 
bi= — Pi+ 5 SEP (3) 


si riduce con la trasformazione r = ct sh x, t = t ch x alla forma 
ds? = c* di® — dr? — r? (46° | sen? 0 dq?), 
cioè diventa semplicemente uno spazio-tempo galileiano. 


1) Alla soluzione di Fridman risponde una scelta speciale delle funzioni &, p; 
corrispondente allo spazio a curvatura costante. 
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(dove P= afYPgy). Poiché si ha l'identità 


1 


(vedi la (92,10)), abbiamo la relazione 


7 
bag "9 lia» 


e, di conseguenza, possiamo scrivere u, nella forma 


va db.g° (4) 


In tal modo, le sei funzioni dap restano arbitrarie, e a partire da esse 
si determinano i coefficienti bg del successivo termine dello sviluppo (1). La 
scelta del tempo nella metrica (1) è pienamente determinata dalla condizione 
t= 0 nel punto singolare; quanto alle coordinate spaziali, su di esse si possono 
ancora effettuare trasformazioni arbit”azie che non cambino il tempo (quest’ultime 
possono servire, per esempio, per rilurre il tensore a,g alla forma diagonale). 

Di conseguenza, la soluzione ottenuta contiene in tutto solo tre funzioni 
arbitrarie «fisicamente differenti ». 

Notiamo che in questa soluzione la metrica spaziale è non uniforme ed 
anisotropa, e la distribuzione della dersità della materia tende a quella omogenea, 
quando t + 0. La velocità tridimensionale v ha (nell'approssimazione (4)) 
un rotore nullo, e il suo modulo tende a zero secondo la legge 


= vavgy®P — 18. 


$ 114. Spostamento verso’ il rosso 


La particolarità fondamentale di tutte le soluzioni esaminate 
è che la metrica spazio-temporale non è stazionaria: il raggio di 
curvatura dello spazio è una funzione del tempo. Inoltre, la varia- 
zione del raggio di curvatura comporta la variazione di tutte le 
distanze tra i corpi nello spazio, come risulta direttamente dal 
fatto che l'elemento di distanza spaziale di è proporzionale ad a. 
Cosi, quando in un tale spazio a cresce, i corpi « fuggono » gli uni 
dagli altri (nel modello aperto all'aumento di a corrisponde n > 0, 
nel modello chiuso 0<n< x). 

Dal punto di vista di un osservatore che si trova su uno di questi 
corpi, le cose vanno come se gli altri corpi si allontanassero radi- 
almente dall’osservatore. La velocità di questa « fuga » (all'istante 
dato #) è proporzionale alla distanza tra i corpi. 

Questa predizione teorica deve essere messa in relazione con 
un risultato fondamentale di astronomia, e cioè con l’effetto dello 
spostamento verso il rosso delle righe spettrali emesse dalle galassie. 
Se si interpreta questo spostamento come effetto Doppler, noi giun- 
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giamo alla conclusione che le galassie si allontanano, cioè che 
attualmente l'Universo è in espansione'!). 

Esaminiamo la propagazione di raggi di luce nello spazio iso- 
tropo. A questo scopo, partiamo dall’osservazione che lungo la 
linea d’universo di propagazione del segnale luminoso l’intervallo ds 
è nullo. Poniamo l'origine delle coordinate y, 8, @ nel punto dal 
quale viene emesso il raggio di luce. É evidente, per ragioni di 
simmetria, che i raggi si propagheranno « radialmente », cioè lungo 
la linea 0 = costante, g = costante. Allora poniamo nella (112,4) 
o (113,2) d0 = dp =0 ed otteniamo ds? = a? (dn? — dy?). Eguag- 
liando a zero, troviamo dn = +dy oppure, integrando: 

y = + + costante. (114,1) 


Il segno positivo davanti a n corrisponde a un raggio uscente dal- 
l'origine delle coordinate, e il segno negativo a un raggio che arriva 
nell'origine. In questa forma, l’equazione (114,1) è applicabile 
alla propagazione dei raggi sia nel modello aperto che in quello 
chiuso. Con l’aiuto delle formule dei paragrafi precedenti si può 
esprimere qui la distanza percorsa dal raggio in funzione del tempo. 
Nel modello aperto, un raggio di luce uscito da un punto si 
allontana indefinitamente propagandosi. Nel modello chiuso, 
invece, un raggio uscito da un punto iniziale può raggiungere alla 
fine il « polo opposto » dello spazio (a ciò corrisponde la variazione 
di y da 0 a x); propagandosi ulteriormente, il raggio comincerà 
ad avvicinarsi al punto iniziale. Ad un « giro dello spazio» del 
raggio con il ritorno al punto iniziale corrisponde la variazione 
di y da 0 a 2x. Dalla (114,1) si vede che anche nq dovrebbe variare 
allora di 2x, il che è impossibile (tranne un solo caso: la partenza 
del raggio all'istante n = 0). In tal modo, il raggio, facendo « giro 
dello spazio », non farebbe in tempo a tornare nel punto iniziale. 
Ad un raggio che arriva al punto d’osservazione (origine delle 
coordinate) corrisponde l’equazione (114,1) con n preceduta dal 
segno meno. Se #(n,) è l’istante d’arrivo del raggio in questo 
punto, per n = np si deve allora avere y = 0, di modo che l’equa- 

zione di propagazione di tali raggi si scrive 
X= Mo N (114,2) 


Ne resulta che i raggi usciti da punti che si trovano a « distanze » 
non superiori a Y = ny possono giungere all’istante t (no) ad un 
osservatore che si trova nel punto x = 0. 


1) La conclusione sulla «fuga » dei corpi all'aumentare di a (t) può 
essere tratta, naturalmente, a condizione che l'energia della loro interazione 
sia piccola rispetto all’energia cinetica del loro moto; questa condizione 
è soddisfatta comunque per le galassie sufficientemente fontane In caso 
contrario, le distanze tra i corpi sono generalmente determinate dalla loro 
interazione; di conseguenza, l'effetto considerato non deve praticamente influire 
sulle dimensioni delle nebulose, e tanto meno delle stelle. 
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Questo risultato, che riguarda sia il modello aperto che quello 
chiuso, è di importanza sostanziale. Ad ogni istante #(n) in un 
punto dato dello spazio è possibile un'osservazione fisica non di 
tutto lo spazio, bens{ di una sua parte, corrispondente a y < n. 
Dal punto di vista matematico, la «regione visibile » dello 
spazio rappresenta la sezione dello spazio-tempo quadridimen- 
sionale tagliata dal cono di luce. Questa sezione è finita sia 
per il modello aperto che per quello chiuso (infinita nel modello 
aperto è la sezione tagliata dall’ipersuperficie t = costante, corrispon- 
dente allo spazio considerato in tutti i suoi punti allo stesso istante £). 
In questo senso, la differenza tra il modello aperto e il modello 
chiuso è meno profonda di quanto potrebbe sembrare a prima vista. 

Quanto è più lontana la regione dello spazio osservata all'istante 
dato dall’osservatore, tanto più recenti sono gli istanti ai quali 
essa corrisponde. Consideriamo una superficie sferica che sia il luogo 
geometrico dei punti dai quali la luce è emessa all'istante t (n — x) 
e supponiamo di osservarla nell'origine delle coordinate all'istante 
t(m). L'area di questa superficie è uguale a 4ma? (n — y) sen? x (nel 
modello chiuso) oppure 4a? (n — x) sh? y (nel modello aperto). 
Quando la superficie si allontana dall’osservatore l’area della 
« sfera visibile » cresce partendo da zero (per y = 0), passa per un 
massimo, e quindi decresce e si annulla per y = n (dove a (N — x) = 
= a(0) = 0). Ciò significa che la sezione tagliata dal cono di luce 
non soltanto è finita, ma anche chiusa. Le cose vanno come se essa si 
chiudesse nel punto «opposto » all’osservatore, punto che può 
essere visto guardando in qualsiasi direzione dello spazio. In questo 
punto £-+ co, e quindi la materia è accessibile all'osservazione, 
in linea di massima, in tutti i gradi della sua evoluzione. 

La quantità totale di materia osservata nel modello aperto è data 
dall’integrale 


n 
M 088 = 430 | ua? sh? X dy. 
0 


Sostituendo ua? ricavata dalla (113,7), otteniamo: 


2 
Moss=-5 (sh nchn— n). (114,3) 
Questa grandezza cresce indefinitamente per n + co. Ma nel modello 
chiuso il crescere di Moss è naturalmente limitato dalla massa 
totale di M; in modo analogo in questo caso troviamo: 


Moss=- (n— sen cos n). (114,4) 


Quaode n cresce da 0 a x, questa grandezza cresce da 0 ad M; un 
ulteriore aumento di Moss, ricavabile dalla formula ottenuta, 
è fittizio e corrisponde semplicemente al fatto che in un univer- 
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so « in contrazione » i corpi distanti potrebbero essere osservati due 
volte (infatti la luce si propagherebbe « percorrendo lo spazio » da 
lati diversi). 

Esaminiamo ora la variazione della frequenza della luce nel 
suo propagarsi in uno spazio isotropo. A questo scopo, facciamo 
preliminarmente la seguente osservazione. Siano dati due eventi acca- 
duti in un punto dello spazio e separati da un intervallo di tempo 
dt = a (n) dy/c. Se negli istanti di questi eventi sono emessi due 
segnali luminosi, che vengono osservati da un altro punto dello spa- 
zio, allora tra gli istanti della loro ricezione passerà un intervallo 
di tempo corrispondente alla stessa variazione della grandezza n 
di dn nel punto d'emissione. Ciò risulta direttamente dall'equazio- 
ne (114,1) secondo Ia quale la variazione della grandezza n nel tempo 
di propagazione del raggio di luce da un punto ad un altro dipende 
solamente dalla differenza delle coordinate y di questi punti. Ma 
poiché durante la propagazione del segnale il raggio di curvatura a 
varia, ne segue che gli intervalli di tempo f tra gli istanti d'emissione 
dei due segnali e gli istanti della loro ricezione saranno differenti; 
il rapporto 'ra questi intervalli di tempo è uguale al rapporto tra i 
corrispondenti valori di a. 

Ne risulta, in particolare, che anche i periodi delle oscillazioni 
luminose, misurati secondo il tempo universale #, variano lungo 
un raggio di luce proporzionalmente ad a. La frequenza della luce 
sarà, evidentemente, inversamente proporzionale ad a. In tal modo, 
durante la propagazione di un raggio di luce sarà costante il seguente 
prodotto 

wa = costante (114,5) 
lungo questo raggio. 

Supponiamo che all'istante (mn) stiamo osservando la luce 
emessa da una sorgente che si trova ad una distanza corrispondente 
ad un valore determinato della coordinata y. Secondo la (114,1), 
l'istante d'emissione di questa luce è £ (n — x). Se © è la frequenza 


della luce all'istante di emissione, la frequenza © che osserviamo 
sarà, in base alla (114,5), 


» a(M_x) 

ci TT (114,6) 
Quando la funzione a (n) cresce in modo monotono, si ha 0 < @y, 
cioè la frequenza della luce diminuisce. Ciò significa che, osservando 
lo spettro della luce pervenuta, tutte le righe debbono risultare 
spostate verso il rosso rispetto alla loro posizione negli spettri delle 
stesse materie in condizioni ordinarie. Questo fenomeno di spostamen- 
to verso il rosso rappresenta, di fatto, l’effetto Doppler dovuto alla 

« fuga » reciproca delle galassie. 
La grandezza dello spostamento verso il rosso, data dal rapporto 
0/0, tra la frequenza modificata e quella originaria, dipende 
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(all'istante dato dell’osservazione) dalla distanza alla quale si trova 
la sorgente di luce osservata (nella relazione (114,6) entra la coordi- 
nata y della sorgente di luce). Quando le distanze non sono troppo 
grandi, si può sviluppare a (n — x) in serie di potenze di y limi- 
tandosi ai primi due termini: 
® a' (n) 
Oo ui: a(m) 

(l’apice indica la derivazione rispetto a n). Notiamo inoltre, che 
il prodotto ya (n) rappresenta qui la distanza / dalla sorgente 
osservata. Infatti, l'elemento «radiale » di distanza è dl = a dx; 
quando questa relazione viene integrata, si pone il problema 
di sapere quale è il procedimento di osservazione fisica per misurare 
la distanza, perché da ciò dipende la scelta dei valori di a nei 
differenti punti del cammino d'integrazione ad istanti diversi 
(l'integrazione con n = costante significherebbe che si considerano 
tutti i punti del cammino simultaneamente, il che fisicamente 
è irrealizzabile). Per distanze « piccole », si può trascurare la varia- 
zione di a lungo il cammino d'integrazione e scrivere semplicemente 
l = ay, essendo a preso all'istante d'osservazione. 

Troviamo infine per la variazione percentuale della frequenza 
(indicata di solito con la lettera z) la seguente formula: 


E, Do 1, (114,7) 
dove è posto 
Heel 2 (114,8) 


detta la costante di Hubble. Questa grandezza non dipende, all'istante 
d'osservazione dato, da /. Cosî, lo spostamento relativo delle righe 
spettrali è proporzionale alla distanza dalla sorgente di luce 
osservata. 

Considerando lo spostamento verso il rosso come il risultato del- 
l'effetto Doppler, si possono determinare le velocità delle galassie v 
con le quali esse si allontanano dall’osservatore. Scrivendo z = v/c 
e confrontando con la (114,7), troviamo: 


v= Hl (114,9) 


(si può ottenere questa formula direttamente calcolando la derivata 
v= d(ay)/di). 

I dati astronomici confermano la legge (114,7), ma è difficile 
precisare il valore della costante di Hubble, essendo indeterminata 
la scala delle distanze cosmiche relative alle galassie lontane. 
Le ultime misure di # danno: 


H =0,8-10-1° anno-1=0,25-10-t75-1, 1 4.10!%s= 13.10%anno. 
(114,10) 
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Questo valore di corrisponde all'aumento della « velocità di 
fuga » di 75 km/s per ogni megaparsec di distanza!). 
Sostituendo nell’equazione (113,4) e = uc? ed H = ca'/a?, otte- 
niamo per il modello aperto la seguente relazione: 
AO 1 RELA (114,41) 


a? 3 


Combinando questa relazione con l'uguaglianza 


_ csh n sta ie n 
— aog(ch m-- 1)? a cth pi 
otteniamo: 
LS SIR 
cht+=5V FK | (114,12) 
In modo analogo, per il modello chiuso otteniamo: 
c? 8nk 
== u—H?, (114,13) 
mu a 3 
cos = H Va (114,14) 


Confrontando le (114,11) e (114,13), vediamo che la curvatura 
dello spazio è negativa o positiva a seconda che sia negativa o positiva 
la differenza 8nku/3 — H°. Questa differenza si annulla per 4 = pa, 
dove 

3H% 

ba = <a: (114,15) 
Prendendo il valore (114,10), otteniamo ur = 1-10-2°| g/cm*. Allo 
stato attuale dei risultati astronomici, la valutazione della densità 
media della materia nello spazio può essere fatta soltanto con 
scarsa precisione. Da una valutazione basata sul calcolo del 
numero di galassie e sulla loro massa media si è ricavato per essa il 
valore di circa 3-1073! g/cm3. Questo valore, inferiore di 30 volte 
a un, sarebbe quindi a favore del modello aperto. Tuttavia, 
senza pronunciarsi sulla attendibilità di questo valore, bisogna 
considerare che in esso non si tiene conto della possibile esi- 
stenza di un gas nero intergalattico che potrebbe aumentare 
notevolmente la densità media della materia. 

Indichiamo una disuguaglianza che è possibile ottenere per 
un valore di H# dato. Per il modello aperto, abbiamo H = 
= c sh n/a(hmn—-1)? e quindi 


_% ___shn(shn—n) 
t--— (shn—-n)= H (chn—1)? 


1) Esistono anche valutazioni che danno un valore minore di //, che 
corrisponde all'aumento della velocità di fuga di 55 km/s per ogni megaparsec; 
si ha in questo caso 1/7 & 18-10? anno. 

31* 


484 CAPITOLO XIV 


Poiché 0<N< 00, si deve avere 
2 1 


Analogamente per il modello chiuso si ottiene: 


p=- Senn (M—-sen n) 
H (1—cosn)? © 


Al crescere di a (n) corrisponde l'intervallo 0<n< a; di con- 
seguenza, si ottiene: 


O<t< 7. (114,17) 


Determiniamo ora l'intensità Z della luce pervenuta all’os- 
servatore dalla sorgente che si trova ad una distanza corr- 
ispondente ad un valore determinato della coordinata yx. La densità 
del flusso d'energia nel punto d’osservazione è inversamente pro- 
porzionale all'area della sfera passante per questo punto e avente 
il centro coincidente con la sorgente; nello spazio a curvatura nega- 
tiva l’area di superficie della sfera è uguale a 4ra? sh? y. La luce 
emessa dalla sorgente nell’intervallo di tempo di = a (N — x) dn/e 
arriverà al punto d'osservazione nell'intervallo di tempo 
a (n) di/a(n — y)= a (nm) dy/c. Poiché l'intensità è definita come 
il flusso d'energia nell’unità di tempo, ne segue che nell’espressione 
di I apparirà il fattore a (n — y)/a (n). Inoltre, l'energia di un 
pacchetto d'onda è proporzionale alla frequenza (vedi la (53,9)); 
siccome la frequenza varia durante la propagazione della luce secondo 
la legge (114,5), si otterrà nell'espressione di / un altro fattore 
a (M — y)/a (n). L'espressione definitiva di / è quindi: 


a a? (M_-%) 
I = costante- CIOISTEI è (114,18) 
Per il modello chiuso in modo analogo si ottiene: 
I=costante. MM. (114,19) 


at (n) sen? Y 


Queste formule stabiliscono la relazione tra l'intensità luminosa 
dell'oggetto osservato e la distanza (per una data intensità della sor- 
gente). Per le y piccole si può porre a (n — x) = a (n), e si avrà 
allora I — 1/a? (n) y? = 1/12, cioè si otterrà la legge ordinaria del 
decrescere dell'intensità inversamente al quadrato della distanza. 

Infine, consideriamo la questione dei cosiddetti moti propri 
dei corpi. Parlando della densità e del moto della materia, abbiamo 
ovunque considerato una densità media e un moto medio; in parti- 
colare, nel sistema di riferimento che usiamo costantemente, la 
velocità media del moto è nulla. Le velocità reali dei corpi risultano 
invece avere una certa dispersione intorno al loro valore medio. 
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Col passar del tempo le velocità del moto proprio variano. Per deter- 
minare la legge di questa variazione, consideriamo un corpo in 
moto libero e scegliamo l'origine delle coordinate in un punto arbi- 
trario della sua traiettoria. Questa traiettoria sarà allora la linea- 
radiale 0 = cos, p = cos. L'equazione di Hamilton-Jacobi (87,6) 
diventa dopo sostituzione dei valori di g* 


2 ds \2 
(F) (7) +e m=0. (414,20) 
Poiché i coefficienti di questa equazione non contengono % 
(cioè la coordinata y è ciclica), si verifica allora la legge di con- 
servazione 0$/90y = costante. Mentre l’impulso p del corpo in moto è, 
secondo la definizione generale, p := 05/01 = 0S/ady. Di con- 
seguenza, durante il moto del corpo resta costante il prodotto 


pa = costante. (114,21) 
Introducendo la velocità v del moto proprio del corpo secondo 
p= mulyi1— ve, 
otteniamo: 


va 


VE = costante. (1 14,22) 
in 
c3 


Questa relazione determina la legge di variazione delle velocità 
in funzione del tempo. Quando a cresce, le velocita v decrescono 
in modo monotono. 


PROBLEMI 


4. Trovare i due primi termini dello sviluppo dell’intensità luminosa visi- 
bile di una galassia in funzione del suo spostamento verso il rosso; l’intensità 
assoluta di una galassia varia con il tempo secondo la legge /agg = costante «e 
(H. Robertson, 1955). 

Soluzione. L'intensità luminosa osservata all'« istante» n è data come una 
funzione della distanza y dalla formula (per il modello chiuso) 


= costante-e&l!(n-x)-t(m] 22 (MX) 
at (n) sen? Y 


Lo spostamento verso il rosso, definito secondo la (114,7), è: 
do _ (Mamo) 
® a(M_x) 


Sviluppando / e z in serie di potenze di x (le funzioni a (n) e é (n) sono date 
da (112,9) e (112,10)) ed eliminando poi y dalle espressioni ottenute, troviamo 
infine: 


32== 


pa 1 q, ac 
1=costante-—> [1- (1-3+3) s| , 
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dove 
RENE LAI, 1 
I=1Fcosn — a °° 
Per il modello aperto si ottiene la stessa formula con 
= Cogo, 


74h n° pr 


2. Trovare i primi termini dello sviluppo del numero di galassie contenute 
in una « sfera » di raggio dato come funzioni dello spostamento verso il rosso 
sulla frontiera della sfera (si suppone che la distribuzione spaziale delle galassie 


sia omogenea). | 
Soluzione. II numero N delle galassie che si trovano ad una « distanza » 


< x è (per il modello chiuso) 
x 
N = costante- | sen? y dy = costante-y3. 
0 


Sostituendo in questa espressione i due primi termini dello sviluppo della fun- 
zione %(z), otteniamo: 


N=costante -23 [1-3 (249) 2 | 


In questa forma, l’espressione ottenuta è valida anche per il modello aperto. 


$ 115. Stabilità gravitazionale dell’ Universo isotropo 


Esaminiamo la questione che riguarda il comportamento delle 
piccole perturbazioni nel modello isotropo, cioè la sua stabilità 
gravitazionale (E. M. Lifsic, 1946). Ci limiteremo qui allo studio 
delle perturbazioni in regioni di spazio relativamente piccole, 
cioè in regioni le cui dimensioni lineari sono piccole rispetto al 
raggio a'!). In ogni regione di questo tipo la metrica spaziale può 
essere considerata in prima approssimazione come euclidea, cioè la 
metrica (111,8) o (111,12) va sostituita con la metrica 


di? = a? (n) (de? + dy? + d2°), (115,4) 


dove x, Y, 2 sono coordinate cartes iane misurate prendendo come 
unità il raggio a. Per coordinata temporale useremo, come prima, 
la variabile mn. 

Senza perdere in geneialità, descriveremo il campo pertur- 
bato, come già fatto precedentemente, in un sistema di rife- 
rimento sincrono, cioè imporremo alle variazioni 6g;, del ten- 
sore metrico le condizioni 6g00 = $g0,= 0. Date queste condizioni, 
facciamo variare l'identità g;,u'u' = 1 (tenendo presente che i 


1) Per uno studio più dettagliato di questa questione, nonché per uno stu- 
dio delle perturbazioni in regioni di dimensioni confrontabili con a si veda Adv. 
of Phys. 12, 208 (1963). 
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valori imperturbati delle componenti della 4-velocità della 
materia sono u®° = 1/a e u*=0’)). Otteniamo come risultato 
Eoou98u® = 0, da cui 6u° = 0. Quanto alle perturbazioni du*, 
esse sono generalmente non nulle, e quindi il sistema di riferimento 
non è più un sistema in moto solidale. 

Indichiamo le perturbazioni del tensore metrico spaziale con 
hag = SVag = — O8ap- Si avrà allora 6y* = —h%8 dove l’innal- 
zamento degli indici di h,g è fatto con la metrica imper- 


turbata Yas- 
In approssimazione lineare, le perturbazioni piccole di un campo 


gravitazionale soddisfano le equazioni 


seri —6i6r=E sr}. (115,2) 


c4 
In un sistema di riferimento sincrono le variazioni delle com- 
ponenti del tensore energia-impulso (94,9) sono: 


STÈ=- 6È6p, STé=a(p+e)8u%, 6&T$=de. (115,3) 


Essendo le 6e e ép piccole, possiamo scrivere èp = ca 6e ed ottenere 


le relazioni 
STi= — she sT0. (115,4) 


Le formule per 8R} si può ottenere facendo variare le espres- 
sioni (97,10). Poiché il tensore metrico imperturbato è ag = 
= a%ag, allora i valori imperturbati sono 

2a 2a' 2a 
KaB 7 VaB=<2 Va: xi => de 
dove il puntino indica la derivazione rispetto a ct, e l’apice la 
derivazione rispetto a n. Le perturbazioni delle grandezze x,p 0 xì = 
= XayYYP sono: 


6Kap = Rap = z hag; bxt = — hblxay + rho, = h 


dove hÈ = Yhyy. I valori imperturbati del tensore tridimensiona- 


le PÈ per la metrica euclidea (115,1) sono nulli. Le variazioni spÈ 
si calcolano secondo le formule (108,3) e (108,4); è evidente che 
spò sì esprimono mediante èy,g come il tensore quadridimensionale 
6R;, si esprime mediante $g;,, dove tutte le operazioni tensoriali 
si fanno nello spazio tridimensionale con la metrica (115,1); poiché 
questa metrica è euclidea, tutte le derivazioni covarianti si riducono 


1) In questo paragrafo indicheremo i valori imperturbati delle grandezze 
con lettere senza l’indice ausiliario (0). 
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a derivazioni ordinarie rispetto alle coordinate x* (mentre le deriva- 
zioni controvarianti richiedono anche la divisione per e). Detto 
questo (e passando ovunque dalle derivate rispetto a £ alle deri- 
vate rispetto a mn), otteniamo con semplici calcoli: 


SRi=—2 (he 4+ netti) 
4 ” ’ ge AT 
ae e Tah'dî, (145,5) 


1 n "on 1 ’ 
BRo= — 398” -3ol , SR0= 77 (0*—hg' A) 


(£ = ha). Qui gli indici inferiori e superiori preceduti dalla virgola 
indicano le derivazioni ordinarie rispetto alle coordinate 2% (con- 
tinuiamo a scrivere gli indici in alto e in basso per conservare 
uniformità). 

Le equazioni definitive per le perturbazioni di &È si ottengono 
sostituendo nella (115,4) le componenti di ST espresse mediante 
SR secondo la (115,2). Conviene scrivere le equazioni ricavabili 
dalla (115,4) per a #f e per contrazione degli indici ac, f. 
Queste equazioni hanno la forma: 


(A+ nerd — E —h6Y) +1 +2 AE =0, as&B, 

1 d 7) ’ ; d 

3 (53-43) (1+33E) +2"+%8£(2+39)=0. (115,0) 
Le perturbazioni della densità e della velocità della materia si 
possono determinare dalle grandezze note 4 con l'aiuto delle for- 


mule (115,2) e (115,3). Otteniamo cosi la variazione relativa della 
densità: 


dia 7 (8R3— >58)= 


E n 


p,a Ù , 
iGha (1É sp—ha s+0#]. (115,7) 


Tra le soluzioni delle equazioni (115,6) ci sono soluzioni che 
si possono eliminare con una semplice trasformazione del sistema 
di riferimento (senza violarne il carattere sincrono) e, di conseguen- 
za, non rappresentano un cambiamento fisico reale della metrica. 
La forma di tali soluzioni può essere stabilita a priori con l’aiuto 
delle formule (1) e (2) ottenute nel problema 3 del $ 97. Sostituendo 
in quelle equazioni i valori imperturbati yag = @°6xg, otteniamo 
le seguenti espressioni per le perturbazioni fittizie della metrica: 


n= fot | E+-S fo + (fa + a) (115,8) 
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dove fo, fa sono funzioni arbitrarie (piccole) delle coordinate z, y, z. 
Poiché la metrica nelle piccole regioni dello spazio che consi- 
deriamo è supposta euclidea, la perturbazione arbitraria in ciascuna di 
queste regioni può essere decomposta in onde piane. Prendendo x, y, z 
.come coordinate cartesiane, misurate in unità a, possiamo scrivere 
il fattore spaziale periodico delle onde piane nella forma ein", dove 
n è un vettore adimensionale che rappresenta il vettore d’onda 
misurato in unità 1/a (il vettore d'onda è k = n/a). Se abbiamo una 
perturbazione in una regione dello spazio di dimensioni —!, nello 
sviluppo entreranno, in generale, onde di lunghezza 4 = 2za/n —+ L. 
Limitandoci alle perturbazioni nelle regioni di dimensioni / «€ a, 
supponiamo con ciò il numero n abbastanza grande (n > 2a). 

Le perturbazioni gravitazionali si possono suddividere in tre 
tipi. Questa classificazione si riduce alla determinazione dei tipi 
possibili di onde piane che possono rappresentare il tensore sim- 
metrico A,p. Si ha la seguente classificazione: 

1. Con la funzione scalare 


Q= ein (115,9) 
si può formare il vettore P = nQ e i tensori!) 
B 

o=4 80, Pe=(106—22r)0. (145,10) 


A tali onde piane corrispondono perturbazioni in cui è sog- 
getto a variazioni non soltanto il campo gravitazionale ma 
anche la velocità e la densità della materia, cioè abbiamo il caso 
di perturbazioni accompagnate da compressioni o espansioni 
della materia. La perturbazione di hÈ si esprime allora mediante 
i tensori oÈ e PÈ, la perturbazione della velocità mediante il vetto- 
re P, e la perturbazione della densità mediante lo scalare Q. 

2 Con l’onda vettoriale trasversale 


S=seinr, sn=0, (415,11) 


si può formare il tensore (r8S, + n4S$8); uno scalare corrispondente 
non esiste perché nS = 0. A tali onde corrispondono le perturba- 
zioni nelle quali sono soggetti a variazione il campo gravitazionale 
e la velocità, e non la densità della materia; si possono chiamare 


perturbazioni di rotazione. 
3. Si ha infine l’onda trasversale tensoriale 


GÈ=gheinr, gîng=0. (115,12) 


Con essa non si può formare né un vettore né uno scalare. A tali 
onde corrispondono le perturbazioni del campo gravitazionale nelle 


1) Scriviamo gli indici superiori ed inferiori delle componenti del vettore 
cartesiano ordinario n solo per uniformità. 
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quali la materia resta immobile e distribuita in modo uniforme 
nello spazio. In altri termini, queste sono le onde gravitazionali 
nell'Universo isotropo. 

Le più interessanti sono le perturbazioni del primo tipo. Poniamo 


hi,=A (n) PE+u(m)QÈ, h=pQ. (115,13) 
Dalla (115,7) per la variazione relativa sg densità si ha 

ò 

Pr [PA m+ E]. (145,14) 


Le equazioni che determinano le funzioni À e u si ottengono 
sostituendo le (115,13) nella (115,6): 


4218-12 (A+ p)=0, 
; LA n° dp 
p+u (2432) +7 A+n)(1+37)= 
Queste equazioni hanno innanzitutto i seguenti due integrali par- 


ticolari corrispondenti alle variazioni fittizie della metrica che possono 
essere eliminate con una trasformazione del sistema di riferimento: 


(115,45) 


À = —py = costante, (115,16) 
d d 3a' 
ir (fn, pare ( Mt (115,17) 


(il primo si ricava dalla (115,8) scegliendo ff, = 0, fa = Pa; il 
0). 


secondo scegliendo fo = Q, fa = 
Per gli stadi iniziali dell’ ‘espansione dell’ Universo, quando la 
materia è descritta dall’equazione di stato p = e/3, si ha ax am, 
«& 1 (sia nel modello aperto che in quello chiuso). Le equazio- 
ni (115,15) assumono la forma 


W+4ÉEN A+ )=0, w+T + + u)=0. (145,18) 


È istruttivo esaminare queste equazioni nei due casi limite per 
il rapporto tra le due grandezze elevate n e 4/m. 

Supponiamo dapprima che il numero nr non sia troppo grande 
{o n sia abbastanza piccolo), in modo che nn «€ 1. In questo caso, 
nell’approssimazione in cui sono valide le equazioni (115,18) tro- 
viamo: 


n= +0, (147), u=—FOm+ (1-7). 


dove Ci, Cs sono costanti; sono escluse qui le soluzioni del tipo 
(115,16) e (115,17) (nel caso presente sono soluzioni, nelle quali 
)À — pn = costante e 4 + up 1/n?). Calcolando inoltre Se/e con 
le (115,14) e (112,15), in le seguenti espressioni per le 
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perturbazioni della metrica e della densità: 


C 
ni, =" PE + C» (08 + PÉ), 


2 
Se 2 (Cm+Cm)Q per p=->, n<4. (115,19) 

Le costanti C, e C, debbono soddisfare determinate condizioni 
che esprimono il fatto che la perturbazione è piccola nell’istante no 
in cui si manifesta: si deve avere 4È «1 (da cui A <1, u<«K 1) 
e de/e « 1. Applicate alla (115,19) queste condizioni conducono alle 
disuguaglianze C, « no, Ca & 1. 

Le espressioni (115,19) contengono termini che crescono in un 
Universo in espansione proporzionalmente alle diverse potenze del 
raggio a = am. Questo non può far diventare grande la pertur- 
bazione: se nella formula (115,19) si considera l’ordine di gran- 
dezza per n — 1/n, si vede che (in virti delle disuguaglianze 
ottenute sopra per C, e C:) le perturbazioni restano piccole persino 
al limite superiore di validità di queste formule. 

Supponiamo ora che il numero r sia tale che nn > 1. Risolvendo 
le equazioni (115,18) in questa ipotesi, troviamo che i termini 
principali in 4 e u sono uguali a!): 


i= - La=costante-L ein Vi, 
2 n? 
Di qui per le perturbazioni della metrica e della densità troviamo: 
hî=p323 (Pi 208) eil vi, 2 E Qel ri 
1 
perp=->3, +—Kn<KI, (115,20) 


dove C è una costante complessa che soddisfa la condizione | C | € 1. 
La presenza del fattore periodico in queste espressioni è del tutto 
naturale. Per n grandi abbiamo il caso di una perturbazione la cui 
periodicità spaziale è determinata da un vettore d’onda grande % = 
= n/a. Tali perturbazioni debbono propagarsi come onde sonore 
alla velocità 


Da CR' ri 
— V dere) V3° 


La parte temporale della fasa è determinata, come nell'acustica 
geometrica, dall’integrale | Ru dt = nn/V3 di valore elevato. 


1) I} fattore 1/n? è il primo termine dello sviluppo in serie di potenze di 
1/nn. Per determinarlo in questo caso, bisogna considerare simultaneamente i due 
primi termini dello sviluppo [il che è ammesso dalla precisione delle 
equazioni (115,18)]. 
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Come si vede, l'ampiezza della variazione relativa della densità 
resta costante, mentre l’ampiezza della metrica decresce come 47? 
quando l’Universo si espande’). 

Consideriamo inoltre gli stadi più avanzati dell’espansione, 
quando la materia è rarefatta a tal punto che si può trascurarne la 
pressione (p = 0). Ci limiteremo qui al caso delle n piccole, corri- 
spondenti agli stadi dell'espansione quando il raggio a è ancora 
piccolo rispetto al suo valore attuale, ma la materia è ormai abba- 
stanza rarefatta. 

Per p=0en<1,si ha a agn?/2, ele equaziono (115,15) 
assumono la forma 


” 4 , n% TU 4 , n° 
À Lari —3(A+4)=0, urea +3 (A+4)=0. 


Le soluzioni di queste equazioni sono: 


C C 
R+p= 20,2, Ap (Gia), 


Calcolando quindi 8e/e [con l'aiuto delle (115,14) e (112,12)], tro- 
viamo: 


2n?2Ca 
hi =C1(Pi+08) +5" (PE—Q6) per n<+, 
2C 
ni =<Ti nin? (PE— 08) +225° (PE— 08) por d<n<1, (115,24) 
de __(Cinîn?, Con 
= (+) 0 


Si vede che 8e/e contiene un termine che cresce proporzional- 
mente ad a?). Se però nn € 1, de/e non diventa grande neanche 
per n — 1/n, poiché C, « 1. Se invece nr > 1, allora pern- 1 
la variazione relativa della densità diventa dell’ordine di C,r?, 
mentre il fatto che la perturbazione iniziale sia piccola richiede che 
C,nîn? < 1. In tal modo, sebbene le perturbazioni crescano len- 
tamente, l'aumento generale può essere notevole e, di conseguenza, 
la perturbazione può diventare relativamente grande. 


1) È facile provare che (per p= e/3) rn L/A, dove L - u/Vkele. 
È naturale che la lunghezza caratteristica L, che determina il comportamento 
delle perturbazioni di lunghezza d'onda A« a, è costruita a partire dalle sole 
grandezze « idrodinamiche »: la densità della materia e&/c? e la velocità del suono 
in essa u (e la costante gravitazionale 4). Notiamo che il crescere delle perturba- 
zioni ha luogo per 4 > L [nella (1415,19)]. 

2) Da un’analisi più particolareggiata, che tiene conto della pressione pic- 
cola p (e), risulta che la possibilità di trascurare la pressione esige che sia osser- 
vata la condizone unn/c« 1 (dove u= cVdp/de è la velocità minore del suono); 
è facile provare che in questo caso essa coincide con la condizione A > ZL. In tal 
modo, Li crescere delle perturbazioni ha sempre luogo se ) > L. 
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In modo analogo si possono esaminare le perturbazioni del 
seconda e del terzo tipo citato. Tuttavia si possono trovare le leggi 
di smorzamento di queste perturbazioni anche senza calcoli detta- 
gliati, partendo invece dalle semplici considerazioni seguenti. 

Se in una piccola parte della materia (di dimensioni lineari /) 
ha luogo una perturbazione rotazionale con la velocità 6v, allora il 
momento angolare di questa parte è -—(e/c?) 13./-v. Quando l'Uni- 
verso si espande, / cresce proporzionalmente ad «, ed £ decresce 
come a7? (nel caso in cui p = 0) oppure come a* (per p = 8/3). 
In virtù della conservazione del momento angolare si ha quindi 


èv= costante per p=<, 

Infine, la densità d’energia delle onde gravitazionali deve de- 
crescere per un Universo in espansione come a7*. D'altra parte, 
questa densità si esprime mediante la perturbazione della metrica 
come —k? (hÈ)?, dove % = n/a è il vettore d'onda della perturbazio- 
ne. Ne segue che l'ampiezza di una perturbazione del tipo 
dell'onda gravitazionale considerata decresce col tempo come 1/a. 


vo + per p=0. (115,22) 


$ 116, Spazi uniformi 


L'ipotesi della uniformità e della isotropia dello spazio deter- 
mina completamente la sua metrica (lasciando arbitrario solo il 
segno della curvatura). L'ipotesi della sola uniformità dello spazio, 
senza alcuna simmetria supplementare, lascia un arbitrio note- 
volmente maggiore. Esaminiamo il problema di quali possono essere 
le proprietà metriche dello spazio uniforme. 

Si tratterà quindi della metrica spaziale considerata ad un istante 
dato t. Si suppone inoltre che il sistema di riferimento spazio-tem- 
porale sia sincrono, in modo che £ sia l’unico tempo sincronizzato per 
tutto lo spazio. 

L'uniformità significa che le proprietà metriche sono le stesse in 
tutti i punti dello spazio. La definizione esatta di questo concetto 
è legata allo studio dell’insieme delle trasformazioni di coordinate 
che fanno coincidere lo spazio con se stesso, cioè lasciano invariata 
la metrica: se prima della trasformazione l'elemento di lunghezza è 


dl? = Vag (i, 22, x3) dr* dal, 
dopo la trasformazione lo stesso elemento diventa 
di*= vag (14, x°2, x'3) dr'“ dr'B 


con la stessa dipendenza funzionale yag dalle nuove coordinate. 
Lo spazio è uniforme se esso ammette un insieme di trasformazioni 
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(0, come si dice, un gruppo di movimenti) che permettono di far coin- 
cidere ogni suo punto dato con ogni altro punto. Poiché lo spazio 
è tridimensionale, ne risulta che le diverse trasformazioni 
del gruppo debbono essere determinate da tre parametri indipendenti. 

Cosî, in uno spazio euclideo l’uniformità è espressa dall’in- 
varianza della metrica per traslazioni parallele del sistema di 
coordinate cartesiane. Ciascuna traslazione è determinata da tre 
parametri, ossia dalle componenti del vettore di spostamento del- 
l'origine di coordinate. Tutte queste trasformazioni lasciano inva- 
rianti tre differenziali indipendenti (dz, dy, dz) i quali costituiscono 
appunto l’elemento di lunghezza. 

Nel caso generale di uno spazio uniforme non euclideo, le tra- 
sformazioni del gruppo dei movimenti lasciano invarianti anche le 
tre forme differenziali lineari indipendenti che, però, non sono 
differenziali totali di una funzione delle coordinate. Scriviamo 


queste forme nel modo seguente: 
el) dro, (116,1) 


dove l’indice latino (a) enumera i tre vettori di riferimento indipen- 


denti (funzioni delle coordinate). 
Con l’aiuto delle forme (116,1) la metrica spaziale, invariante 
rispetto al dato gruppo dei movimenti, sì costruisce come segue: 


di? = ma (el dx%) (ef de), (116,2) 


cioè il tensore metrico è 
» 
Va = Mases eh ; (116,3) 


dove i coefficienti n», simmetrici rispetto agli indici a e d, sono 


funzioni del tempo. 
In tal modo, siamo giunti alla rappresentazione « ternaria » 


della metrica spaziale mediante una terna di vettori di riferimento; 
a questa rappresentazione sono applicabili tutte le formule ottenute 
nel $ 98. Inoltre, la scelta dei vettori di riferimento è dettata dalle 
proprietà di simmetria dello spazio; questi vettori, in generale, 
non sono ortogonali (quindi la matrice na, non è diagonale). 
Come nel $ 98, accanto alla terna di vettori e. introduciamo 


la terna di vettori reciproci ef per i quali 
erre = e eee =. (116,4) 


Nel caso tridimensionale il legame tra gli uni e gli altri vettori può 
essere rappresentato in maniera esplicita come segue: 


1 1 1 
en= fede], e) = + [elet], ey= + [eHeld], (116,5) 
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dove 
v=| e |= (600) [eVeld)]), 


e dove bisogna interpretare ea) ed e‘ come i vettori cartesiani 
di componenti et) ed ef”. Il determinante del tensore metrico 


(116,3) è 
y= mv, (116,6) 
dove n è il determinante della matrice nas. 
L'invarianza delle forme differenziali (116,1) significa che 
e (x) de" = el (2) dr'<, (116,7) 


dovele e in ambedue i membri dell'uguaglianza sono sempre le 
stesse funzioni delle coordinate, rispettivamente, vecchie e nuove. 


Moltiplicando questa uguaglianza per el, (x), sostituendo dz'f = 
= (0xr'B/0x%) dax% e confrontando i coefficienti dei differenziali iden- 


tici dr*, otteniamo: 


dx È Ù 
a = €) (2°) 2 (2). (116,8) 


Queste uguaglianze rappresentano un sistema di equazioni diffe- 
renziali che determinano le funzioni xi (x°f) secondo i vettori di 
riferimento dati!). Perché le equazioni (116,8) siano integrabili, 
esse debbono soddisfare identicamente le condizioni 


02x'8 02x'È 
0x*dxY — 65) d0x% 


Calcolate le derivate, otteniamo: 
deb, (2) 8, de (2) 9 
an), et) (1) L_ ela) (€ JGCITE 


dr'° dr 
ded (2) del (2) 
= ela (0) —_ —<* 
dx dx) 


Moltiplicando i due membri dell'uguaglianza per eré (2) e() (2) ep (2°), 
trasportando la derivazione da un fattore all’altro e tenendo 


1) Per le trasformazioni del tipo x'f= 4 EP, dove EF sono grandezze picco- 
le, dalla (116,8) si ricavano le equazioni 


B b 
DE presto la). (116,82) 
d0r* dr° 


Tre soluzioni linearmente indipendenti di queste equazioni EA) (b=1,2, 3) 
AEnzno le trasformazioni infinitesime del gruppo dei ihovimenti dello spazio. 
I vettori Eh, sono detti vettori di Killing (vedi la nota alla pag. 359). 
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conto della (116,4), nel primo membro otteniamo: 
deb, (x' 0. (x 
ei @)| ea) (T°) 6 fe (1) 0 | 


pas dl ()_ ra a) (2°) 


del) (2°) def! ) (2°) 
__ r\ ,6 ’ (a) - 
=) (7) Ca @)| PRI, | 


e nel secondo membro la stessa espressione come funzione di x. 
Poiché x ed x’ sono arbitrarie, queste espressioni debbono ridursi 
a delle costanti: 


del deb? 
0x8 dx” 


et = Ca (116,9) 
Le costanti C°a» si chiamano costanti di struttura del gruppo. Molti- 
plicata per e), l’espressione (116,9) può essere scritta nella forma 


de) de) 
a (d) p (a) __fe_V 
E (a) psca —- €(6) vrò = C abE(c)- (116,10) 


Queste sono le condizioni cercate di uniformità dello spazio. 
L'espressione del primo membro dell'uguaglianza (116,9) coincide 
con la definizione delle grandezze a» (98,10), le quali risultano 
quindi costanti. 

Per definizione, le costanti di struttura sono antisimmetriche 
rispetto agli indici inferiori: 


Coli (116,11) 


Si può ottenere per esse ancora una condizione, notando che l’ugua- 
glianza (116,10) è equivalente alla regola di commutazione 


[Xay Xo] = XxXbr- XbXa= Calc (116,12) 
per gli operatori differenziali lineari!) 
d 
Xa= ta 7a' (116,13) 


Allora la relazione citata scaturirà dall’identità 
{[X a, Xol, Xol + I{Xg, Xol, Xal + IX, Xal, X3] = 0 
(detta l'identità di Jacobi) ed assumerà la forma 
C'apl°4+ C'rel'a1 + C'cal5=0. (116,14) 


1) Nella teoria matematica dei gruppi continui (o gruppi di Lie) gli opera- 
tori, che soddisfano le condizioni del tipo (116,12), si chiamano generatori del 
gruppo. A scanso di equivoci che possono sorgere dal confronto con altri testi, 
osserviamo però, che la teoria sistematica dei gruppi continui è basata, di 


regola, sui generatori definiti a partire dai vettori di Killing: X, = &(9/92°. 
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Un determinato vantaggio rispetto alle costanti con tre indici 
Cè», è dato dalle grandezze con due indici che si ottengono per 
trasformazione duale 


C°ap= Caral*, (116,15) 


dove epc = e°°° è il tenssore unitario completamente antisimmetrico 
(e dove e23 = +41). Le regole di commutazione (116,12) con Je nuove 
costanti si scrivono nella forma 


edeX,X.=C°X;. (116,16) 


Della proprietà (116,11) si tiene già conto nella definizione (116,15), 
mentre la proprietà (116,14) assume la forma 


ercaCIC0" = 0. (116,17) 


Osserviamo anche che la definizione (116,9) per le grandezze C°° 
può essere rappresentata sotto forma vettoriale: 


C= 1 e0rote®. (116,18) 
v 


dove le operazioni vettoriali si eseguono come se le coordinate x 
fossero cartesiane. 

E ovvio che la scelta dei tre vettori di riferimento nelle forme 
differenziali (116,1) (e anche degli operatori X,) non è univoca. 
Queste grandezze possono essere sottoposte a qualsiasi trasformazione 
lineare a coefficienti costanti: 


€.) = Alber) (116,19) 


Rispetto a tali trasformazioni le grandezze na, e C°° si comportano 
come tensori. 

Le condizioni (116,17) sono le uniche alle quali debbono soddisfa- 
re le costanti di struttura C°°. Tra le combinazioni di costanti, ammes- 
se da queste condizioni, ci sono però combinazioni equivalenti, 
nel senso che la differenza è dovuta esclusivamente alle trasforma- 
zioni (116,19). La questione concernente la classificazione degli spazi 
uniformi si riduce alla determinazione di tutte le combinazioni 
non equivalenti delle costanti di struttura. Ciò si può fare se si ri- 
corre alle proprietà « tensoriali » delle grandezze C°®’, applicando 
il seguente semplice metodo (C. G. Behr, 1962). 

Si può decomporre il «tensore» non simmetrico C°° nelle parti 
simmetrica ed antisimmetrica. Indichiamo la prima parte con n°°, 
ed esprimiamo la seconda parte mediante il suo « vettore » duale a.: 


C° = n9° + eg... (116,20) 


La sostituzione di questa espressione nella (116,17) conduce alla 
condizione 


n°°an=0. (116,21) 
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Il « tensore » n°° può essere ridotto con le trasformazioni (116,19) 
agli assi principali; siano n,, nz, nz i suoi valori principali, 
L'uguaglianza (116,21) mostra che il « vettore » a, (se esiste) giace 
su quell’asse principale del « tensore » n°°, cui corrisponde il valore 
principale uguale a zero. Senza perdere in generalità, si può quindi 
porre a, = (a, 0, 0). Allora la (116,21) si riduce ad an, = 0, cioè una 
delle grandezze a o n, deve annullarsi. Le regole di commutazione 
(116,16) assumono allora la forma 
[X4, Ao] = — aXo + noX3, [Xo, Ag] = m4X1, [X3, Xi] = noXo +aX3. 

(116,22) 


À questo punto resta ancora un'’arbitrarietà nella scelta del segno 
degli' operatori X, e della scala (moltiplicazione per costanti). 
Ciò permette di cambiare contemporaneamente il segno di tutte 
le n, ns, n3 e di rendere positiva la grandezza a (se essa è differente 
da zero). Si possono anche trasformare tutte le costanti di struttura 
riducendole a +1, se almeno una delle grandezze a, n, n3 è uguale 
a zero. Se però tutte queste tre grandezze sono differenti da zero, 
le trasformazioni di scala lasciano invariato il rapporto a°/n,n3). 
Siamo dunque giunti alla seguente tabella di tipi possibili di 
spazi uniformi; le cifre romane della prima colonna indicano il 
numero che si suole usare secondo la classificazione di L. Bianchi 


(1918)?): 


Tipo | a | ni | ni | no 

I 0 0 0 0 

II 0 1 0 0 
VII 0 1 1 0 
VI 0 4 —1 0 
IX 0 1 4 1 
VIII 0 1 1{-1 
V 1 0 0 0 
IV 1 0 0 1 
VII a 0 1 1 
Me=4)\| lol al 


VI(a # 1) 


1) Ad essere rigorosi, per studiare le proprietà « tensoriali » di C°? oc- 


correrebbe introdurre nella definizione (116,15) il fattore V/m (cfr. indica- 
zione del $ 83 su come deve essere determinato un tensore unitario antisimme- 
trico rispetto alle trasformazioni arbitrarie delle coordinate). Non vogliamo però 
entrare qui in questi particolari: l’obiettivo che ci siamo proposti permette di 
dedurre le legge di trasformazione delle costanti di struttura direttamente dal- 
l'uguaglianza (116,22). 

2) Il parametro a assume tutti i valori positivi. I tipi corrispondenti rap- 
presentano di fatto famiglie ad un parametro di differenti gruppi, e la loro 
unificazione nei tipi comuni VI e VII è convenzionale. 
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Il tipo I è lo spazio euclideo; tutte le componenti del tensore 
spaziale di curvatura (vedi più avanti la formula (116,24)) si riducono 
a zero. Oltre al caso banale della metrica galileiana, si ha una 
metrica dipendente dal tempo che verrà esaminata nel paragrafo 
seguente. 

Il tipo IX contiene il caso particolare dello spazio a curvatura 
positiva costante. Questo spazio si ottiene se nell’elemento di 
lunghezza (116,2) si pone nas = $a5/44, dove 4% è una costante 
positiva. Infatti, il calcolo secondo la formula (116,24) con C! = 
= C* = C83 —= 1 (costanti di struttura del tipo IX) dà P.axs = 
= 1/28, e quindi 


b 
Pag = Pia) er eh) = 2 af 


il che corrisponde appunto allo spazio indicato (cfr. (111,3)). 

Analogamente, il tipo V contiene come caso particolare lo 
spazio a curvatura negativa costante. Infatti, ponendo na» = da/% 
e calcolando Pa) 0) secondo la formula (116,24) con C® = —C® = 
= 1, si ottiene 


Pa) (6) TT 20ab) Pag TENTA 2a 


il che corrisponde a una curvatura negativa costante. 

Mostriamo infine in che modo le equazioni di Einstein per un Uni- 
verso con spazio uniforme si riducono ad un sistema di equazioni 
differenziali ordinarie, contenenti solo funzioni del tempo. A questo 
scopo, bisogna sviluppere la parte spaziale dei quadrivettori e dei 
tensori quadridimensionali sulle terne di vettori di riferimento 
del dato spazio: 


(a) 2a utelt) 


Ria) = Rape(ey®» Rocy= Rose, U 
dove tutte queste grandezze sono ormai funzioni della sola #; anche 
le grandezze scalari: la densità d’energia e e la pressione della matée- 
ria p sono funzioni del tempo. 

Le equazioni di Einstein nel sistema sincrono si esprimono secon- 
do le (97,11), (97,12), (97,13) mediante i tensori tridimensionali 
*ap © Pag. Per il primo tensore abbiamo semplicemente 


Mia) (®) = Mad AO} = Na! (116,28) 


(il puntino indica la derivazione rispetto a t). Per quanto concerne 
le componenti di Pg) 6), @S9e si possono esprimere mediante le 
grandezze na» € le costanti di struttura del gruppo applicando la 
(98,14). Dopo la sostituzione delle grandezze a tre indici X°%e = Ce 


32* 
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con C°° a due indici e dopo alcuni calcoli!) otteniamo: 
PE = (20% Cad + C®Caa + CC sa — Cla (C++ 
+82 [(C%a)?— 2C%Ca;]} (116,24) 
Abbiamo qui, in base alla regola generale, 
Ca = MacC°®, Cab = MacMvaC°®. 


Osserviamo anche che le identità di Bianchi per il tensore tridi- 
mensionale Pg nello spazio uniforme assumono la forma 


PaC°oa + Pala =0. (116,25) 


Le espressioni definitive per le componenti «ternarie » del 
4-tensore di Ricci sono”): 


0 db 1 
Ro=—- x{a) go OLE 
i 
Riay= — 5 #8) (Cva — Bal ae); (116,26) 
(D) 1 — _(0)\° b) 
Ra=— gg (Viso) — Pio). 
2Vn 


Sottolineiamo che per scrivere le equazioni di Einstein non c'è 
quindi bisogno di utilizzare le espressioni esplicite dei vettori di 
riferimento come funzioni delle coordinate. 


$ 117. Modello anisotropo piatto 


Il solo fatto che il modello isotropo sia adeguato per la descri- 
zione della recente evoluzione dell'Universo, non permette di conclu- 
dere che questo modello sia ugualmente adeguato per la descrizione 
dell’evoluzione iniziale, cioè in vicinanza di una singolarità tem- 
porale. Questo problema verrà trattato dettagliatamente nel $ 119, 
mentre in questo paragrafo e nel seguente saranno considerate 
preliminarmente le soluzioni delle equazioni di Einstein, che pos- 
seggono anche un punto singolare rispetto al tempo, ma di tipo 
profondamente differente (dalla singolarità di Fridman ). 

Cercheremo una soluzione nella quale tutte le componenti del 
tensore metrico siano, mediante una scelta opportuna del sistema 


1) Nelle quali si usano le formule 
MadMbeNicsed! = Neaver Cappotti = 8589-0085. 
î) Le derivate covarianti di x. y* che entrano in Rù, si trasformano con 
l’aiuto della formula citata nella nota alla pag. 385. 
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di riferimento, funzioni di una sola variabile, ossia del tempo 2° = 
= £!), Un tale problema è stato già affrontato nel $ 109, dove, però, 
è stato esaminato il caso in cui il determinante | xs | fosse nullo. 
Considereremo ora questo determinante come diverso da sero. 
Come è stato indicato nel $ 109, in questo caso si possono porre tutte 
le g0, = 0, senza compromettere la generalità. Possiamo inoltre 
effettuare sulla variabile # la trasformazione V g00 dé in modo da 
ridurre go all'unità; di conseguenza, otteniamo un sistema di rife- 
rimento sincrono, dove 


800= 1, goa=0, f&a8= — Vap(?). (117,1) 


Possiamo ora utilizzare le equazioni di Einstein nella forma 
(97,11), (97,12), (97,13). Poiché le grandezze yYag, e con esse le com- 


ponenti del tensore tridimensionale %xg = Yap non dipendono dalle 
coordinate 7%, si ha allora Rox = 0. Per la stessa ragione Pag =" 0, 
e, di conseguenza, le equazioni del campo gravitazionale nel vuoto 
si riducono al seguente sistema: 


44 ng =0, (117,2) 
- (V7aB))=0 (117,3) 
Vi 
Dalla (117,3) segue che 
Vv =228, (117,4) 


dove AÈ sono grandezze constanti. Contraendo gli indici a e f, 
otteniamo: 

v_ 2 

Li ha 


(92 
Ka = — =—%2 


v Vi 


da cui si vede che y = costante #?. Senza compromettere la generalità, 
si può porre costante = 1 (che si ottiene con una semplice modifica 


della scala delle coordinate x%); si ha allora X& = 1. La sostituzione 
della (117,4) nell’equazione (117,2) dà ora la relazione 


ARM =1g (117,5) 


che lega tra di loro le costanti 2. 

Abbassando quindi l’indice f nella (117,4), scriviamo queste 
uguaglianze sotto forma di un sistema di equazioni differenziali 
ordinarie rispetto a Yap: 


© 2 
Van = + daYyp (117,6) 


1) Per semplificare la scrittura delle formule, nei $$ 117-118 poniamo c = 1. 
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L'insieme dei coefficienti AZ può essere considerato come la matrice 
di una certa trasformazione lineare. Con una trasformazione lineare 
appropriata delle coordinate x!, x*, x? (o, ciò che è equivalente, delle 
grandezze g15, £26, £3p) si può, in generale, ridurre questa matrice 
alla forma diagonale. Indichiamone gli antovalori con p,, p:, P3 
e supponiamoli per ora reali e diversi (per altri casi si veda più 
avanti); siano n‘, n‘®, n‘® gli autovetlori normalizzati. Si può 
allora rappresentare la soluzione delle equazioni (117,6) nella forma 


Vas = n 4A nOn (117,7) 


(i coefficienti costanti delle potenze di f si possono ridurre ad uno 
con una scelta appropriata della scala delle coordinate). Scegliendo 
infine le direzioni dei vettori n°, n‘®, n‘® come direzioni degli 
assi (chiamiamole x, y, z), riduciamo la metrica alla forma 


dst= dit — 1991 gr Pr 09 dre. (117,8) 


(E. Kasner, 1922). Qui p;, P2, Pz sono tre numeri arbitrari che 
soddisfano le due relazioni: 


P1+ P.+P3=1, Pi+pi+pi=1 (117,9) 


(la prima segue da —g = #”, la seconda si ottiene quindi dalla 
(117,5)). 

I tre numeri pi}, ps», P3 non possono ovviamente avere valori 
identici. L’uguaglianza di due di essi ha luogo nelle terne 
(0, 0, 1) e (—1/3, 2/3, 2/3). In tutti gli altri casi i numeri pi, pz, Ps 
sono diversi e, inoltre, uno di essi è negativo e gli altri due sono 
positivi. Se li scriviamo nell’ordine p, < p, < p3, i loro valori 
saranno compresi negli intervalli 


-PKUSI, 0<n<i. 4ZPKA (117,10) 


In tal modo, la metrica (117,8) corrisponde ad uno spazio uni- 
forme piatto, ma anisotropo, dove tutti i volumi crescono (al 
crescere del tempo) proporzionalmente a t e dove le distanze lineari 
lungo due assi (Y, 2) aumentano mentre lungo un altro (x) diminuisco- 
no. L’istante t = 0 è il punto singolare della soluzione; la metrica 
ha in esso una singolarità non eliminabile con nessuna trasforma- 
zione del sistema di riferimento, e gii invarianti del tensore di 
curvatura quadridimensionale diventano infiniti. Fa eccezione 
il caso in cui p,=p,=0, p3= 1; questi valori corri- 
spondono al caso dello spazio-tempo piatto: la trasformazione 
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tshz=$}, tchz= vt riduce la metrica (117,8) alla forma gali- 
leiana!). 

La metrica (117,8) è la soluzione esatta delle equazioni di Ein- 
stein per lo spazio vuoto. Ma in vicinanza di un punto singolare, 
per t piccolo, questa metrica rappresenta una soluzione approssi- 
mata (a meno dei termini dell’ordine di 1/t) delle equazioni, pur 
essendo la materia distribuita uniformemente nello spazio. La 
velocità e l'andamento della variazione della densità della materia 
sono determinati allora semplicemente dalle equazioni del moto 
in un campo gravitazionale dato, essendo l’influenza inversa della 
materia sul campo trascurabile. La densità della materia tende 
all'infinito per £ + 0, il che è in accordo col carattere fisico della 
singolarità (vedi problema è 


PROBLEMI 


4. Trovare la soluzione delle equazioni (117,6), corrispondente al caso in 


cui la matrice 26 ha un valore principale reale (p3) e due complessi (p,, e = 
= pt ip"). 

Soluzione. In questo caso la variabile 79, dalla quale dipendono tutte le 
randezze, deve avere un carattere spaziale; indichiamola con x° = x. Nella 
117,1) si deve avere quindi gog = —1. Quanto alle equazioni (117,2) e (117,3), 

esse restano invariate. 

I vettori n‘»bed n‘®) nella (117,7) diventano complessi: n°, ? = (n’ + in”)/V2 

dove n’ ed n” sono i vettori unitari. Orientando gli assi x1, x2, x* nelle direzioni 
n’, n”, n‘, otteniamo la soluzione nella forma 


, Ù IT ’ ; T 
— g14=£9,=x?P COS (20 In 2) i gu, = — 12? sen (2p ln 2) $ 


g33= —1°P3, —g=—g00|gag|=2, 
dove a è una costante (la quale non può essere ora eliminata con una scelta della 
scala lungo l’asse delle x, senza che non vengano cambiati altri coefficienti nelle 
espressioni scritte). I numeri p,, pg, ps soddisfano, come prima, le relazioni 
(117,9); inoltre, il numero reale p3 è o minore di —1/3 oppure maggiore di 1. 
2. Risolvere il problema 1 per il caso di due autovalori coincidenti 


(Pa = Ps). 


1) La soluzione del tipo (117,8) esiste anche nel caso in cui la sua variabile 
è spaziale; bisogna allora cambiare i segni in modo appropriato, per esempio: 


dst= Pi di3—dr3— 2 gy 23 da. 


Tuttavia, in questo caso esistono anche soluzioni di altro tipo che appaiono 
quando la matrice 14 nelle equazioni (117,6) ha autovalori complessi o coin- 
cidenti (vedi problemi 1 e 2). Nel caso della variabile temporale #, queste 
soluzioni risultano impossibili perche il loro determinante g non soddisfa la 
condizione necessaria g < 0. 

Citiamo infine un lavoro in cui è stata trovata una serie di soluzioni esatte 
delle equazioni di Einstein nel vuoto di tipi analoghi ma dipendenti da un 
numero maggiore di variabili: B. K.Harriso n, Phys. Rev. 116, 1285 (1959). 
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Soluzione. Come è noto dalla teoria generale delle equazioni differenziali 
lineari, in questo caso il sistema (117,6) può essere ridotto alla seguente forma 


canonica: 
. 2 3 2 . 2 À 
g11= hi Bit 82a= 22 Era» 839= "E Eat 7 E2a» &=2,3, 
z 
dove À è una costante. Per À = 0, si ritorna‘alla (117,8). Per A 4 0 si può porré 


= 4; allora 
2p 2p 2p 2p 
gu=—-£", g2a=0t%% 83a=4at *lne+ bag? 

Dalla condizione g33 = £33 troviamo ag = 0, «3 = by. Con una scelta appro- 
riata della scala lungo gli assi x? ed 2? riduciamo infine la metrica alla seguente 
orma: 

2p 2p 2 
dst= — dex (dr1)2 + 2x2 dr? d39 + °°? In È (d59)?. 


I numeri pi, ps possono avere i valori 1, 0 oppure —1/3, 2/3. 
3. In vicinanza del punto singolare £ = 0 determinare la legge di variazione 
con il tempo della densità di materia distribuita uniformemente nello spazio 


con la metrica (117,8). 
Soluzione. Trascuriamo l’influenza inversa della materia sul campo e par- 


tiamo dalle equazioni idrodinamiche del moto: 


1? (V=goui)=o0, 


V-=g dz 
du; 1 dgk1® dp dp 
(p+e) uf (i > ul ER) ii gh E, (1) 


contenute nelle equazioni mì. x=0 (vedi vol. VI, Idrodinamica, cap. XV). 
Quio è la densità dell’entropia; in vicinanza della singolarità è necessario 
ricorrere all’equazione di stato ultrarelativistica p = e/3, e si avrà allora 
3/4 
au e, 
Indichiamo i fattori temporali nella (117,8) con a = #91, b= tP2, c= tP8. 
Poiche tutte le grandezze dipendono soltanto dal tempo e poiché si ha V—g= 
= abc, le equazioni (1) danno: 


d 3/4\ __ dia de Na 
ETA (abc upe )=0, 4€ rasa Ua 73° 
Da cui 
abcupe>/* = costante, (2) 
ue!/* = costante. (3) 


In base alla (3), tutte le componenti covarianti u, sono grandezze dello 
stesso ordine. Tra le componenti controvarianti la maggiore è u? = uy/c? 
(per #t + 0). Conservando nell’identità u;uf = 1 solo i termini dominanti, otte- 
niamo perciò uf = ugsuz = (u3)?/® e poi dalle (2) e (3): 

E MM abi . Ua N Va, 
oppure 


eo e PtPa) _ pra) ua © AL (4) 
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Come c’era da aspettarsi, e tende all’infinito, quando t + 0, per tutti i valori 
di ps, tranne che per ps = 1, il che è dovuto al fatto che la singolarità nella 
metrica con gli indici (0, 0, 1) non ha un senso fisico. 

La validità dell’approssimazione utilizzata è verificata dalla valutazione 
delle componenti T% omesse nei secondi membri delle equazioni (117,2) e (117,3). 


I loro termini dominanti sono: 


-(1+p3) - 2(1-p3) 
, L) 


To — eu Dt 
-(1+2p,-P3) 
È) 


TI1_EMt 


-(1+P3) 


T3 — euunt T3- euzgu3 Mt 


Infatti, per t +0 tutti crescono più lentamente dei primi membri delle 
equazioni, che vanno invece come {-?. 


$ 118. Regime oscillatorio di avvicinamento 
ad un punto singolare 


Sull’esempio del modello dell'Universo con spazio uniforme 
del tipo IX studiamo una singolarità della metrica rispetto al tempo 
di arattere oscillatorio (V. A. Belinski, E. M. LifSic, I. M. Kha- 
latnikov, 1968). Vedremo nel prossimo paragrafo che tale carattere 
ha un significato abbastanza generale. 

Ci interesseremo al comportamento del modello in vicinanza 
di un punto singolare (che sceglieremo come origine del tempo, t = 0). 
Come nella soluzione di Kasner, esaminata nel $ 117, la presenza del- 
la materia non influisce sulle proprietà qualitative di questo com- 
portamento, e per semplificare lo studio supporremo lo spazio vuoto. 

Nella (116,3) supporremo diagonale la matrice may (t) e indiche- 
remo i suoi elementi diagonali con a?, b*, c*; indichiamo ora i tre 
vettori di riferimento e‘Pe‘®, e‘ con l, m, n. La metrica spaziale 
si scriverà allora nella forma 


Vap = a°lale + b°mamag + cnanp. (118,1) 
Per lo spazio del tipo IX le costanti di struttura sono!): 
CCC] (118,2) 
(dove: CC = CC = 1: 


1) I vettori di riferimento corrispondenti a queste costanti sono: 
1= (sen 73, — cos r3 sen zi, 0), m= (cos 23, sen 73 sen 24, 0) n= (0, cos 24, 1). 
, 


Le coordinate assumono i valori compresi negli intervalli: 0<%z1< n, 
0g r°<2a, 0<r<4n. Lo spazio è chiuso; il suo volume è 


Ve | VY da! dx? dr* = abc | sen xi dr! dx? dr3 =16n2abe. 


Per a = b= c, questo spazio diventa uno spazio a curvatura positiva costante 
di raggio di curvatura 2a. 
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Dalla (116,26) si vede che, date queste costanti e la matrice 
diagonale nas, le componenti Rfa) del tensore di Ricci si annullano 
identicamente nel sistema di riferimento sincrono. Secondo la 
(116,24) si annullano anche le componenti non diagonali Pad) 
Le altre componenti delle equazioni di Einstein danno per le fun- 
zioni a (t), b(t), c (t) un sistema di equazioni: 


De = ae (Wet 
Coe rs [a 9? — MI, (118,3) 
Mb i [lab 

CERCA, (118,4) 


(dove le (118,3) derivano da R(}) = 263) = 826) = 0; la (118,4) 
è l'equazione R$ = 0). 

Le derivate rispetto al tempo nel sistema di equazioni (118,3-4) 
assumono una forma più semplice, se in luogo delle funzioni a, bd, c 
si introducono i loro logaritmi a, Éf, vy: 


a=e% b=eb, c=e?, (118,5) 
e in luogo di # la variabile 7 definita da 
dit = abc dr. (118,6) 


Allora 
2a,4,7= (6° —c°)° — at, 
2B=(a— 2) —b, (118,7) 


2, sa (a° — b2)? — 4, 
3 (0+B+ = Bitter (118,8) 


dove l'indice 7 indica la derivazione rispetto a T. Sommando 
termine a termine le equazioni (118,7) e sostituendo nel primo 
membro la somma delle derivate seconde conformemente alla (118,8), 


otteniamo: 
2, aB, +, 7,e+ Be), = 4 (084 bi + 04— 2a952 — 20% — 2802). 
(118,9) 


Questa relazione contiene soltanto le derivate prime e rappresenta 
un integrale primo delle equazioni (118,7). 
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Le equazioni (118,3), (118,4) non possono essere risolte esatta- 
mente in forma analitica, ma in vicinanza del punto singolare 
è possibile uno studio qualitativo dettagliato. 

Osserviamo, innanzitutto, che in assenza dei secondi membri 
nelle equazioni (118,3) (oppure, il che è lo stesso, nelle equazio- 
ni (118,7)) il sistema avrebbe una soluzione esatta nella quale 


ani, b_tm, cutPn, (118,10) 


dove pr, Pm: Pn sono numeri legati dalle relazioni 
Pi+ Pm+ Pn= PÎ+ Pm +Ppn=1 (118,11) 


(un analogo della soluzione di Kasner (117,8) per lo spazio omogeneo 
piatto). Abbiamo indicato qui gli esponenti delle potenze con p,, 
Pm. Pn; Senza disporli in ordine crescente; conserviamo qui le 
notazioni p,, Ps, Ps, tratte dal $ 117, per le terne di numeri disposti 
nell'ordine p, < p,< pz e che percorrono i valori compresi negli 
intervalli (117,10). Questi numeri possono essere rappresentati sotto 
forma parametrica come segue: 


er. 4 4 
Pi TT Pelia ein. (118,12) 


Tutti i valori diversi di p,, ps, Ps (osservando l'ordine convenuto) si 
ottengono, quando il parametro u percorre i valori compresi nella 
regione u => 1. I valoriu<41 sono compresi nella stessa regione 


1 1 1 
Pi (+) = Pa (U), Pe: (+) =Ps(U), Ps (+) = 118,13) 
Nella fig. 25 sono rappresentati i grafici di p,, p>, pa in funzione 


di 1/u. 
Supponiamo che in un certo intervallo di tempo i secondi mem- 


bri delle equazioni (118,7) siano effettivamente trascurabili e che 
abbia luogo il regime kasneriano (118,10). Una tale situazione non 
può continuare indefinitamente (per £ +0), perché tra i termini 
indicati ci sono sempre quelli che crescono. Per esempio, se l'espo- 
nente nella funzione a (t) è negativo (p; = p1<0), la perturbazione 
del regime kasneriano sarà originata dai termini in a*, mentre gli 
altri termini decresceranno al diminuire di +. 

Conservando nei secondi membri della (118,7) soltanto questi 
termini, otterremo un sistema di equazioni: 


1 
Ca,15= ai 


p sat=Vt,1 = 03°, (118,14) 
33* 
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La soluzione di queste equazioni deve descrivere l'evoluzione della 
metrica a partire da uno stato « iniziale » nel quale!) essa è descritta 
dalle formule (118,10) con una determinata combinazione degli 
esponenti (dove p;< 0); siano p,= pi, Pm = Pa» Pn = Pa, in 
modo che 

a=t1, b=1{P2, c=1tP3 


(in queste espressioni i coefficienti di proporzionalità si possono 
porre uguali ad uno, senza pregiudicare la generalità del risul- 


Fig. 25 


tato che sarà ottenuto più avanti). inoltre, abc = t, t=Int+ 
+ costante; quindi, le condizioni iniziali per le equazioni 
(118,14) hanno la forma 


C&,1= Pi B.i =: Pa» YV,0= Pa 


La prima delle equazioni (118,14) ha la forma di una equazione 
del moto unidimensionale di una particella nel campo di una 
barriera di potenziale esponenziale dove « ha il ruolo di coordinata. 
Per questa analogia, al regime iniziale kasneriano corrisponde un 
moto libero a velocità costante a, , = p,. Respinta dalla barriera la 
particella riprenderà il suo moto libero con la stessa velocità ma 
di segno opposto: a , = —p;. Osserviamo anche che, in virtù 


1) Ricordiamo che esaminiamo qui l'evoluzione della metrica per t + 0; 
di conseguenza, le condizioni « iniziali » corrispondono ad un tempo successivo. 
e non precedente. 


COSMOLOGIA RELATIVISTICA 509 


delle tre equazioni (118,14), 


a +f,,= costante, a 4 y,;=Costante, 


di conseguenza, si vede che f_ , e y,x assumeranno i valori B x = 
= p, + 2P,; Y\\x= pa + 2p,. Determinando di qui a, f, ye # 
mediante la (118,6), otteniamo: 
—Pyt (p2+2p)T P3+ 2Pj)T (1+2p,)t 
ene tt, ebree DT, ev ePst?Pl" ine 1. 
cioè a — ti, br tPm, c- tPn, dove 


P3—-2| Pi] (118,15) 


,_ pl » ___2lpPi|—Ps a 
PITIZ2]A]' Pm =" 1--2]pi|" Pn = 1-2|pil u 


Ne segue che l’azione della perturbazione provoca il passaggio 
da un « regime kasneriano » ad un altro, e la potenza negativa di # sì 
sposta dalla direzione l alla direzione m: se era p;,<0, si ha ora 
Pm < 0. Nel processo di sostituzione la funzione a (#) passa per 
un massimo, e d (#) per un minimo: la grandezza b (#), decrescente 
prima, comincia a crescere, e la crescente a (#) comincia a decrescere, 
mentre la funzione c (t) continua a diminuire. La perturbazione 
stessa (i termini a4 nelle equazioni (118,7)), che prima cresceva, 
comincia a decrescere sino a risultare smorzata. Un'ulteriore evolu- 
zione della metrica, al crescere della perturbazione espressa dai 
termini b' nelle equazioni (118,7), condurrà in modo analogo ad 
un'altra sostituzione degli indici kasneriani, ecc. 

È comodo rappresentare la regola della successione degli espo- 
nenti (118,15) con l’aiuto della parametrizzazione della (118,12): 


se 
Pr= Pi (u), Pm = P2 (u), Pn = P3 (u), 
allora 
Pi = pa (u— 1), Pm= P1(U—1), Pn=pPp3(u— 1). (118,16) 


Resta positivo il maggiore dei due esponenti positivi. 

In questo processo di successione dei regimi kasneriani si può 
capire quale è il carattere dell’evoluzione della metrica nel processo 
di avvicinamento al punto singolare. 

Gli scambi successivi (118,16) nei quali l'esponente negativo 
(p;) si sposta tra le direzioni l ed m continuano fino a che non 
sarà esaurita la parte intera del valore iniziale di vu e nonsi avrà 
u<1. Il valore u<1 si trasforma in u >1 secondo la (118,13); 
in questo istante è negativo l’esponente p; 0 pm, mentre p, diventa 
il minore dei due numeri positivi (p, = ps). La serie successiva degli 
scambi sposterà ora l'esponente negativo tra la direzione n ed Il 
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oppure tra n ed m. Per un valore iniziale arbitrario (irrazionale) 
di u il processo di alternanza di regimi continua indefinitamente. 

Per una soluzione esatta delle equazioni, gli esponenti p,, psi Ps 
perdono, naturalmente, il significato letterale. Notiamo che questa 
circostanza conferisce alla definizione di questi numeri (e con essi 
al parametro u) una certa « indeterminazione », che, pur essendo 
piccola, toglie senso allo studio di valori privilegiati (ad esempio, 
razionali) di u. Per/questo ha un significato reale solo il caso gene- 
rale di valori arbitrari irrazionali di wu. 

In tal modo, il processo di evoluzione del modello verso il 
punto singolare è composto di serie successive di oscillazioni; 
durante ciascuna di queste serie le distanze lungo due assi spaziali 
oscillano, e lungo il terzo asse decrescono in modo monotono; il 
volume decresce secondo una legge circa propozionale a #. Passando 
da una serie ad un'altra, la direzione, lungo la quale le distanze 
decrescono in modo monotono, si trasferisce da un asse all’altro. 
L'ordine di questi passaggi acquista asintoticamente il carattere 
di un processo casuale. Lo stesso carattere assume anche l'ordine 
di alternanza delle lunghezze delle serie successive di oscillazioni 
(cioè dei numeri che cambiano in ogni serie di « regimi kasne- 
riani »)!) 

Le serie successive di oscillazioni si accumulano quando ci si 
avvicina al punto singolare. Tra un qualsiasi istante finale del 
tempo d’universo 7 e l'istante # = 0 è compresa un'infinità di oscilla- 
zioni. L'andamento temporale di questa evoluzione dato da una 
variabile naturale che non è il tempo stesso #, bensi il suo logaritmo, 
In #, secondo il quale l’intero processo di avvicinamento al punto 
singolare si estende a — co. 

Nell'’esporre la soluzione abbiamo semplificato sin dall’inizio 
il problema, supponendo diagonale la matrice na» (#) nella (116,3). 
L'introduzione di componenti non diagonali na, nella metrica non 
cambia il descritto carattere oscillatorio dell’evoluzione della 
metrica e della legge (118,16) di scambio degli esponenti pi, Pm; Pn 
delle epoche kasneriane che si alternano. Ma questa introduzione 


1) Se il valore « iniziale » del parametro u è uo = ko + zo (dove ky è un 
numero intero, ed x, < 1), la Tunghiciia della prima serie di oscillazioni sarà 
allora &,, e il valore iniziale di u per la serie successiva diventa ui = 1/x, = 
= ki + z,, ecc. Da qui è facile concludere che le lunghezze delle serie successive 
sono date dagli elementi Ko, X1, ke, . . - dello sviluppo di u, in una frazione 
continua infinita (per u, irrazionale) 

1 


ki+_—_ 
kip cc 
tr. 
L'alternarsi dei valori degli elementi più lontani di un tale sviluppo avviene 
con leggi statistiche. 
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tuttavia fa si che appaia una proprietà supplementare: lo scambio 
degli esponenti è accompagnato anche dal cambiamento delle dire- 
zioni degli assi alle quali si riferiscono questi esponenti!). 


$ 119. Singolarità rispetto al tempo nella 
soluzione cosmologica generale delle 
equazioni di Einstein 


Come è stato già detto, il fatto che il modello di Fridman 
sia adeguato alla descrizione dello stato attuale dell'Universo, 
di per se stesso, non permette di sperare che questo modello sia 
altrettanto adeguato alla descrizione degli stadi iniziali dell’evo- 
luzione dell'Universo. Sorge quindi, anzitutto, la domanda: in 
che misura la presenza di un punto singolare rispetto al tempo 
è in generale una proprietà necessaria dei modelli cosmologici, 
e non è dovuta a specifiche ipotesi semplificanti (in primo luogo, 
alla simmetria) sulle quali sono basati questi modelli? Sottoli- 
neiamo che parlando di un punto singolare, noi alludiamo ad 
una proprietà fisica, e cioè al fatto che diventano infinite le 
densità della materia e gli invarianti del tensore di curvatura qua- 
dridimensionale. 

L'indipendenza da ipotesi specifiche significherebbe che la 
presenza della singolarità è propria non soltanto delle soluzioni 
particolari, ma anche della soluzione generale delle equazioni di 
Einstein. Il criterio di generalità per una soluzione consiste nel 
numero di funzioni « fisicamente arbitrarie » che essa contiene. Nella 
soluzione generale il numero di tali funzioni deve essere sufficiente 
per fissare arbitrariamente le condizioni iniziali in un qualsiasi 
istante scelto (4 per lo spazio vuoto, 8 per lo spazio riempito di 
materia; vedi $ 95)!). 

Non è naturalmente possibile. trovare una soluzione generale 
in forma esatta per l'intero spazio e tutto il tempo. Per la 


1) Per questa e altre proprietà del comportamento dei modelli cosmologici 
uniformi del tipo considerato si veda V. A. Belinski, E. M. Lif*tc, I. M. Kha- 
latnikov, Adv. in Physics, 19, 525 (1970); 31,639 (1982). 

2) Sottolineiamo subito, però, che la nozione di soluzione generale non è uni- 
voca per un sistema di equazioni differenziali non lineari, quali sono le equazioni 
di Einstein. In linea di massima, possono esistere più integrali generali, ciascuno 
dei quali abbraccia non tutta la varietà di condizioni iniziali pensabili, bensf 
una sua parte finita. Di conseguenza, l’esistenza di una soluzione generale con 
singolarità non esclude la presenza di altre soluzioni generali sensa singolarità. 
Per esempio, non c’è nessuna ragione per mettere in dubbio l'esistenza di u 
soluzione generale senza singolarità che descrive un corpo stabile isolato d 
massa non troppo grande. 
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soluzione del problema posto questo non è necessario: è sufficiente 
(ALATO la forma della soluzione in vicinanza della ‘ttago- 
arità. I 

La caratteristica della singolarità di cui è dotata la soluzione 
di Fridman sta nel fatto che la riduzione a zero delle distanze spit 
ziali avviene secondo una legge identica in tutte le direzioni, Tale 
tipo di singolarità non è sufficientemente generale: esso è proprio 
della classe di soluzioni, contenente solamente tre funzioni arbitrarie 
delle coordinate (vedi problema del $ 113). Notiamo anche che 
queste soluzioni esistono soltanto per uno spazio riempito di 
materia. 

Per quanto riguarda la singolarità del modello di tipo oscilla- 
torio, esaminata nel paragrafo precedente, essa ha un carattere 
generale: esiste una soluzione delle equazioni di Einstein con una 
tale singolarità, che contiene tutto l’insieme necessario di funz:oni 
arbitrarie. Descriveremo qui in breve il metodo di costruzione di 
tale soluzione, senza entrare nei particolari del calcolo!). 

Come anche nel modello uniforme ($ 118), il regime di avvicina- 
mento al punto singolare nella soluzione generale è composto di 
serie alternantisi di «epoche kasneriane ». Durante ciascuna di 
queste epoche i termini principali (rispetto a 1/#) del tensore metrico 
spaziale (nel sistema di riferimento sincrono) hanno la forma (118,1) 
con le funzioni del tempo a, è, c date dalla (118,10), ma i vettori |, 
m, n rappresentano ora funzioni arbitrarie (e non completamente 
determinate, come nel modello uniforme) delle coordinate spaziali. 
Funzioni analoghe (e non semplicemente numeri) sono ora anche 
gli esponenti p;, pm, Pn che sono legati tra di loro, come prima, 
dalle relazioni (118,11). La metrica così costruita soddisfa le equa- 
zioni R°= 0 ed RÈ=0 per un campo nel vuoto (nei loro termini 
dominanti) durante un certo intervallo di tempo. Le equazioni 

è, = 0 invece conducono a tre relazioni (non contenenti il tempo) 
che debbono essere imposte alle funzioni arbitrarie delle coordinate 
spaziali, contenute in yy g. Queste relazioni legano tra di loro 10 fun- 
zioni differenti: tre componenti di ciascun vettore l, m, n e una funzio- 
ne degli esponenti delle potenze del tempo (una qualsiasi delle tre 
funzioni p;, Pm, Pr legate da due condizioni (118,11)). Nel determinare 
il numero delle funzioni fisicamente arbitrarie bisogna anche pren- 
dere in considerazione che il sistema di riferimento sincrono 
ammette ancora trasformazioni arbitrarie di tre coordinate spaziali, 
e non del tempo. Di conseguenza, la metrica contiene in tutto 
10 -3—-3=4 funzioni arbitrarie: esattamente quante ce ne 
devono essere nella soluzione generale per il campo nel vuoto. 


1) Questi particolari si possono trovare nell’articolo: V. A. Belinski, 
E. M. Lifsic, I. M. Khalatnkiov, Adv. in Physics, 31,639 (1982). 
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La sostituzione di un’epoca kasneriana con un’altra avviene 
(come anche nel modello uniforme) grazie alla presenza, in tre 
delle sei equazioni RÈ = 0, di termini che al decrescere di # cre- 
scono più velocemente degli altri e, di consequenza, svolgono il ruolo 
di una perturbazione che distrugge il regime kasneriano. Nel caso 
generale queste equazioni hanno una forma che si distingue dalle 
equazioni (118,14) soltanto per il fattore (1 rot 1/1 [mn])?, dipen- 
dente dalle coordinate spaziali, che si trova nei loro secondi membri 
(si suppone che dei tre esponenti p;, Dm, Pr Sia negativo p;)'). Poiché, 
tuttavia, le equazioni (118,14) costituiscono un sistema di equazioni 
differenziali ordinarie rispetto al tempo, questa distinzione 
non influisce in nessun modo sulla loro soluzione e sulla legge di 
scambio degli esponenti kasneria..i (118,16) che segue da questa 
soluzione, e quindi su tutte le ulteriori conseguenze esposte nel 
$ 1182). 

Il grado di generalità della soluzione non diminuisce se si 
introduce la materia; la materia si « inserisce » nella metrica con 
le nuove 4 funzioni delle coordinate che la riguardano, necessarie per 
definire le distribuzioni iniziali della sua densità e le tre componenti 


della velocità. Il tensore energia-impulso della materia 77 intro- 
duce nelle equazioni del campo termini che risultano di un ordine 
più elevato in 41/f dei termini principali (in modo analogo 
a quanto esposto nel problema 3 del $ 117 per il modello iniforme 
piatto). 

In tal modo, l’esistenza di singolarità rispetto al tempo è una 
proprietà molto generale delle soluzioni delle equazioni di Einstein; 
inoltre, il regime di avvicinamento al punto singolare ha, nel caso 
generale, un carattere oscillatorio8). Sottolineiamo che questa 
caratteristica non è dovuta alla presenza della materia (e, di conse- 
guenza, alla sua equazione di stato); essa è una caratteristica dello 
spazio-tempo già, di per sé, vuoto. Per quanto concerne la singola- 
rità del tipo monotono isotropo, propria della soluzione di Friedman 
e dipendente dalla presenza della materia, essa ha un'importanza 


particolare. 


1 Per il modello uniforme questo fattore coincide con il quadrato della 
costante di struttura. C!! ed è costante per definizione. 

?) Se le funzioni arbitrarie della soluzione sono sottoposte alla condizione 
supplementare 1 rot 1 = 0, le oscillazioni sono assenti e il regime kasneriano 
continuerà sino al punto stesso t = 0. Tuttavia una tale soluzione contiene una 
funzione in meno rispetto al caso generale. 

3) Il fatto dell’esistenza di un punto singolare nella soluzione generale 
delle equazioni di Einstein è stato dimostrato per la prima volta da R. Penrose 
(1969) con metodi topologici i quali, però, non permettono di stabilire il 
carattere concreto analitico della singolarità. Per metodi e teoremi ottenuti 
con essi si veda R. Penrose, Structure of space-time, W. Bengamin, N. Y. 1968. 
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Parlando di singolarità, sotto l’apetto cosmologico intendiamo 
che il punto singolare influenzi tutto lo spazio e non soltanto una 
sua parte limitata, come nel collasso gravitazionale di un corpo 
finito. Ma il carattere generale della soluzione oscillatoria permette 
di ritenere che sia dello stesso tipo anche la singolarità raggiunta 
da un corpo finito in collasso sotto l’orizzonte degli eventi nel 
sistema di riferimento in moto solidale. 

Abbiamo parlato sinora della direzione di avvicinamento al 
punto singolare come della direzione dei tempi decrescenti; 
data la simmetria delle equazioni di Einstein rispetto al cambia- 
mento del segno del tempo, si potrebbe parlare, con lo stesso diritto, 
di avvicinamento al punto singolare nella direzione dei tempi 
crescenti. Tuttavia in realtà, data la non equivalenza fisica del 
futuro e del passato, tra questi due casi vi è una differenza di fondo 
nell’impostazione stessa del problema. La singolarità nel futuro 
può avere un significato fisico solo a condizione che essa sia 
compatibile con condizioni iniziali arbitrarie, date in un certo 
istante precedente. É ovvio che non c'è ragione alcuna perché la 
distribuzione della materia e del campo, ottenuta ad un certo 
istante nel processo di evoluzione dell'Universo, corrisponda alle 
condizioni specifiche richieste per la realizzazione di una o di un'altra 
soluzione particolare delle equazioni di Einstein. 

È poco probabile che lo studio basato solo sulle equazioni gravita- 
zionali possa in generale dare una risposta univoca alla questione 
relativa al tipo di singolarità nel passato. È naturale credere che la 
scelta della soluzione corrispondente all’Universo reale sia dovuta 
a certe esigenze fisiche di fondo, che non possono essere stabilite 
sulla base della sola teoria gravitazionale esistente; tali esigenze 
possono essere precisate soltanto in seguito ad un'ulteriore sintesi 
delle teorie fisiche. Potrebbe risultare in questo senso che, in linea 
di massima, a questa scelta corrisponda un certo tipo particolare 
(isotropo, per esempio) di singolarità. Ciò nondimeno, risulta 
più naturale credere a priori che, in virtù del carattere generale del 
regime oscillatorio, sia proprio quest’ultimo a descrivere gli stadi 
iniziali dell'evoluzione dell'Universo. 

È necessario infine fare ancora la seguente osservazione. Il campo 
di applicazione delle equazioni di Einstein, non è in nessun modo 
limitato dalle piccole distanze o dalle grandi densità della materia 
nel senso che le equazioni non conducono, in questo limite, a nes- 
suna contraddizione interna (contrariamente, ad esempio, alle equa- 
zioni classiche dell’elettrodinamica). In questo senso, lo studio delle 
singolarità della metrica spazio-temporale sulla base delle equazioni 
di Einstein è completamente corretto. Non vi è dubbio però, che 
in realtà, per il limite indicato, debbono verificarsi sostanzialmente 
fenomeni quantistici dei quali ancora noi, allo stato attuale della 
teoria, non possiamo dire niente. Soltanto una sintesi futura della 
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teoria della gravitazione e della teoria quantistica potrà precisare 
quali risultati della teoria classica conserveranno la loro validità. 
Nello stesso tempo, non vi è motivo di dubitare che la stessa 
comparsa di singolarità nelle soluzioni delle equazioni di Einstein 
(sia sotto l'aspetto cosmologico che per il collasso dei corpi 
finiti) ha un profondo significato fisico. Non bisogna dimenticare 
che ormai le enormi densità raggiunte nel corso di un collasso gravi- 
tazionale, anche se non offrono motivi per dubitare della validità 
della teoria classica della gravitazione, sono sufficienti per indi- 
viduare in questo un fenomeno fisico « singolare ». 
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